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Controlo de Robots Redundantes

FERNANDO DUARTE
Departamento de Matemética,
Escola Superior de Tecnologia de Viseu

1. Introducio

Um robot redundante é um sistema que pode apresentar vdrias (ou, até, uma
infinidade de) configuragdes para uma determinada posi¢do do 6rgdo terminal no espago

cartesiano.

Assim, sob 0 ponto de vista cinemdtico, estes mecanismos introduzem uma grande
versatilidade pois permitem a resolucdo de tarefas minimizando esforgos, evitando

eventuais obstaculos e eliminando singularidades indesejaveis.

Embora estes robots apresentem as vantagens referidas, a utilizacdo destes
mecanismos ainda é pouco frequente. De facto, o controlo destes sistemas envolve
modelos matemadticos sofisticados, aumentando a sua complexidade com o nimero de

graus de liberdade.
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2. Cinematica de um Robot Planar:

2.1. Cinematica directa do robot 2R (ndo redundante)

Figura 1: Estrutura de um robot planar 2R

H _ {ll cos(qy)+1, coslgy +q5)

1 sinlgy )+1; sinlg; +q,)

y (1)

2.2. Cinematica inversa do robot 2R (ndo redundante)

P(x,y)

Figura 2: Estrutura de um robot planar 2R
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2.3. Cinematica directa do robot kR (k>2, redundante)
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Figura 3: Estrutura de um robot planar redundante kR
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Estes robots sdo considerados redundantes (Fig 3) j4 que tém mais do que duas
juntas (n > 2) e pretende-se que executem trajectdrias no espago cartesiano (m = 2).

Para este tipo de robot kR (k eN ) a cinemdtica directa é dada pelas relagdes:

{x} :|:llcl +1Cp +13C 13 +A +; Cpp i (8)
y LS +12812 +138123+A + ik S12.k

l;¢ o comprimento do brago i, S;, ¢ =Sin(q1 +A +qk)e Cipk = Cos(ql +A +qk).

O modelo cinemdtico para um robot, deste tipo, pode ser descrito pela seguinte relacdo:

x=flg) ©)

onde g é um vector (n>< 1) das posicdes nas juntas, x € o vector (m X 1) das posicdes do
orgdo terminal no espaco cartesiano e f € a funcdo vectorial que descreve a estrutura

cinematica do robot.

2.4. Cinematica inversa do robot KR (k>2, redundante)

Para uma determinada posi¢do do 6rgdo terminal no espagco operacional x(t), a

cinemédtica inversa do robot tem como objectivo a determinacdo de um conjunto de
valores de varidveis nas juntas q(t) tal que a relacdo f (q(t))z x(t) seja verificada. A
resolu¢do da cinemadtica inversa de posi¢do €, geralmente, uma relacdo algébrica ndo
linear e ndo hd uma solug¢do analitica geral. Alguns autores propdem o uso de uma
forma diferencial para se obter os valores das juntas a partir do movimento cartesiano

do orgao terminal.

Assim quando as posicdes das juntas variam com o tempo, a velocidade do orgdo

terminal € calcula por:
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dx _oxdq (10)
ot dg ot

. ox . . . .
A matriz 8_ , € chamada a matriz Jacobiana da relacdo f(g), € uma matriz de dimensao
q

(mxn) (m<n)eérepresentada por J € R"™" , isto &,

1o LS =081 A LSk A LSk (an
LG+ Cp +A + L Crye A LCk

Entdo o modelo cinemdtico inverso pode ser representado a partir de:

=g (12)
pela relagdo:

&= K(q)% (13)
onde K é uma matriz (n X m), “inversa” de J.

Alguns autores propdem o uso da matriz pseudoinversa de Moore-Penrose para a

matriz K, vindo a relagdo da forma:
&= 7" (q)& (14)

onde J© é a matriz PseudoInversa de Moore-Penrose da matriz J.

A primeira vista esta solucdo € interessante, tanto mais que a matriz pseudoinversa
gera um vector solucdo (de posi¢do de juntas) que admite norma minima, no sentido dos

minimos quadrados.
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Um aspecto importante deste tipo de robots, consiste na possibilidade de se
evitarem as singularidades cinemdticas, que ocorrem quando a matriz J, para certas

solucdes q(t), tem caracteristica inferior a m. Nestas situagdes o robot perde a capacidade

de se mover numa determinada direccdo, significando isto que a sua “manipulabilidade”

foi reduzida. A medida da “manipulabilidade” de um robot foi definida por Yoshikawa

como, | = \/detiJJT )

O indice de manipulabilidade maxima (,u melhora a medida que o nimero

max )

de graus de liberdade aumenta (Fig. 4).

4.5 T ‘
41
35+
3 f —O0—2R
o5 T —o—3R
PE: —e—4R
2+ —&—5R
1,5 Y —=—6R
1
0,5 T
0 ———+ ———+ ———+ ———+ ———+ ———+ l ———+
3

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3,5

Figura 4: indice de manipulabilidade maxima (,u )versus a distancia radial

max

r= \/xz + y2 para os robots 2R, 3R, 4R e 5R.
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3. Matrizes Inversas Generalizadas

3.1. Definicoes

Para as matrizes Ae R™" ¢ X e R™™ a fim de definir a matriz inversa

generalizada (A_ ), a matriz inversa generalizada reflexiva (A,_ ) e a matriz pseudoinversa

(A#) de A s@o usadas as relagdes:

AXA=A (15)
XAX = X (16)
(Ax ) = Ax (17)
(xA) =xA (18)

As condicdes (15) a (18) sdo chamadas as condigbes de Penrose. Uma matriz inversa

generalizada da matriz Ae R é uma matriz X=A" € R"™" que satisfaz a condigio

2

. . . . X,
(15). Por outro lado, uma matriz inversa generalizada reflexiva da matriz Ae R™" ¢

uma matriz X=A4, € R que satisfaz as condicdes (15) e (16). Por tltimo, uma matriz

z

pseudoinversa da matriz Ae R™" ¢ uma matriz X=A" e R™" que satisfaz as

condi¢des (15) a (18). A matriz pseudoinversa é normalmente designada por matriz de

Moore-Penrose.

3.2. Calculo das matrizes pseudoinversas

Nesta sub-seccdo serdo referidos trés métodos de cdlculo para as matrizes

pseudoinversas.
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3.2.1. Calculo por decomposicio em valores singulares

Se Ae R™" entio AT A ¢é uma matriz ndo negativa cujos valores proprios (i.e., as
solugdes de det(é/ —ATA)=O) sdo numeros reais ndo negativos. Sejam os valores

proprios A, A, A A, (A =4y 2o >4, >0) e faga-se:
6 =48,i= 1,2,...,min(m,n) (19)

Obviamente resulta G 20y 2A 2 Opyin(m,n) 2 0. Agora a matriz A pode exprimir-se

como o produto de trés matrizes

A=uzv’ (20)

U = (upuy, A ity )€ R™™ e V =(v,v5,A v, )€ R™ (21)

onde U e V sdo matrizes ortogonais e X € R™" ¢ definida por:

(O3] 0
r= 0 semz2n (22)
0 o,
0
(03] 0 i
X = 0 10|sem<n
0 o i (23)

Esta decomposicao de A oferece um esquema para o cdlculo da pseudoinversa.
Quando A é decomposta em valores singulares como em (20) a sua pseudoinversa A”

pode ser representada por:

A" =vFuT (24)
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onde ¥ ¢ a matriz (nx m) definida por (onde p € o nimero de valores singulares nao

nulos):

o' 0 0
|
0 010
st = o T (25)
0 0o
0 0

3.2.2. Pseudoinversas de matrizes com caracteristica maxima
. X . L. L, . .
Quando a matriz Ae R"™" admite caracteristica mdxima, a respectiva

pseudoinversa € calculada usando a matriz inversa de uma matriz ndo singular. Assim, o

célculo da matriz pseudoinversa serd:

i)Sem<ne r(A): m, entao

AF = AT (AAT Tl (26)
ii)Sem>ne r(A)= n, entdo

A~ (AATTIAT 27

Serd A =A7' sem=ne r(A):m.
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3.2.3. Algoritmo de Greville

Para o cilculo da pseudoinversa da matriz Ae R™" admita-se que a; e A’
representam, respectivamente, a coluna i de A e a matriz que consiste nas primeiras i

colunas de A. Assim, o cdlculo da matriz pseudoinversa sera:

*
1 A" =0 se a; =0

Al# =(a1Ta1yla1T se a3 #0
i=2
2 g =4,
c;=a; —Ai_ld,-

3 Se ¢; #0, entdo biT = Ci#

1 .
Se ¢; =0, entdo b,-T=(1+d,-Td,-f d,T A
(28)

4 prepara A para a proxima iteracdo

.
Al | AT —db”
b7

1

5 Se i=n, entio A*=A" ¢ TERMINA

Se i<n, entdo i=i+1, vai para 2

4. Controlo de Trajectorias de Robots Redundantes e Hiper-Redundantes

Nesta secc¢do aplica-se a formulacdo matematica desenvolvida anteriormente no
controlo de trajectdrias de robots planares com trés, quatro e cinco graus de liberdade. As
posi¢des das juntas podem ser calculadas através da integracdo, em relacio ao tempo, das

velocidades de acordo com o descrito no diagrama de blocos da Figura 5
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Pl ¢ Xref Ax Aq q
aneamento # _

de Trajectoria] J (q) Integracao

+ -
_ X
+
Cinematica
Directa

Figura 5: Diagrama de blocos para célculo da cinemadtica inversa usando a pseudoinversa.

Baseado neste algoritmo, a que chamamos “Closed-Loop Pseudoinverse” (CLP)
foi analisado o desempenho do controlo de trajectdrias para diferentes tipos de robots.
Estudaram-se as trajectdrias para o robot 2R (ndo redundante), 3R (redundante) e para o
4R e SR (hiper-redundantes) impondo-se ao 6rgdo terminal uma trajectéria circular

repetitiva no espago operacional definida por:

1
x(r)= E[E_COS(M)] 0<1<30 (29)

% [\E + sin(ﬂ: t)] ’

Em todas as experiéncias, para todos os robots, considerou-se Iy +1y +13+A +1; =3,

ll 212 =l3 =A Zlk e dr=0.001s.

4.1. Cinematica de
4.1.1. Robot Nao Redundante

Numa primeira experiéncia considerou-se um robot 2R com uma posi¢do inicial

q(0)= l().8977: —0.78x7 J Os resultados da Figura 6 mostram as posicdes das juntas para

o algoritmo de determinacdo da cinemadtica inversa usando a matriz jacobiana ‘Standard”

2X2.
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3

4

Figura 6: Posicdes das juntas para o robot 2R

Como era esperado, nesta experiéncia a trajectéria das juntas e o indice de

manipulabilidade sdo repetitivos ao longo do movimento circular em xy.

4.1.2. Robot Redundante

Numa segunda experiéncia usou-se o robot 3R com uma posicdo inicial
q(O): [71'—71'/2— 7r/2]T. A Figura 7 mostra as posi¢des das juntas quando se usa a o

método CLP.
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Figura 7: Posi¢des das juntas para o robot 3R, usando o método CLP.

Note-se que a manipulabilidade nfo € 6ptima durante toda a experiéncia e que as
trajectdrias das juntas exibem mudancas bruscas, o que provoca altas velocidades. Além

disso, vé-se que as trajectérias nfo sdo repetitivas, apresentando um comportamento

quase caético.

Para tentar solucionar esta falta de repetitividade desenvolveu-se um novo
método de optimizacdo, a que chamamos Open-Loop Manipulability, (OLM). Para um
determinado ponto do espago operacional (x,y), este método consiste em calcular o
ponto no espago das juntas (gi,g,....¢,) que maximiza o valor de u. Atendendo a
simetria da cinemadtica, para este tipo de robots, y e genas depende da distancia radial (r)
entre o ponto considerado e a origem das coordenadas. Assim € calculado um conjunto
n—m, de pontos no espago das juntas que maximizem g. A partir desses valores e usando
o método dos minimos quadrados, sdo calculadas n—m fungdes polinomiais (ou outras)

que aproximem esses valores.

Uma vez fixadas essas n—m varidveis, as restantes m posi¢des das juntas podem

ser calculadas através do algoritmo normal para o cdlculo da cinemética inversa.
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Usando este método (OLM) para o robot 3R e considerando a aproximacdo

q5=051r—209 para a junta 3, as posi¢des das juntas sdo mostradas na Fig.8.

4 -
3 4 ql
2 1 0
1
t
O T T T T T T 1

Figura 8: Posicdes das juntas para o robot 3R, usando o método OLM

4.1.3. Robots Hiper-Redundantes

Por ultimo consideram-se os robots hiper-redundantes 4R e SR. Tal como

anteriormente, adoptou-se o método CLP da cinemaética inversa.

As posigdes iniciais, para o robo 4R sdo: ¢(0)=[097 —028 —04&r —039%] .

A Figura 9 mostra os resultados das experiéncias
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Figura 9: Posicoes das juntas para o robot 4R, usando o método CLP

Usando o método OLM e, para as juntas 3 e 4, as aproximacdes:

43 =0.41r>=0.60r-1.62 , g, =—024/>+1.13r—1.78, obtemos os resultados da

Fig. 10.
4 -
ql
R
2 4 n
1 4
t
0 L L L L L L 1
) 1 5 2 5 3094 35
ERAATAATAATATATAATATATATATATEE
q3
-2

Figura 10: Posicdes das juntas para o robot 4R, usando o método OLM
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Considerando a posicao inicial, para o robot SR,
q(0)=[-0.867 —0.34r -0.26r -7/3 -0.22z]" e aplicando o método CLP,

obtém-se os resultados expressos na Fig. 11

- oW A
1

o= O

B b

[

Figura 11: Posicdes das juntas para o robot SR, usando o método CLP

Usando o método OLM e, para as juntas 3, 4 e 5 do robot 5R, as aproximacdes:

e g=018r—064r>+087r-1.10
o ¢, =014 0092 -0.04r—141

o g5=026r"-122r>+1.93r-131

obtemos os resultados da Fig. 12.
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Figura 12: Posicdes das juntas para o robot SR, usando o método OLM

Em todos os casos observa-se um desempenho sub-6ptimo semelhante ao
verificado para o robot 3R. Comparando para os robots 3R, 4R e 5R, as transformadas
de Fourier das velocidades das juntas, para ambos os métodos, CLP e OLM, conclui-se
que o método OLM apresenta, em mddulo, valores mais elevados para o harménico
fundamental (wo =7 ) e para os seus multiplos, enquanto o método CLP revela valores

altos para todas as frequéncias.
60 -
40

20 4

-20 4

-40 4

-60

Figura 13: Espectro da Transf. de Fourier de @(f) ,para robot 3R, usando o método CLP
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Figura 14: Espectro da Transf. de Fourier de qit),para robot 3R, usando o método

OLM.
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Figura 15: Espectro da Transf. de Fourier de gt ),para robot 4R, usando o método CLP
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Figura 16: Espectro da Transf. de Fourier de Q;(t) ,para robot 4R, usando o método OLM

50 T
A%

Figura 17: Espectro da Transf. de Fourier de Q;(t) ,para robot 5R, usando o método CLP
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Figura 18: Espectro da Transf. de Fourier de Q;(t) ,para robot 5R, usando o método OLM

4.2. Dindmica
Numa segunda fase faremos a anélise dinimica para o mesmo tipo de robots.

A formulagdo simbélica para a dindmica inversa de robot- kR planar, pode ser

obtida recursivamente de acordo com:
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n i-1
=Y m(Y ar[j> p,BI:O,Blzl];lpzzp:@Bl)

i=1 p=l1 u=l1
i i p-l
+°Y &+ Y. (Y arlp>i-1B2=0B2=1]
u=1 p=2 k=1

l1f [p=iB3=1,B3=0]1f [ > kB4=0,B4=1]:
If [(j >=k +1&&j <= p),BS=1,B5= 01-

p
Le(1, B2+ 1, B3)( = Sip p(( Z&)z +
u=k+1

k P P k
Y @ Y @)+ Cr (Y @+ Y q,))B4+

u=1 u=k+1 u=1 u=1

k k
(Skr1p( Y & )+ Crary Y &85+

u=l u=l

i—1
e Y (f [i>pB1=0B1=1}1,Cy ,B1)+1,C) ;)
p=l

onde 7 sdo os torques nas juntas, B/ a BS sdo condi¢des logicas, m; € a massa do braco i r;
¢ a distancia do eixo do braco até ao centro de massa do brago e g é a celeracdo da

gravidade.

4.2.1. Robot Redundante

A Fig 19 mostra o resultado dos torques, nas juntas, para um robot 3R, quando se usa o
método CLP. E claro que a dinimica segue o mesmo tipo de comportamento verificado

na cinemadtica, isto € , respostas ndo repetitivas
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Figura 19: Torques nas juntas para robot 3R usando o método CLP.

Por outro lado, Fig 20 mostra o resultado dos torques nas juntas para o robot 3R,
usando o método OLM. Com este método a dinamica é, de acordo com o esperado,

repetitiva e sem oscilagdes grandes e bruscas.
60 -
40

20 A

-20 4

40 |

-60 4

Figura 20: Torques nas juntas para robot 3R usando o método OLM.
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4.2.2. Robots Hiper- Redundantes

Para os robots 4R e SR (hiper-redundantes) analisaram-se também os torques nas

juntas, usando ambos os métodos (CLP e OLM). As Figs 21 a 24 mostram os resultados.

60 -
b3
b2
b4
bl
-60
Figura 21: Torques nas juntas para robot 4R usando o método CLP.
2000 - bl
1500 1
b2
1000 1
500 |
b3
0
5 0 15 0 25 o b4
-500 1
-1000 1
-1500 1
-2000 4

Figura 22: Torques nas juntas para robot 4R usando o método OLM.
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Figura 23: Torques nas juntas para robot SR usando o método CLP.

50 -

40

30

20 A

0 : b3
/ 5 15 25 0 py
10
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Figura 24: Torques nas juntas para robot SR usando o método OLM.

Como se pode observar em todas as experiéncias observaram-se resultados

semelhantes aos revelados pelo robot 3R.
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Podemos entdo concluir que o método OLM € de simples implementagdo e que, na
pratica, apresenta uma melhor ‘performance” em relagdo ao método CLP, nos aspectos

cinemdticos embora 0 mesmo ndo seja tdo evidente nos aspectos dindmicos.

5. Analise das Respostas Quase-Cadéticas do Método CLP

Como ja foi referido as respostas do método CLP t€m um comportamento ndo

repetitivo e imprevisivel, o que se pode considerar um comportamento quase cadtico.

As Fig. 25-27 e 28-30 mostram o plano de fase das trajectdrias e torques das trés

juntas (g, g, g3) do robot 3R quando controlado usando-se o método CLP.

Pode verificar-se um “drift” na relagdo posicdo/velocidade e é visivel que ha

pontos que sdo ‘evitados”.

Esses pontos sdo os que correspondem a uma configuragdo onde os varios ‘elos”
estdo alinhados o que provoca que o valor do indice de manipulabilidade | seja muito

baixo.

Esta caracteristica € inerente ao uso da matriz pseudoinversa, j4 que a mesma
experiéncia feita usando o método de controlo OLM, ndo apresenta as mesmas

caracteristicas.

Com o objectivo de estudar melhor a natureza quase cadtica do fendmeno, os
robots cujo comportamento se investiga foram ‘bbrigados” a seguir uma trajectéria
circular repetitiva, para varias distancias radiais do centro (r) e para varios raios, usando os

métodos CLP e OLM.

Os planos de fase das trajectérias das juntas foram analisados e a respectiva

dimensio fractal (dim) foi estimada, usando o método das “box-counting™
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dimS = lim lnL(s)

i (e) (30)

onde N(€) representa 0 menor numero de ‘taixas” bidimensionais de lado & necessdrias

para ‘tobrir” completamente a superficie S.

3
M

ql

4 3 ) -1 0 1 Z 3

Figura 25: Plano de fase do robot 3R - junta 1,Usando o método CLP parar=1,
dim=1.62
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Figura 26: Plano de fase do robot 3R - junta 2,usando o método CLP parar=1,
dim =1.60
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Figura 27: Plano de fase do robot 3R — junta 3,usando o método CLP para r=1,
dim=1.63

& 100

-50

=100 F

_’]50 1 1 1 1 1
-10 0 10 20 30 40

Figura 28: Plano de fase do robot 3R — torque 1,usando o método CLP parar=1,
dim=1.70
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Figura 29: Plano de fase do robot 3R — torque 2,usando o método CLP parar=1,
dim=1.62
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Figura 30: Plano de fase do robot 3R — torque 3,usando o método CLP parar=1,
dim=1.71
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3R
SR

4R

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Figura 31: Dimensao fractal versus a distincia radial para os robots 3R, 4R e 5R

controlados pelo método CLP .

0.5 -

-0.5 -

ql

Figura 32: Plano de fase do robot 3R — juntas 1, 2 e 3,usando o método OLM parar =1,
dim=1
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Figura 33: Plano de fase do robot 3R — torques 1, 2 e 3,usando o método OLM para r =1,
dim=1.

De acordo com as Figura 25-33, pode concluir-se que:

* Para o método CLP dim =2, devido ao “drift” entre posi¢ao/velocidade, em
contraste com o observado no método OLM onde dim = 1.

* dim diminui para r — 3 onde y,,,, apresenta valores mais baixos.

* para cada tipo de robots a dim é aproximadamente constante para todas as

juntas.

6. Conclusoes

Este artigo apresenta os aspectos fundamentais da teoria das matrizes inversas
generalizadas e a sua aplicacdo ao controlo de robots redundantes. Assim, foram
analisados vdrios métodos de cdlculo das matrizes inversas generalizadas por forma a

permitir a resolucio da cinemadtica inversa para este tipo de robots. Tendo em conta a
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formulagdo matematica, estas técnicas foram aplicadas ao controlo de robots

redundantes e hiper-redundantes revelando que tais algoritmos conduzem a

desempenhos sub-Optimos tanto no que respeita ao indice de manipulabilidade como as

velocidades das juntas. Nesta perspectiva, algoritmos que conduzam a desempenhos

superiores sdo uma drea de investigacdo importante.
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