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As dificuldades relativas ao ensino e a aprendizagem do conceito de limite sdo ha muito
conhecidas.

As tentativas de simplificacGes, por vezes abusivas, de conceitos tdo delicados arriscam-se a
gerar polémica como o provam textos relativamente recentes publicados no Boletim da SPM.

" Simplificar tanto quanto possivel, mas ndo mais do que o possivel” — Einstein.

Conhecedor deste facto, porqué abordar este tema?

Ha alguns anos, apds a leitura de [2], iniciei um trabalho, ainda inacabado, para detectar as
primeiras dificuldades dos alunos na compreensdo do conceito de limite. O estudo abrangeu
algumas centenas de alunos de Analise Matematica Il (2° semestre do 1° ano) das licenciaturas
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Aveiro. Foram igualmente inquiridos alunos dos 3°

e 5° anos das licenciaturas em Matematica.

Nesta sessdo apresentei alguns exemplos de respostas que me pareceram representativas das
confusdes apre(e)ndidas e tentei dar uma resposta, obviamente incompleta, a questdo: porqué

isto?

No final apresentei algumas sugestdes — a testar no terreno — para a abordagem do tema, sem

iludir as dificuldades do mesmo.

O questionario — base do trabalho — continha varias respostas de definicdo de limite de uma
funcdo real de varidvel real, num ponto, propostas estas que seguiam de perto o percurso

historico da evolugdo do conceito de limite.
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As respostas foram cruzadas com a resposta ao seguinte item:

"Diga em poucas palavras o que entende por limite, ou seja, explique o

que significa para si a expressao o limite de uma funcdo f quando x —>t é

um ndmero L".

Registo algumas das respostas com que ilustrei a sessdo e que permitem ver confusdes
conceptuais, dificuldades de expressdo escrita e grande confusédo na manipulacéo de expressoes

simbdlicas.

Para mim a expressdo referida diz-me o numero para o qual a funcdo se dirige (tende) sem o

atingir; fiquei confuso!!! se atinge ou nao.

e Nunca ninguém me perguntou isto e nunca me tinha apercebido das duvidas que
poderia ter sobre limites. Realmente senti-me confusa (...). Quando o limite da +« existe
ou nao o limite? o limite tem de ser um valor?

e Os se e dd € que é uma complicacao; so sei isto com as sucessoes.

e Limite de uma fungcdo num ponto € o valor que essa fungdo admite numa vizinhanga
desse ponto. [Muitas respostas deste tipo]

e Limite de uma fungéo é um ponto extremo do seu contradominio quando o x tende para
um extremo do seu dominio.

e Limite é o valor de y mais alto ou mais baxo (sic) quando se vai tomando valores de t.

e Limite é o nUmero maximo que uma funcéo pode ter quando x — t.

e Quando uma determinada fungéo tende para um determinado dominio, essa fungéo tera
significado até ao numero determinado. Atingindo ai o0 seu maximo. Por vezes uma
determinada fun¢éo nunca chega a ter limite, 0 caso quando L=+c0.

e Uma funcao tem por limite um ndmero L, quando é limitada arbitrariamente por valores
de x.

e Limite é o valor que uma fun¢do ndo pode ultrapassar.

i flxp=L )
o ¥t significa que a derivada da funcéo f(x) no ponto t tem o valor de L.

e Limite é algo que é atingido no fim, algo propriamente definido pela fun¢éo de x — t.
e O limite € o nUmero mais préximo de t que esta definido pela fungéao f.

e O limite € uma vizinhanga de um ponto.
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E agora s6 uma pequena amostra das definigdes simbolicas apresentadas:
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Procurando uma resposta a este descalabro, percorri a literatura usual do ensino secundario e

do 1° ano universitario.

Os inmeros conceitos, - limite inferior, limite superior, infimo, supremo, minimo, maximo,
limite segundo Heine, limite segundo Cauchy, limites de sucessdes, limites de funcdes,
limites infinitos e limites de fung6es num ponto de acumulagdo ou num ponto aderente -, 0
pouco tempo para assimilacdo e o facto de praticamente s6 serem avaliadas capacidades de

calculo podem servir para uma primeira explicacdo do fenémeno.

Quanto a literatura séria: Sebastido e Silva, Dias agudo, N. Bourbaki, L. Schwarz, E. Lages
de Lima, G. Choquet, S. Guerreiro, R. Bartle e A. Machado, entre outros, penso néo ser de
grande ajuda para alunos e mesmo para muitos professores, devido & apresentacdo
aparentemente dispar. S6 em R. Bartle e A. Machado se fala directa e explicitamente em
duas definicdes ndo equivalentes: uma que "ignora” 0 que Se passa nNo ponto em que se
pretende definir limite e outra que considera o que se passa em tal ponto; basicamente,

situacGes em que se considera o limite num ponto de acumulacdo ou num ponto aderente.
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Para assentar algumas ideias propus uma abordagem adaptada de [1] e que julgo poder ser
uma via que ndo foge as dificuldades, antes as explicita. E uma bordagem progressiva onde
se propdem algumas "definicdes” que sdo analisadas e sucessivamente eliminadas pela

apresentacdo de contra-exemplos simples, até se chegar as duas definicOes ja referidas.

Esta proposta pode ser executada hum tempo aceitavel e julgo que vale a pena experimenta-

la no terreno.

Enfrentar o problema pela via positiva parece-me mais eficaz do que a permanente fuga em
frente que consiste em tratar 0s nossos estudantes como incapazes, retirando do programa o

que contém efectivas delicadezas conceptuais.
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