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1 - Grau de uma equacao

Recordemos que habitualmente se define equacdo do 2° grau ou equagdo guadratica como uma equagao

da forma

1. ax3+hx+|:=lil’

em que a, b, ¢ s&o ndmeros reais ou complexos e & * 0,

Recordemos ainda que esta equacao é equivalente a equacao
da’z? + 4ahz +b? = b —4ac ,

(2ax +b1* = b —dac

e, consequentemente,

= b +./b? —dac

2a

Assim, se estivermos trabalhando no corpo dos nimeros complexos, podemos afirmar que a equagédo
(1.1) tem as raizes

_—b+afb? —dac _~b-+b? —dac

Xl_

2a e 2a

LS

se estivermos trabalhando no corpo dos nimeros reais, diremos que a equagdo (1.1) tem solugdo, se e

2 2 )
somente se ” —4ac2 0 nocasodeser B° ~4ac > 0 3 equagdo tem

. . 2 _ _ x . . . .
duas raizes (reais) e, se b®-4ac=10 4 equacdo tem duas raizes iguais (reais) ou também se diz que a



Morgado, J. (1999). Equagdes do 22 grau ou equagdes quadraticas

(um pouco da sua histéria). Millenium, 16

equacdo tem uma raiz dupla (real).

n-1 =
o+ taEta, =0 a, =0

a.x™t+a , N
,com ®» ™ ¥ ¢ uma equacdo

Diz-se que uma equacdo da forma " n-1

de grau n.

Mas nem sempre as equacdes foram classificadas pelo grau.

Por exemplo, 0 matematico persa, conhecido pelo nome de Omar Khayyam, matematico que foi também

astrénomo, fildsofo e poeta, que terd vivido no periodo 1040-1133(?), classificava as equacdes dos trés

primeiros graus em equacdes simples e equagdes compostas.

As equac0es simples eram as equagdes dos tipos:

as equacbes compostas eram ainda classificadas em trindbmios e quadrindmios. Os trinébmios

compreendiam os 12 tipos seguintes:

(1.3) 1) % +bx =c, zi+c=bx, bxtc=x°

3 3

3 2 2 2
I ¥ +tbx® =cx, x tcx=bx”, cxt+thbx’ =x

]

w ez =d, x +d=cx, cx+d=x"

i +bxi=d, 2 +d=bz? bxi+d=zx°

Os quadrindmios compreendiam os 5 tipos seguintes:
(1.4) 111) i tbxftox=d, i +bxi+d=cx

3

3 2 2
¥ tbx® =cx+d, z7+cx=bx"+d

' +d=bxrcx
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A classificacdo pelo grau, com o reconhecimento de que um coeficiente literal podia ser positivo ou

negativo, foi devida a matemdticos dos fins do século XV1I tais como:

-Simon Stevin (ou Simon de Bruges) (Bruges, 1548 - Haia, 1620), matematico e fisico flamengo (1585);

-Francois Viéte (Fontenay-le-Comte,1540 - Paris,1603), matematico francés (~1590);

-Albert Girard (1595-1632), matematico francés (1629);

-Thomas Harriot (1560-1621), matematico e astronomo britanico (1631, pbstumo);

-William Qughtred (1574-1660), matematico britanico (1631);

-René Descartes (1596-1650), matematico francés (1637).

Os anos indicados entre paréntesis assinalam 0s anos em que foram publicados os trabalhos considerados

mais importantes.

Segundo David Eugene Smith refere em History of Mathematics, vol 1, p.443, René Descartes, na sua

Geometria, utilizou a expressdo dimensdes de uma equacdo e reservou a palavra grau para usar com

respeito a linhas.

Note

se que, na classificagdo das equacbes quadraticas feita por Omar Khayyan ndo aparece a equagdo

2 . I . . .
2 +bx+c=0 compec positivos. Como tal equacdo ndo tem nenhuma raiz positiva, tal equagdo ndo

era considerada.

2.- Equacdes quadraticas no antigo Eqgipto

Néo sdo conhecidos documentos que provem que 0s antigos egipcios se tenham ocupado da resolucédo de
equacdes quadraticas, mas, no papiro de Berlim, ha dois problemas que dependem da resolucédo de um
sistema de duas equacbes, uma do primeiro grau e outra do segundo grau. Os sistemas, em linguagem

actual, séo os seguintes:
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x* +v* =100 e x4+ v =400
dx =3y 4z =3y

O primeiro sistema é para resolver o seguinte problema:
a area de um guadrado é 100 e tal guadrado é igual a soma de dois quadrados menores, em gue o lado de

3

um é igual a % do lado do outro. O segundo sistema é para resolver um problema analogo.

A resolucdo é feita por um método que mais tarde foi chamado regra da falsa posicédo:

Observe
se que a 22 equacdo é satisfeita por x=3 e y=4.
Substituindo x e y por estes valores, na primeira equagao obtém

x? +y?=3"+4% =25

se . Assim, para obter a soma 100, bastaria multiplicar ambos os membros por

2 2
4, i.e., bastaria fazer x=2.3=6 e y=2.4=8; entdo resulta ¥ T¥ = 56+64=100 & 4x = 24 =3y,

O nome regra da falsa posicdo motivou alguns a pedir desculpas por nome tdo estranho numa ciéncia cuja

funcdo é procurar a verdade. Assim, Humphrey Baker (1568) escreveu:

"A regra de falsidade é assim chamada, ndo porque ela ensine qualquer fraude ou falsidade, mas porque,
por meio de numeros tomados a sorte, ensina a encontrar 0 nimero verdadeiro que é pedido." (David

Eugene Smith, History of Mathematics, vol Il, p.441).

3.- Equacdes quadraticas na antiga Babildnia

Carl Benjamin Boyer, na 22 edi¢do do seu livro A History of Mathematics, p.37, escreveu que "A solucéo

de uma equacdo quadréatica de trés termos parece ter excedido de longe as capacidades algébricas dos
Egipcios".

Otto Neugebauer, em 1930, descobriu que tais equagdes haviam sido estudadas pelos antigos Babildnios,

para resolver alguns problemas muito antigos.
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Por exemplo, num desses problemas pede-se o lado de um quadrado, em que a area menos o lado é igual
a 14;30. (Note-se que os Babilénios usavam uma combinagdo da base 60 com a base 10, para a escrita de
nameros. Assim, 14:30 significava para eles 14.60 +30 = 870 e, consequentemente, a resolucdo do
problema considerado é

. X « x o wd . . . .
equivalente a resolucdo da equagdo = ~ %= 870 (ou, mais precisamente, a procurar uma raiz positiva

desta equacdo), para 0 que davam as seguintes indicacdes:

Significado na base 10

Tome metade de 1, que é 0;30 0;30 significa 0,5
Multiplique 0;30 por 0;30, que & 0;15 0;15 significa 0,25
Junte o resultado a 14,30 para obter 14,30;15 14,30;15 significa 870,25
Este nimero é o quadrado de 29;30 29;30 significa 29,5, pois
29,5% = 870,25

Junte agora 0;30 a 29;30 e o resultado é 30, 29,5+0,5=30

que é o lado do quadrado.

]
De facto, x=30 é uma solucéo (a solucio positiva da equacéo considerada =~ — % = J00 =30 = &70),

Note-se que as operacdes indicadas equivalem a tomar

2
F F
= il ++ =

2 — =
para uma raiz da equagdo * ~F¥ 79,
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Van der Waerden, no seu livro Science Awakening [O Despertar da Ciéncia, p. 63], apresenta-nos um

outro problema que data da dinastia Hammurabi (1728-1680 A.C.):

"Comprimento, largura. Multipliquei comprimento e largura, obtendo assim a area. Entéo
juntei & area o excesso do comprimento sobre a largura: 3,3 [i.e., 0 resultado obtido foi
183]. Além disso, juntei comprimento e largura :27. Pede-se o comprimento, a largura e a

area."

A resolucgéo deste problema equivale a resolver o sistema

wtx-—y=33 ot -y =183
xty =27 i e zty =27

onde x desigha o comprimento e y designa a largura.

A resolucédo imediata é a seguinte:

Significado na base 10

27+3,3=3,30 Somando membro a membro, vem
2+27=29 xXy+2x=210 (n° representado por 3,30)
Metade de 29 é 14;30 pois 14,5 +14,5=29

14;30x14;30=3,30;15 14;30x14:30 , i. e., 14,5°=210,25 (que

corresponde a 3,30;15)
3,30;15-3,30=0;15

a raiz quadrada de 0;15 € 0;30
210,25-210=0,25 e a sua raiz quadrada é

14;30+0;30=15 (comprimento) 0,5 (que corresponde a 0;30) que € a largura

14,;30-0;30=14 (largura)
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Subtraindo 2 a 14 [note-se que 2 foi somado a 27], obtém-se 12 gue é a largura actual e, portanto o

comprimento é 15.

Logo, a area é 180 (i. e., 3,0). De facto, a solucéo do sistema considerado é x=15, y=12.
Pode causar alguma estranheza a passagem
2+27=29

e, mais adiante, a subtraccdo de 2 a 14, para obter a largura actual 12. Trata-se, de facto, de uma
passagem interessante. Do sistema

xwtx -y =183
+y=27

resulta, como vimos, xy+2x=210. Entdo o autor da resolucdo, para efeito de simplificar os calculos,
atendendo a que

Xy+2x=X(y+2)

faz uma transformacdo, introduzindo uma nova variavel y’=y+2 e, entdo, o sistema fica transformado em

zy'= 330 {ie,210)
x+y'=29

Para y’ encontrou o valor 14, de modo que, para obter a largura, calculou
y=y’-2=12

desfazendo a transformacao feita.

Se nos lembrarmos que esta transformacdo foi feita ha perto de 4000 anos (Neugebauer situa 0s textos
cuneiformes referentes as equagdes quadraticas entre 1800 e 1600 A.C.), ndo podemos deixar de concluir

que, na antiga Babildnia, a Algebra atingiu um nivel surpreendentemente avancado.
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Na verdade, cerca de 2000 anos antes da nossa era, 0s Babilonios podiam resolver sistemas de equacgdes
da forma

x+y=p
#H=q
0 que equivale a resolucdo da equacdo quadratica

X2+Q=pX.

A orientacdo dos Babilonios para resolver o sistema
x+y=p
weq
consistia no seguinte:

p_xty

o Tomar metadedep: 2 2

2 2
Quadrar o resultado: g 2 .

2 w4+ 2 - 2
5] () =7
Subtrair g do resultado obtido: :
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O resultado obtido é um dos nimeros desejados e o outro é a diferenca deste para p

P-X = (X+y) =X =Y.

Note-se que os nlimeros procurados séo

p, fp) _ _p*ip’-4q

7 ulz] 4 2

e

R Ez_q _pyp’ —dg
2 2 >

0 que esta de acordo com as férmulas que ainda hoje utilizamos para resolver a equagdo

% —pE =q

Os tipos indicados para as equagdes quadraticas eram necessarios, porque os Babilonios ndo podiam

ainda trabalhar com ndmeros negativos, pois estes nimeros ndo tinham ainda sido incluidos na sua

aritmética.

Segundo a informacdo prestada por Paul Karlson, no seu livro A Magia dos Numeros [traducéo brasileira

realizada por Henrique Carlos Pfeifer, Eugénio Brito e Frederico Porta, do original Alemdo Von

Zauberder Zahlen, publicada em 1961], s6 em 1489 é que os sinais + e - foram, pela primeira vez,

utilizados (por Johann Widman, nascido na cidade Hungara de Eger, cerca de 1460); mas s6 em 1545 é

que esses sinais foram, pela primeira vez, utilizados como sinais operatorios, pelo algebrista alemao

Michael Stigel (1486-1567) (History of Mathematics, de David Eugene Smith, vol. 11, p. 403).
4 — A equacdo quadratica na antiga Grécia

Os antigos gregos conseguiram resolver equac6es quadraticas, por meio de construcdes geométricas.
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Por exemplo, nos Elementos de Euclides, ensina-se a resolver o seguinte problema:

"Dividir um segmento de recta em duas partes tais que o rectangulo contido pelo

segmento dado e uma das partes seja igual ao quadrado da outra parte."”

Resolve-se este problema, resolvendo a equagao

a(a-x)=x?,

a H

onde a designa o segmento dado. A equacdo pode escrever se sob a forma ® &~ % ;

trata-se de dividir o segmento a em média e extrema razao.

Seja AB o segmento dado e consideremos a circunferéncia tangente a AB em B e cujo raio é af2 . Arecta

definida por A e pelo centro O da circunferéncia encontra a circunferéncia nos pontos C e D.

O arco de circunferéncia de centro A e raio AC encontra AB no ponto M. As partes pedidas s&o
As AM
precisamente AM e MB e tem-se 43 ME
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4 ={a+xix

Com efeito, tem-se % , onde a e x designam, respectivamente, o comprimento da tangente

AB(=CD) e o comprimento de AM [o quadrado da tangente é igual ao produto da secante pela sua parte

2

= + . , A
@+ x)x , quer dizer, a &rea do rectangulo que tem

alg —x1=x

2
externa] e da igualdade “ , resulta

para lados a e a parte a-x é igual a0 quadrado da outra parte, pois & ~ @ = %) = %

2
as =

A igualdade @+ x:'xresulta imediatamente da aplicacdo do teorema de Pitagoras ao triangulo

—2 ——1 —2 a” tlz| Slst*x
rectangulo ABO. Assim, tem-se AB +BO =04 2 2 , onde

2 ]
= + = + i
a x° +ax = xla+ x), como se pretendia.

2
. « + px =
Suponhamos agora que pretendemos resolver a seguinte equacdo * % T 9

»Y 2
X+ = =—+
2] g ¢

Esta equacdo é, evidentemente, equivalente a equagao [

2
p_ + i
Entéo, para resolver a equacédo, basta construir 4 , extrair-lhe a raiz quadrada e subtrair-lhe, em

Pt
seguida, £ <.
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T
R
L & ¥
on =2
Comecemaos por considerar duas rectas r e s, concorrentes em O e, sobre r, um ponto M tal que 2

, sendo p o comprimento do segmento AB relativamente ao segmento unidade u=EF e consideremos

F
PO==
sobre s dois pontos P e Q tais que OP=u e 2 . Unamos P e M e conduzamos por Q uma paralela a

PM; seja N o ponto de interseccdo dessa paralela com r.

or _rp L owrp
Tem-se UM  MN ¢ portanto, OF 4

Consideremos agora o ponto R, de r, tal que:
2

MR=M+NR=%+g

2
£ g
Trata-se de extrairmos a raiz quadrada de .

Para isso, marquemos sobre r o ponto S tal que RS tenha comprimento u e R fique entre M e S.
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Consideremos uma semicircunferéncia », de diametro MS e seja T o ponto de encontro dessa
semicircunferéncia com a perpendicular a r conduzida por R. Por um teorema conhecido da geometria
Elementar (a altura de um tridngulo rectdngulo relativa a hipotenusa é o meio proporcional dos
segmentos que o seu pé determina na hipotenusa) conclui-se que RT € precisamente a raiz quadrada de

2

2 ]
P_+ RT? = p—+.:_;' 1,.'=p—+.:5l
R 4 4
,V|st0que .

T -
Para obter x, basta determinar

oo |t

5. Regra hindu para equagdes quadraticas

Como assinala Howard Eves na sua An Introduction to the History of Mathematics, os hindus foram

habeis aritméticos e deram contribuicBGes importantes a algebra.

Muitos dos problemas aritméticos eram resolvidos pelo método do retorno, onde se trabalha do fim do

problema para o principio.

Muitos dos resultados obtidos pelos matematicos gregos chegaram ao conhecimento dos hindus por
intermédio dos arabes. Os hindus ampliaram-nos sob alguns aspectos e traduziram-nos para a sua lingua e
exprimiram-nos com eloguéncia poética. Vejamos 0 exemplo de um problema sugerido por Bhaskara

(1114-~1185), cujo enunciado era o seguinte:

" Linda donzela de olhos cintilantes, se conheces o método do retorno diz me: qual é o nimero que,
E 1

multiplicado por 3, acrescido de 4 deste produto, dividido por 7, diminuido de 3 do quociente,

elevado ao quadrado, diminuido de 52, acrescido de 8 e dividido por 10, d& como resultado o

numero 27"

Bhaskara foi um dos ultimos grandes matematicos hindus até aos tempos modernos. A sua obra em
verso intitulada Siddhanta-S’iromani (i.e., Diadema de um sistema astronémico) escrita em 1150,

consistia de duas partes matematicas e duas partes astrondémicas.
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Foi Bhaskara que chamou & Algebra a arte dos raciocinios perfeitos.

Aryabhata, nascido em 476, foi um poeta, matematico e astrbnomo hindu; autor da obra Aryabhatiya,
escrita em verso, em 499, expde os resultados de matematica como eram conhecidos no seu tempo,

incluindo equacges quadraticas. Entre os versos contidos nesta obra, h& uns que dizem o seguinte:
" Soma 4 a 100, multiplica por 8 e junta 62000.

O resultado € aproximadamente a circunferéncia de um circulo de didametro 20000"

02832 _ 31416

Ora isto equivale a dizer que o valor de #é aproximadamente <0000 @

Parece ter sido S’ridhara (~1025) quem primeiro enunciou a chamada regra hindu para a resolucéo de

equacdes quadraticas que, na citacdo de Bhaskara (~1150), consiste no seguinte:

"Multiplicar ambos os membros da equacdo por um numero igual a quatro vezes o [coeficiente do ]
quadrado e juntar a ambas o ndmero igual ao quadrado da original [do coeficiente] da quantidade
desconhecida [Entdo extrair a raiz quadrada]”

Seja a equacgao

wmiibz=c

Multiplicando ambos os membros por 4a , vem
4a’x® + dahx =dac
Somando a ambos 0s membros o quadrado do coeficiente da quantidade desconhecida, tem-se

da*z? +dabx +b? =b? +dac,

ou seja

(Zax +b1* =b? +4ac.

extraindo a raiz quadrada, vem

Zax +b = /b +4dac _

(Note-se que a raiz negativa ndo era considerada...)
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E agora trata-se de uma equacao do primeiro grau, cuja resolucao ja é conhecida.
Depois de Bhaskara, até aos tempos modernos, parace ndo ter havido progressos regulares em
Matematica.

O mais brilhante matemético indiano dos tempos modernos talvez tenha sido Srinivasa Ramanujan
(1887-1920), descoberto em 1913 pelo notavel matematico inglés Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

6- Regras de Al-Khowarizmi (ou Al-Khwarizmi)

Mohammed Ben Musa Al-Khowarizmi foi o primeiro autor islamico que escreveu "sobre a solucdo de

problemas por al-jabr e al-mugabala”.(1)

Por jabr, entende-se a operagdo de somar um numero ou expressao algébrica a ambos os membro de uma
equacdo, para eliminar termos negativos. Também se diz jabr a operagdo de multiplicar ambos os

membros de uma equagdo por um mesmo nimero, para eliminar fracgdes.

Por mugabala entende-se a operacdo de subtrair nimeros ou expressdes algébricas a ambos os membros

de uma equacéo a fim de mudar um termo de um membro para o outro.

2
. . . , . ~ ,ys + =
Al Khowarizmi usou dois métodos gerais para resolver equacdes quadraticas da forma * ~ F* ~ 4

Um dos métodos de Al-Khowarizmi

Constroi
se um quadrado de lado x e, sobre esse lado, para o exterior do quadrado, constroi

1

se um rectangulo de lados x e 4
Completa

1

se a Figura A, construindo em cada um dos quatro cantos um quadrado de lado igual a 4
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.
L |

e |
I |

Figura A

Entdo a area do quadrado maior é

2

x? +4X%p+41lp2 =x +pz+_p’

1 4

]
« +pa =
Somando 4 aambos os membro da equagdo * "~ F¥ T 9 vem

gl +pr+t—p’ =q+—p

4

2

1 1
(X+5p)2 =Ep2 +q

donde

X+lp= lp2+q
2 4 @)
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e, por consequéncia,

= l 2+ —l
«|||4P' q 213'.

O outro método de Al-Khowarizmi assenta na construcéo da Figura B:

Py P

22 4

KZE

X :
2

Figura B

Entdo a area do quadrado maior é

1 ] 2 1 2 1 ]
(+_—p)” =g +pe+—p° =q+—p°, 3 _
2 4 4" porser ¥ TFETAQ

donde

e, consequentemente,

oo T, ]
4P 9 EP.
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1. Foi a partir de al-jabr que nasceu a palavra algebra e foi a partir do proprio nome Al-Khowarizmi
gue nasceu a palavra algoritmo e também a palavra algarismo.

2. N&o esquecer que 0s nUmeros negativos ainda ndo existiam.



