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Prefacio

Um dos mais importantes e frutuosos conceitos em Teoria das Categorias é o de sub-
categoria reflectiva. Por um lado, toda a subcategoria plena de uma categoria X que seja
reflectiva partilha muitas das propriedades mais significativas de X' (tais como existéncia
e construgao de limites, existéncia de colimites, etc.), por outro lado, é conhecido um
consideravel numero de boas condigoes suficientes para que haja reflectividade. Para
categorias plenas A de uma categoria X que nao sao reflectivas interessa determinar uma
subcategoria plena de X' que seja a menor de entre as que sao reflectivas e contém A,
chamada invélucro reflectivo de A. Este é o tema central da presente dissertagdo. Duas

questoes se levantam:
(1) Quando é que A tem um invélucro reflectivo?
(2) Como pode ser construido o invélucro reflectivo de A, se ele existir?

Para (2), um caminho possivel é formar o invélucro para limites de A, i.e., a menor
subcategoria plena de X fechada para limites e que contém A. Se este involucro é reflec-
tivo, ele é um invélucro reflectivo de A, mas a questao de determinar quando isto acontece
tem-se revelado muito dificil (cf., por exemplo, [4], [22], [58], [73] e [77]). Portanto, nesta
tese, optei por uma abordagem diferente baseada no conceito de ortogonalidade. Re-
cordemos que um objecto A se diz ortogonal a um morfismo f : X — Y se a aplicacao
hom(A, f) : hom(Y, A) — hom(X, A) é uma bijecgdo. Para cada subcategoria plena .4 de
uma categoria X, denotamos por A* a classe de todos os morfismos f em X ortogonais
a todos os objectos de A. E facil concluir que se A é uma subcategoria reflectiva de X,

entdo A pode ser reconstruida a partir de AL do seguinte modo: A é constituida por
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precisamente todos os objectos ortogonais a todos os morfismos em A'. Geralmente,
para uma subcategoria plena A, denotamos por O(.A) o invélucro ortogonal de A, i.e., a
subcategoria plena de todos os objectos ortogonais a todos os A -morfismos. Analoga-
mente ao que acontece para o fecho para limites, quando a subcategoria O(.A) é reflectiva,
entao ela é o invélucro reflectivo de A. Por conseguinte, o invélucro ortogonal é também
um bom candidato a ser o invélucro reflectivo. Na verdade, muitos dos invilucros reflec-
tivos de subcategorias nao reflectivas “do dia-a-dia” coincidem com o fecho para limites
e, consequentemente, coincidem também com os respectivos invélucros ortogonais (visto
que toda a subcategoria plena reflectiva é ortogonal). Contudo, o invélucro ortogonal
pode ser simultaneamente reflectivo e diferente do fecho para limites. Em [56], J. Rosicky
apresenta um exemplo de uma categoria completa e cocompleta (de facto, uma categoria
monotopoldgica sobre Set) que tem uma subcategoria plena fechada para limites que nao
é reflectiva e cujo invélucro ortogonal é reflectivo, logo o invélucro reflectivo. Por outro
lado, é de salientar que para toda a categoria topoldgica com fibras pequenas sobre Set,
o invélucro reflectivo de uma subcategoria, caso exista, coincide com o invélucro ortogo-
nal, mas nao necessariamente com o fecho para limites (de acordo com 14.11 e 14.13).
Portanto, o invélucro ortogonal pode constituir uma melhor abordagem do invélucro

reflectivo do que o fecho para limites.

Assim, o conceito de ortogonalidade terd um lugar central nesta tese. A nocao de orto-
gonalidade no sentido usado ao longo do presente estudo aparece ja na literatura dos anos
sessenta (cf. [52] e suas referéncias). Em 1972, D. Pumpliin [52] observou que esta nogao
determina uma correspondéncia de Galois que induz um “operador de invélucro” que faz
corresponder a cada subcategoria A de uma categoria X uma subcategoria - o invélucro
ortogonal de A - que é uma boa aproximacao do invélucro (mono)reflectivo de A em X
e que tem grande parte das propriedades do invélucro (mono)reflectivo, mesmo se este
nao existir. Este conceito de ortogonalidade foi clarificado por P. J. Freyd e G. M. Kelly
([22]) que apresentaram uma definicao de ortogonalidade entre um morfismo e um objecto
de uma dada categoria (como em 1.1 a seguir). Desde entdo até agora o estudo desta
nocao, bem como o da sua relacdo com o conceito de reflectividade, tem-se desenvolvido.
Nomeadamente, o chamado “Problema da Subcategoria Ortogonal”, ou seja o problema
de quando é que uma subcategoria ortogonal é reflectiva, tem merecido a atengao de
véarios matematicos (cf. [22, 72, 79]). A nossa abordagem, em contraste com a de outros

autores, parte de uma dada subcategoria plena ao invés de partir de uma dada classe de



morfismos.

Para além do “ Problema do Invélucro Reflectivo”, investigamos também a relagao
deste com outros problemas tais como, por exemplo, a existéncia e caracterizacao do
invélucro sélido de uma categoria concreta (Capitulo IV). Finalmente, a investigacao feita
sobre reflectividade e ortogonalidade conduzir-nos-a ao estudo de uma correspondente

generalizacao sobre multi-reflectividade e multiortogonalidade (Capitulos V e VI).

Sumario
Apresentamos agora uma breve descrigdo do conteudo desta dissertagao.

O capitulo 0, “Preliminares”, da conta dos conceitos bésicos existentes na literatura
que sao usados ao longo da dissertagao. Outros conceitos conhecidos, mas menos estan-

dardizados, sdo relembrados mais tarde a medida que forem sendo precisos.

No Capitulo I, “O invélucro ortogonal”, comegamos um estudo sistemético do invélucro
reflectivo de uma subcategoria plena A de uma categoria X mediante o invélucro orto-
gonal O(A). Provamos, por exemplo, que numa categoria com colimites conexos as duas
nogoes, involucro ortogonal e invélucro reflectivo, coincidem se e s6 se a classe de morfis-
mos A+ satisfaz a condicdo de conjunto solucdo (Teorema 2.10). Mostramos ainda que é
possivel estudar o invélucro ortogonal de A em qualquer subcategoria plena e reflectiva
de X que contenha A, em vez de na categoria X dada (Proposigao 2.12). Este facto serd
usado varias vezes ao longo desta dissertacao como um meio de obter descrigoes concretas
do invélucro ortogonal. Por tdltimo, fazemos algumas consideragoes sobre classes firmes
de morfismos, um conceito introduzido por G. Brimmer e E. Giuli ([12]). Uma classe
£ de morfismos diz-se firme sempre que existe alguma subcategoria plena e reflectiva tal
que &£ é precisamente a classe de todos os morfismos que um reflector R transforma em
isomorfismos, i.e.,

E ={f € Mor(X) | Rf é um isomorfismo}. O estudo do invélucro ortogonal desen-
volvido nas anteriores seccoes deste capitulo é usado para caracterizar classes firmes de

morfismos (Teorema 3.5).

O Segundo Capitulo é devotado ao estudo do operador de fecho ortogonal introduzido
pela autora em [67] e serd a principal ferramenta para a investigagdo dos invélucros

ortogonais feita neste capitulo. O objectivo da definicdo do operador de fecho ortogonal é
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obter uma caracterizagao do invélucro ortogonal como sendo precisamente a subcategoria
plena de todos os objectos fortemente fechados (Teorema 7.5) e uma caracterizagao de
AL como sendo uma classe de morfismos densos (Teorema 6.4). Aqui pressupomos que
¢é dada uma classe “adequada” M de monomorfismos como um parametro adicional a X
e A. O operador de fecho ortogonal faz corresponder a cada M-subobjecto m : X — Y
a interseccao de todos os subobjectos m, obtidos do seguinte modo: dado um morfismo
arbitrario g : X — A com A € A, formamos a soma amalgamada (¢’,m) do par (m,g)
e denotamos por m, a pré-imagem da M-parte de m segundo ¢’ (Defini¢do 5.1). Para
além do ja mencionado papel deste operador de fecho, nomeadamente, na caracterizacao
do invélucro ortogonal via fechamento (e na caracterizacio da classe A via densidade),
ele é ainda usado para obter condigoes suficientes para que o invélucro ortogonal seja
reflectivo (Teorema 8.1). Estes resultados sdo particularizados em algumas categorias
bésicas X, e.g., a categoria dos espagos topolégicos T (Exemplos 8.8). Dada uma classe
M de monomorfismos numa categoria X, a maior subclasse de M estdvel para somas
amalgamadas serd representada por PS(M). Para uma classe “adequada” M, a subclasse
PS(M) desempenha um papel importante na caracterizacao do invélucro ortogonal e na
determinacao de condigoes suficientes para que ele seja reflectivo, por intermédio do
operador de fecho ortogonal. Este facto motivou a Secgao 9 que se dedica ao estudo da
classe PS(M) em categorias “do dia-a-dia”. Em particular, caracterizamos PS(M) para
a classe M de todas as imersoes em algumas subcategorias epi-reflectivas da categoria
Top dos espagos topoldgicos e fungoes continuas (Exemplos 9.5 e Proposigao 9.9). Ao
longo do capitulo, estabelecemos algumas relagoes entre o operador de fecho ortogonal e
o ja amplamente investigado operador de fecho regular (cf. [60], [18, 19, 20], [21] e suas

referéncias), é o caso em 5.8, 7.8, 8.9, 9.7 ¢ 9.8.

O Capitulo IIT é dedicado a generalizacao do conceito de espaco sébrio para espacos a-
sébrios, onde « é um ordinal, apresentada pela autora em [68]. Recordamos que os espagos
sébrios sao importantes na topologia “livre de pontos”, porque eles sao precisamente os
espacos topolégicos que sao caracterizados pelo reticulado local dos conjuntos abertos.
Fazemos uso dos principais resultados do Capitulo II para provar que o “reticulado” das
subcategorias epi-reflectivas da categoria Topg dos espacgos topoldgicos Ty e aplicagoes
continuas contém uma classe prépria bem ordenada, formada pelas categorias dos espagos

a-sobrios, onde « é um ordinal maior do que 1. Cada categoria desta classe é o invélucro
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reflectivo em Topy do ordinal « equipado com a topologia de Alexandrov.

No Capitulo IV, “Invélucros Sélidos”, que é essencialmente baseado em [66], estuda-
mos condicoes sob as quais uma dada categoria concreta tem um invélucro sélido. Ha
uma ligacao estreita entre invélucros sélidos e invélucros reflectivos porque uma categoria
concreta é solida se e s6 se é reflectiva no seu completamento de MacNeille, ou equivalen-
temente, se e s6 se é uma subcategoria plena e reflectiva de alguma categoria topoldgica
(cf. [37] and [71]). O estudo de invélucros sélidos aqui desenvolvido continua a inves-
tigacao encetada por J. Rosicky em [56, 57|, sendo que a nossa abordagem ¢, contudo,
completamente diferente. J. Rosicky descobriu uma categoria concreta sobre Set que
nao tem invélucro sélido, apesar de ter uma extensao solida finalmente densa. Trata-se
de uma categoria muito interessante, cujas particularidades se revelam tteis em vérios
lugares da primeira parte desta tese. No Teorema 15.2, que foi inspirado por resultados
de J. Addmek, J. Rosicky e V. Trnkova ([5], [7], [57]) sobre o Principio de Vopénka, esta-
belecemos que a existéncia de invélucros sélidos para todas as categorias concretas sobre
Set com uma subcategoria pequena finalmente densa é equivalente ao Principio Fraco
de Vopénka. Isto melhora o seguinte resultado devido a J. Rosicky [57]: Assumindo o
axioma (M) da nao existéncia de uma classe prépria de cardinais mensuraveis, existe
uma categoria concreta sobre Set com uma subcategoria pequena finalmente densa que

nao tem invélucro sélido ((M) implica a negagao do Principio Fraco de Vopénka ([7])).

H4 subcategorias importantes em varios campos da Matematica cujo comportamento
se assemelha ao das reflectivas, embora nao o sendo; é o caso, por exemplo, da subcate-
goria plena dos corpos na categoria dos anéis comutativos com identidade. Tais exemplos
levaram J.Kaput [44] a introduzir a noc¢ao de subcategorias localmente reflectivas. Este
foi o ponto de partida para varias generalizacoes (e.g. [11], [17] and [74]) sob diferentes
nomes. Aqui estudamos uma dessas nogoes, a de multi-reflectidade, que foi introdu-
zida por R. Borger e W. Tholen em [11] e tem sido investigada por vérios autores (e.g.,
[17, 74, 10, 61, 8]). Em [17] Y. Diers apresenta um estudo sistemético das subcate-
gorias multi-reflectivas e fornece um grande niimero de exemplos. Uma multi-reflexao
de um objecto X da categoria X na subcategoria plena 4 é uma fonte de morfismos
com dominio X e codominio em A universal no seguinte sentido: cada morfismo com
dominio X e codominio em A se factoriza através de um unico membro da fonte e, além

disso, a factorizagdo é unica. Uma subcategoria A diz-se multi-reflectiva se todo o ob-
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jecto de X tem uma multi-reflexdo em A. (Analogamente, se pode generalizar a nocao
de colimite para multicolimite, a de categoria sélida para categoria multi-sélida, etc.)
Dedicamos os Capitulos V e VI ao estudo do invélucro multi-reflectivo de uma dada
subcategoria plena A, i.e., a menor subcategoria plena multi-reflectiva que contém A.
Estudamos também a conexao entre multi-reflectividade e propriedades tais como multi-
cocompletude e multi-solidez. Na Seccao 17 generalizamos os resultados de J. Adamek,
H. Herrlich e J. Reiterman [3] que estabelecem que a cocompletude “quase”implica com-
pletude a questao de quando é que a multicocompletude implica a existéncia de limites
conexos (Proposicao 17.3 e Teorema 17.6) e vice-versa (Proposi¢ao 17.4). O Teorema
18.4 generaliza um resultado sobre solidez de W. Tholen [71] estabelecendo que uma ca-
tegoria concreta e bem-copotenciada (A, U) sobre uma categoria-base multicocompleta é
multi-sélida se e s6 se A é multicocompleta e U é um multiadjunto direito. Este resultado
melhora o Teorema 6.3 de [74] e é o principal resultado de [69].

O conceito de um objecto ortogonal a um morfismo também se generaliza natural-
mente ao de um objecto A multiortogonal a uma fonte com dominio X: tal generalizacao
significa que cada morfismo de X para A se factoriza de forma unica através de um
tinico membro da fonte. Uma subcategoria plena A diz-se multiortogonal se consistir
precisamente em todos os objectos multiortogonais a uma dada coleccao de fontes. No
Capitulo VII, “Multi-reflectividade e multiortogonalidade”, estudamos uma generalizacao
dos resultados sobre reflectividade e ortogonalidade dos Capitulos I e II no cenério das
multi-reflectividade e multiortogonalidade. A nocao de multiortogonalidade, introduzida,
tanto quanto sei, por R. Borger [10], tem um papel central neste capitulo. Relaciona-
mos multiortogonalidade com ortogonalidade via quasicategorias de completamento para
produtos grandes e usamos esta relagao para obtermos o Teorema 20.2 e a Proposicao
20.4 que sao uma generalizacao de, respectivamente, 2.10 e 2.12.2. Finalmente, genera-
lizamos a definicao de operador de fecho ortogonal de uma maneira que se revela mais
apropriada para o estudo dos invélucros multi-reflectivos. Isto permite-nos caracteri-
zar as fontes multiortogonais a uma dada subcategoria plena em termos de densidade
(Proposicao 22.8) e dar condigoes suficientes para que o invélucro multiortogonal seja
multi-reflectivo e, além disso, caracteriza-lo em termos de fechamento (Teorema 23.4).

Observamos que existe uma diferenca do ponto de vista da Teoria de Conjuntos
entre as nogoes “multi”consideradas por Y. Diers [17] e outros autores (veja-se, por

exemplo, [6], [8] e [61]) e as que nds consideramos: As multi-reflexdes e os multicolimites
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de Y. Diers sao indexados somente por conjuntos, enquanto que ndés permitimos que eles
sejam indexados por classes préprias. Os nossos resultados mais importantes permanecem
vélidos se obrigarmos a classe indexante de cada nocao “multi”a ser precisamente um
conjunto. A ideia de considerar classes em vez de conjuntos nao é nova. Por exemplo, em
[74], W. Tholen estudou as duas nogoes de multi-reflectividade, para conjuntos e classes
em paralelo com outras generalizacoes de reflectividade. Mas o que parece ser clarificado
nos ultimos dois capitulos desta dissertacao é que, ao contrario do que poderia parecer
numa primeira impressao, em geral, nao perdemos propriedades quando consideramos
classes em vez de conjuntos, mesmo se por vezes a técnica usada nas demonstragoes para
0 caso em que consideramos apenas conjuntos nao funciona para o caso em que admitimos
classes préprias (compare-se, por exemplo, a demonstracao do Teorema 6.3 em [74] com
o nosso Teorema 18.4). Com efeito, mais importante do que obter um resultado mais
geral ao aceitar classes nas nogoes “multi”, é o facto de que estas definigoes “grandes”e
as técnicas usadas nas demonstracoes sublinham o comportamento “local” destas nogoes

e o facto de que apenas o “tamanho local” desempenha realmente um papel.
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Preliminares

Ao longo de todo o texto usaremos as letras A, B, ... X, ... para denotar as categorias.
Uma categoria é entendida no sentido de [2]; em particular, para cada dois objectos X e Y’
de uma categoria X', a familia X(X,Y") de todos os morfismos de X para Y é suposta ser
um conjunto. Caso contrario, falaremos de quase-categorias, mesmo quando a colec¢ao
de todos os objectos é um conjunto.

Todas as subcategorias serao supostas plenas e fechadas para isomorfismos, a menos
que se especifique o contrério.

Uma referéncia adequada para o ambiente basico em Teoria de Categorias é [2], cuja
terminologia usamos, em geral.

No seguimento, recordamos algumas nogoes que serao usadas ao longo do texto e que

nao se encontram em [2], pelo menos com os detalhes de que precisamos.

Dada uma subcategoria A de uma categoria X', um morfismo f : X — Y de X é
A-canceldvel se, para cada par de morfismos g, h : ¥ — A com codominio em A, a

igualdade g - f = h - f implica que g = h.

Uma classe £ de morfismos de X' é canceldvel a direita se, para quaisquer morfismos
feg, fe&sempreque f-gefegel.

Dualmente, definimos classes canceldveis a esquerda.

Uma categoria X diz-se conexa se for nao vazia e para cada par X, Y de objectos
de X existir uma familia finita X = Xg, X1, ..., X;, = Y de objectos de X tal que
X (X1, Xi) UX(X;, Xi—1) # 0, parai =1,2,...,n. Assim, cada categoria é o coproduto



de categorias conexas a que chamamos componentes conezas.

Um colimite conexo é o colimite de um diagrama conexo, ou seja, de um diagrama

D : I — X, onde I é uma categoria conexa. Dualmente, definimos limite conexo.

Seja (X;); uma familia de objects indexada por um conjunto numa categoria X. A
familia (X;); diz-se um conjunto terminal em X se para cada objecto Y de X existir um

unico i € I tal que X (Y, X;) # 0 e, além disso, existir um tinico morfismo de Y para Xj.

A familia (X;); diz-se um conjunto fracamente terminal se para cada objecto Y de
X existir algum ¢ € I tal que X (Y, X;) # 0.

Se I é singular entdo o Unico objecto da familia diz-se objecto terminal ou objecto
fracamente terminal, respectivamente.

As nocoes duais sdo conjunto inicial, conjunto fracamente inicial, objecto inicial e

objecto fracamente inicial.



Capitulo 1

O invélucro ortogonal

Pretendemos estudar o invélucro reflectivo de uma subcategoria A de uma dada ca-
tegoria X'. (Recordamos que todas as subcategorias sao consideradas plenas e fechadas
para isomorfismos.) Ou seja, estamos interessados em discutir a existéncia e caracterizar
os objectos da menor subcategoria reflectiva A de X que contém A. Uma abordagem
possivel é comecar com o fecho para limites de A (que estd sempre contido em A po-
dendo eventualmente coincidir com .4). Entendemos mais 1til trabalhar com o invélucro
ortogonal de A, i.e., a subcategoria (A1), dos objectos ortogonais a todos os morfismos
que sao ortogonais a todos os objectos de A. Esta abordagem revela-se, em certa medida,
melhor do que a do fecho para limites: Por exemplo, para uma categoria topoldgica sobre
Set com fibras pequenas, o involucro reflectivo duma subcategoria, caso exista, coincide
com o invélucro ortogonal, mas poderd nao coincidir com o fecho para limites (como
concluiremos em 14.11 e 14.13). E claro que quando o invélucro ortogonal é reflectivo,
entao é o pretendido invélucro reflectivo.

Na primeira seccao deste capitulo apresentamos defini¢oes e propriedades bésicas
sobre ortogonalidade, ilustradas com vérios exemplos.

Na Seccao 2, caracterizamos as subcategorias de categorias com colimites conexos
para as quais o involucro ortogonal é reflectivo, portanto o invélucro reflectivo. Provamos
também que se A é uma subcategoria de B e de X, e B é uma subcategoria reflectiva de
X, entdo o invélucro ortogonal de A em B coincide com o invélucro ortogonal de A em
X. Isto permite-nos obter resultados importantes, tais como, por exemplo, que se A é

uma subcategoria de uma categoria X que é (£,IM) e tem colimites conexos e tal que o

3



4 CAPITULO I. O INVOLUCRO ORTOGONAL

invélucro E-reflectivo de A em X é bem-copotenciado, entdo o invélucro ortogonal de A
em X é um invélucro reflectivo.

A nogao de firmeza para classes de morfismos foi introduzida em [13] e [12] como uma
abordagem a um conceito categorial de completamento de objectos. Na tltima secgao
deste capitulo relacionamos esta nogao com a de ortogonalidade e caracterizamos classes

firmes em categorias com colimites conexos.

Ao longo de todo o texto, trabalhamos numa dada categoria designada por X.

1 Ortogonalidade

Definigoes 1.1 Dados um morfismo f: X — Y e um objecto Z em X dizemos que eles
sao ortogonais um ao outro, e escrevemos f | A, se para cada morfismo g : X — Z

existe um tinico morfismo ¢’ : Y — Z tal que o triangulo

é comutativo.

Para cada subcategoria A de X, designamos por Al a classe de todos os morfismos
de X que s@o ortogonais a A, isto é, todos os morfismos f tais que f L A para todo
A € Obj(A).

Dada uma classe £ de morfismos, £, denota a subcategoria de todos os objectos que

sao ortogonais a &, i.e., todos os objectos tais que f 1 X para todo f € &.

Uma subcategoria B de X diz-se ortogonal se B = £, para alguma classe £ de mor-

fismos.

Escreveremos A% e £ » todas as vezes em que haja possibilidade de ambiguidade

sobre a categoria X em questao.

Seja A uma subcategoria da categoria X'. Uma reflexdo de um objecto X de X em

s ~ , T .
A, também chamada A-reflexdo de X, é um morfismo X — A com codominio em A e
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tal que

(0) todo o morfismo com dominio X e codominio em A é factorizado de maneira tnica

por 7.

A condigao (o) significa que o morfismo r é ortogonal a 4. Portanto, uma A-reflexao é

um morfismo de A+ com codominio em A.

As Proposicoes 1.2 e 1.4 seguintes dao conta de algumas propriedades sobre ortogo-

nalidade que podem ser encontradas em [22], [72] e [58].

Proposigao 1.2

1. O par de aplicacdes ((—)1, (=) ) estabelece uma conexdo (contravariante) de Ga-
lois entre o aglomerado de todas as classes de morfismos de X e o aglomerado de
todas as subcategorias de X, ambos ordenados por inclusao. Isto €, se A e B sdo

subcategorias de X e £ e F sdo classes de morfismos em X, entdo:
e ACB= A+ DBt
e ECF=& DF,
e ACE = ¢EcCcAt
2. Para toda a subcategoria A e para as asser¢oes sequintes
(a) A € reflectiva,
(b) A é ortogonal,
(c) A € fechada para limites,
verifica-se que (a) = (b) = (¢).
3. Para toda a familia (&) de classes de morfismos,

Nier(&)r = (Uier &)1 0

Por 1.2.1, concluimos que, dada uma subcategoria A de X, a subcategoria (A+), é

a menor subcategoria ortogonal de X que contém A.

Definigdo 1.3 Para toda a subcategoria A de X, a subcategoria (A+) | diz-se o invélucro

ortogonal de A em X e denota-la-emos por O(A).
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Como é evidente a & definicdo da classe AT obriga todos os seus morfismos a se-
rem A-canceldveis. Na proposicao seguinte apresentamos uma lista de algumas outras

propriedades tteis de A*L.
Proposicao 1.4 Para cada subcategoria A de X, verificam-se as sequintes condi¢des:

1. At contém todos os isomorfismos e é fechada para a composicdo

2. Se f-ge At e g é A-canceldvel, entio f € AL. Por consequinte, A+ é canceldvel

a direita.
3. AL ¢ canceldvel & esquerda.

4. AL € estdvel para somas amalgamadas, i.e., se o diagrama

¢ uma soma amalgamada e f € A+, entdo f € AL.

5. AL € estdvel para somas amalgamadas mailtiplas, i.e., se os diagramas
i

ei
X — X
DA
E

representam uma soma amalgamada miltipla e e; € AL para todo o i € I, entdo

ee AL 0

,1el,

Exemplos 1.5 Nos exemplos seguintes, para cada subcategoria A de uma categoria X,

descrevemos a classe A" e a subcategoria O(A) correspondentes.

1. (cf. [13] e [34]) Seja Topo a categoria dos espagos topoldgicos Tj e aplicagoes

continuas.
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e Um morfismo f : X — Y em Topg diz-se b-denso se cada y € Y obedece a

condigao
(b) para cada conjunto aberto Hem Y, se y € H, entdo {y} NHNX # 0,
ou, equivalentemente, a condigcao

(b') para todos os conjuntos abertos H e H em Y taisque HNX = H' N X,
temos que y € H se e sésey € H'.

e Um espaco topoldgico X diz-se sdbrio se todo o subconjunto nao vazio fechado
irredutivel de X (i.e., um subconjunto fechado que nao pode ser expresso como

a reuniao de dois subconjuntos fechados préprios) é o fecho de um tinico ponto.

Seja A a subcategoria de Topg cujos objectos sdo os espagos de Sierpiniski. Entéo
o invélucro ortogonal de A é a subcategoria Sob de todos os espagos sébrios, ji
que Sob é simultaneamente o fecho para limites e o invélucro reflectivo de A em
Topo (veja-se [63] e [50]). Por outro lado, A+ é a classe de todos as imersdes b-
densas. Na verdade, Topg é o invélucro epi-reflectivo do espago de Sierpinski S =
({0,1},{0,{1},{0,1}}) em Top e Top é uma categoria (Epi, MonoFontelnicial);
logo, atendendo a 2.17.3 (a frente), segue-se que todo o morfismo de Topy orto-
gonal a S tem de ser uma imersao e um epimorfismo em Topg. Entao, como os
epimorfismos de Topy sao exactamente os morfismos b-densos, conforme provado
por S. Baron em [9], todos os morfismos de A' sdo imersdes b-densas. Reciproca-
mente, seja X — Y uma imersao b-densa em Topg e seja X i) S uma aplicacao
continua. Escolhamos em Y um subconjunto aberto H tal que X N H = f~1({1}).

Entéo a aplicacdo continua f : Y — S, definida por

1 if yeH
0 if y&H

é tal que f-m = f. Ademais, como cada y € Y satisfaz a condicao (b'), segue-se
que f é tnica.
Os seguintes exemplos 2. e 3. tiram-se imediatamente de 3.8 em [12].

2. Seja Tych a categoria dos espacos de Tychonoff e aplicagdes continuas e seja A a

subcategoria de Tych cujos objectos sdo todos os espacos homeomorfos ao intervalo
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unitério fechado I = [0, 1] com a topologia euclidiana. Uma imersao X —= Y
diz-se uma C*-imersdo se toda a funcao continua X L I pode ser estendida a
uma fungao continua Y 14 1. Recordemos que dois subconjuntos Z e W de um
espago topoldgico X sao completamente separados se existir uma fungdo continua
g: X — Ital que g(Z) =0 e g(W) = 1. Recordemos também que uma imersao
X ™ Y é uma C*-imersdo se e sé se quaisquer dois conjuntos completamente

separados em X sao completamente separados em Y (cf. [78]).

Neste caso, A* é a classe de todas as C*-imersoes densas e O(A) é a subcategoria

HComp dos espacos compactos de Hausdorff.

. Para X=Tych e A a subcategoria de todos os espagos homeomorfos & linha real
R, temos que Al é constituida por todas as C-imersdes densas (i.e., imersodes
densas que estendem todas as fungaos continuas com codominio R) e O(A) é a

subcategoria RComp de todos os espagos real-compactos.

. Seja HUnif a categoria dos espacgos uniformes de Hausdorff e das fungoes unifor-
memente continuas e seja A a subcategoria dos espacos uniformes, de Hausdorff e
completos. Entao A é ortogonal, visto ser reflectiva; por outro lado, como HUni f
é o invélucro epi-reflectivo de A, o resultado 2.17.3 (a frente) permite-nos concluir
que todos os morfismos em A sdo simultaneanente epimorfismos e imerses. Con-
sequentemente, como em HUnif os epimorfismos sao justamente as funcoes uni-
formemente continuas densas (veja-se [51] ou [34]) e toda a imersao estende toda a
funcao uniformemente continua com codominio num espaco uniforme, de Hausdorff
e completo (veja-se, por exemplo, [78]), segue-se que a classe AL é precisamente a

classe de todas as imersoes densas.

. Seja X a categoria Met de todos os espacos métricos e aplicagbes nao-expansivas.
Seja A a subcategoria cujos objectos sdo os espagos métricos completos. Entéo,
usando um argumento idéntico ao usado no exemplo 4., concluimos que A" consiste

em todas as imersoes densas e O(A) é exactamente A (veja-se também [34]).

. Similarmente, se considerarmos a categoria Norm dos espagos normados nao vazios
e aplicacOes nao-expansivas, e a sua subcategoria Ban dos espagos de Banach, entao

temos que Ban™ é a classe de todas as imersdes densas e O(Ban)=Ban.



2. INVOLUCROS ORTOGONAIS E INVOLUCROS REFLECTIVOS 9

7. Seja X uma subcategoria de Top e seja A uma subcategoria de X que contém
o espago indiscreto com dois pontos {0,1}. Além disso, suponhamos que A é
inicialmente densa em X, ou seja, para cada espaco X em X existe uma fonte
(X L A;); com codominio em A que é inicial, i.e., para todo o espago Y em X
uma funcao Y Y5 X é continua se e s6 se todas as fungoes f; - g sdo continuas.
Vamos mostrar que A+ contém sé isomorfismos e, consequentemente, O(A) = X.
De facto, seja X i) Y um morfismo pertencente a AL. Entdo f é uma bijeccao:
um-a um porque toda a aplicacdo g de X para {0,1} é factorizada por meio de
f, e sobrejectiva porque essa factorizagao é unica para cada g. Por outro lado,
o facto de A ser inicialmente densa em X implica que o morfismo X i> Y seja
inicial. Com efeito, seja Z um objecto de X" e seja Z 5 X uma aplicacao entre
os conjuntos subjacentes a Z e X tal que f - ¢ é continua. Seja (X LN A;)r uma
fontfz inicial com codominio em A e , para cada ¢ € I, consideremos um morfismo
Y L A; tal que f, - f = f;. Entdo f;-g = f, - f-g é continua para todo o i € I
e, portanto, g é continua. Assim, como toda a bijec¢ado inicial é um isomorfismo,

concluimos que todo o morfismo em A+ é um isomorfismo.
Damos a seguir dois exemplos onde as categorias X e A satisfazem estas condigoes:
(a) X éa categoria FinGen dos espagos topolégicos finitamente gerados e aplicagoes
continuas e A é a subcategoria dos espagos topolégicos finitos.
(b) X é a categoria CompGen dos espagos topoldgicos compactamente gerados e
aplicacdes continuas e A é a subcategoria dos espacos topoldgicos compactos.
8. Seja TfAb a categoria dos grupos sem torsdo e homomorfismos de grupos.

Um morfismo f: A — B em TfAb diz-se T-denso se o grupo quociente B/f(A) é
um grupo de torsdo. Seja A a subcategoria de T fAb cujos objectos sdo os grupos

abelianos sem torsao e divisiveis. Entao AL é constituida por todos os monomor-

fismos T-densos e O(A)=A (cf. [12]).

2 Invdlucros ortogonais e involucros reflectivos

Definicao 2.1 Seja A uma subcategoria de X'. Uma subcategoria reflectiva B de X

diz-se um invdlucro reflectivo de A em X se contiver A e estiver contida em toda a
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subcategoria reflectiva que contenha A.
Se £ é uma classe de morfismos de X, B diz-se um invdlucro £-reflectivo de A se for

E-reflectiva, contiver A e estiver contida em toda a subcategoria E-reflectiva que contenha

A.

Acerca do estudo de subcategorias reflectivas, invélucros reflectivos e o probl-
ema associado a estes da reflectividade da interseccao de subcategorias reflectivas, reme-

temos o leitor para o artigo [73] e referéncias afindicadas.

Atendendo a 1.2, o invélucro ortogonal é um bom candidato para ser o invélucro
reflectivo. De facto, em todos os exemplos de 1.5 O(A) é o invélucro reflectivo de A. No
entanto, isto nem sempre acontece. A seguir apresentamos um exemplo simples de uma

subcategoria que tem um invélucro reflectivo diferente do seu invélucro ortogonal.

Exemplo 2.2 Seja X o seguinte conjunto parcialmente ordenado

a b

"

[

considerado como uma categoria. Se A é a subcategoria de X que tem a como tnico
objecto, é facil verificar que X é o invélucro reflectivo de A mas o invélucro ortogonal de

A é a prépria subcategoria A.

13

Pode argumentar-se que a categoria X do Exemplo 2.2 ndo é uma categoria “in-
teressante”; por exemplo, ela nao é nem completa nem cocompleta. Contudo, mesmo
categorias muito “razoaveis”podem ter subcategorias tais que nem o fecho para limites
nem o invélucro ortogonal sao reflectivos e, mais, nem sequer tém um invélucro reflectivo.
Realmente, V. Trnkova, J. Addmek e J. Rosicky provaram em [77] que a categoria Top dos
espacos topoldgicos e aplicagoes continuas tem uma subcategoria que nao tem invélucro
reflectivo, apesar de ser uma subcategoria ortogonal. Um outro exemplo importante é o

seguinte:

Exemplo 2.3 ([4]) Seja BiTop a categoria dos espagos bitopoldgicos e aplicagoes bi-
continuas: os objectos sao ternos (X, 7,v) onde X é um conjunto e 7 e v sao topologias

em X; um morfismo f : (X, 7,v) — (X', 7/,0") é uma aplicagdo de X para X' que é



2. INVOLUCROS ORTOGONAIS E INVOLUCROS REFLECTIVOS 11

continua relativamente as primeiras e as segundas topologias. A subcategoria BiCom de
todos os espagos bi-topolégicos compactos de Hausdorff para ambas as topologias é a
intersecgao de duas subcategorias reflectivas: a subcategoria dos espagos bitopoldgicos
compactos de Hausdorff para a primeira topologia e a subcategoria dos espacos bito-
polégicos compactos de Hausdorff para a segunda topologia. Apesar disso, BiCom nao é

reflectiva e, consequentemente, nao tem invélucro reflectivo.

Observagao 2.4 Para virias categorias, a existéncia de involucro reflectivo para uma
subcategoria A forga esse invélucro a ser precisamente o invélucro ortogonal de A:

Seja X uma categoria tal que, para cada morfismo f, a subcategoria { f} é reflectiva.
Isto acontece, por exemplo, para todas as categorias localmente apresentaveis e também
para a categoria Top dos espagos topoldgicos (veja-se [22] e [77]). Entao, por 1.2, o
invélucro reflectivo de cada subcategoria A de X, caso exista, coincide com o invélucro
ortogonal de A. De facto, no que respeita a Top, este é um caso particular de um
resultado mais geral provado mais adiante, em 14.11.

Varios resultados envolvendo condicoes sob as quais uma subcategoria ortogonal da

forma {f} | é reflectiva sdo dados em [22] e [72] (veja-se também [58]).

Considerando 1.2.2, torna-se evidente que, se o fecho para limites é reflectivo, entao
coincide com o invélucro ortogonal. Mas podemos ter O(A) reflectiva sem, no entanto,
coincidir com o fecho para limites de A. Foi J. Rosicky que descobriu um exemplo de uma
categoria X com propriedades muito boas e, ainda assim, possuindo uma subcategoria
A fechada para limites que tem O(A) como invélucro reflectivo, mas tal que A # O(A).

Este é o exemplo que descrevemos a seguir.
Exemplo 2.5 ([56]) Seja X’ a categoria definida do seguinte modo
e objectos: pares (X, z) onde X é um conjunto e x é ou a aplicacao vazia
05X
ou uma aplicacao da classe de todos os ordinais em X
Ord 5 X

tal que se z(i) = x(k) para algum par (i, k) com i < k entao j > i = z(j) = x(i);
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e morfismos: f : (X,z) — (Y,y) onde f : X — Y é uma aplicacdo tal que y tem

dominio Ord, se x o tiver, e

F(2(0)) = y(i), i € Ord.
A categoria X

e tem fibras pequenas, i.e. para todo o conjunto X, os pares (X, z) que sdo objectos

de X formam um conjunto, ndo uma classe propria;

e ¢é monotopoldgica, i.e. se (X LN X;); é uma monofonte em Set e (X;,x;) é, para
cada i € I, um objecto de X, entao existe um unico x tal que ((X,x) LN (Xi, @)1

é uma fonte inicial.

Pelo facto de ter fibras pequenas e ser monotopoldgica sobre Set, X é completa, cocom-
pleta, bem-potenciada e uma categoria (Epi, MonoFontelnicial) (veja-se, por exemplo,
[2])-

Seja A a subcategoria de X' de todos os objectos (X, z) de X tal que o dominio de x
nao é o conjunto vazio.

Definamos, para cada X-objecto (X, z),

_J 0 sex ¢ aaplicacao vazia
== min{k € Ord|j > k = x(j) = z(k)} no caso contrario.

E 6bvio que, para cada morfismo f : (X,2) — (Y,y) com ||lz]| # 0, se verifica a
desigualdade ||z|| > ||y||, doutro modo f nao seria um morfismo de X.

Seja agora f : (X,z) — (Y,y) um morfismo em AL. Vé-se facilmente que, por um
lado, como f é A-cancelavel, a aplicagao obtida de f : X — Y pela restrigao e co-restrigao
a X\Im(x) e Y\Im(y) tem de ser uma bijecgao e, por outro lado, como todo o morfismo
com dominio (X, x) e codominio em A se factoriza através de f, tem de ser |z| < [ly||.
Consequentemente, a classe A+ é exactamente a classe de todos os isomorfismos de X.

Portanto O(.A) é toda a categoria X que é assim o invélucro reflectivo de A. Mas
é diferente do fecho para limites de A, que é o préprio A, ja que esta subcategoria é

fechada para limites.
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Dado um objecto X de X e uma subcategoria A de X', designemos por
X/A*

a categoria cujos objectos sdo todos os morfismos de X ortogonais a A e com dominio X

e cujos morfismos sao da forma

onde s : Y — Y’ é um morfismo de X e s- f = f'. Atendendo a que, por 1.2.1,
[O(A)]+ = AL, é imediato que se O(A) é reflectiva entdo para cada objecto X de X, a
reflexdo de X para O(A) é um objecto terminal da categoria X/A™*.

Assim, é natural indagar sobre a reciproca. Na realidade, a existéncia de um objecto
terminal na categoria X /A" para cada X € Obj(X) ndo garante a reflectividade de O(A).
Tlustrativas desta afirmacao sdo as categorias X e A do Exemplo 2.2, como facilmente se
conclui.

Vamos agora mostrar que, sob condicoes adequadas, se verifica a reciproca. Para tal,
em vez de considerarmos o invélucro ortogonal de uma dada categoria, ocupar-nos-emos
primeiro duma subcategoria ortogonal £, para uma dada classe £ de morfismos.

Para cada classe £ de morfismos, a notagdo X/E tem o mesmo significado que atras,
ou seja, designa a subcategoria da categoria X | X cujos objectos sao os morfismos de £.
Vamos determinar condigoes para que a existéncia de um objecto terminal de X /& para
cada objecto X de X implique a reflectividade de £,. Assim, obteremos uma resposta

para o chamado Problema da Subcategoria Ortogonal ([22, 72, 79]).

Definigoes 2.6 Para uma classe £ de morfismos na categoria X', consideramos as se-

guintes condigoes:

Condigao do Coigualizador. Se ¢ : C' — D é o coigualizador de uma familia de morfismos
(fi : B — C) tal que, existem e € £ e h com f; - e = h para todo ¢ € I, entao
cel.

Condicao do Quadrado. Dados morfismos f e g com o mesmo dominio e f € &, existem

morfismos f' e g'taisque f'€efeqg - f=f-g.
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Condi¢ao da Pseudo-reflectividade. Para cada objecto X de X, a categoria X/E tem
um objecto fracamente terminal. (Este objecto fracamente terminal diz-se uma

E-pseudo-reflexio de X.)

Lema 2.7 Para toda a subcategoria A de uma categoria X, a classe AL satisfaz:
1. a condi¢ao do coigualizador;
2. a condi¢ao do quadrado, sempre que X tem somas amalgamadas;

3. as condi¢cdes do quadrado e da pseudo-reflectividade, quando A € reflectiva em X.

Demonstragao.

1. Suponhamos que e € AL, (f; : B — C); é uma familia de morfismos tais que
fi-e=hparatodoi € I, e c: C — D é um coigualizador de (f; : B — C)j.
Seg: C — A é um morfismo com codominio em A entdo, para todos i,j € I,
g-fire=g-fj-ee, comoec AL, isto implica que g - f; = g - fj- Por conseguinte,

existe um tinico morfismo ¢’ tal que ¢’ - ¢ = g.
2. Sai imediatamente de 1.4.4.

3. Se A é reflectiva em X, dados morfismos X i> YeX L Z, com f € A,
seja £ —4 RZ uma reflexao de Z em A; entdo, como RZ € A, existe um tnico

morfismo g: Y — RZ tal que § - f = rz - ¢; além disso, rz € A*L.

E 6bvio que A+ obedece & condicao da pseudoreflectividade. O

Observagao 2.8 As trés condigoes acima sao independentes, no sentido de que ne-

nhuma delas é implicada pelas outras. De facto:

As condigoes do coigualizador e do quadrado nao implicam a da pseudoreflectividade:
Se X é uma categoria cocompleta e A é uma subcategoria de X’ entdao £ = A* sa-
tisfaz claramente as condi¢Ges do coigualizador e do quadrado. Mas, se o invélucro
ortogonal de A nao for reflectivo, entdo A nao satisfaz a condicio da pseudore-
flectividade, conforme se pode concluir de 2.10 a frente. Isto é o que acontece se X

e A forem, por exemplo, as categorias do Exemplo 2.3.
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As condigoes do coigualizador e da pseudoreflectividade nao implicam a do quadrado:
Sejam X e A como no Exemplo 2.2. Entao A+ preenche trivialmente a condicio do
coigualizador visto que todos os coigualizadores multiplos em X s&o isomorfismos.
Por outro lado, as categorias a/AJ— e b/AJ— consistem precisamente em 1, e 1,
respectivamente, pelo que tém um objecto terminal. A categoria ¢/A~+ é constituida
pela identidade 1. e pelo morfismo ¢ — a; este ultimo morfismo é claramente um
objecto terminal de ¢/A*. Consequentemente, A' também satisfaz a condicao
da pseudoreflectividade. Mas falha quanto & condicao do quadrado, visto que o

diagrama

nao se pode “completar”.

As condigoes do quadrado e da pseudoreflectividade nao implicam a do coigualizador:
Seja X = Set e seja £ a classe de todas as funcoes injectivas. Claramente £ nao
satisfaz a condicao do coigualizador mas satisfaz a condicdo do quadrado e, para

cada conjunto X, a funcao identidade é uma £-pseudoreflexao de X.

Proposigao 2.9 Seja X uma categoria com coigualizadores maltiplos. Se uma classe €
de morfismos de X € fechada para a composicdo e satisfaz as condi¢des do coigua-

lizador, do quadrado e da pseudoreflectividade, entao £, ¢ E-reflectiva em X.

Demonstracao. Dado X € X, seja d : X — Y uma E-pseudoreflexdo de X. Se
c¢:Y — C é um coigualizador da familia (h;); de todos os morfismos h; : Y — Y que
preenchem a igualdade h; - d = d, entao, pela condicao do coigualizador e pelo facto de
& ser fechado para a composi¢dao, o morfismo e = ¢ - d pertence a £. Mostramos agora
que e : X — C é um objecto terminal de X/€. Se f é um morfismo de £ com dominio
X, entao existe algum morfismo ¢ tal que t- f = e. Se outro morfismo ¢’ também satisfaz
t'- f =e, seja g = coig(t,t’). Pela condi¢ao do coigualizador e pelo facto de £ ser fechado

para a composicao, g - e € £. Entao existe um morfismo n tal que n-g-e=4d, i.e.,

n-g-c-d=d.
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Logo, n - g-c = h; para algum ¢ e portanto, a igualdade c-n - g - ¢ = ¢ verifica-se, o que

implica que

c-n-g=1.

Consequentemente, g é um isomorfismo e entao ¢ e ' sao iguais.

Para concluir que e : X — C é um morfismo universal de X para £, resta mostrar
que C pertence a £ . Dados morfismos f e g com o mesmo dominio e tais que f € £ e o
codominio de g é C, a condigao do quadrado garante a existéncia de morfismos f' € £ e
g tais que ¢’ - f = - g. Como & é fechado para a composigao, f’ - e pertence a £. Pelo
facto de e : X — C ser terminal, existe um morfismo ¢ tal que ¢- f' - e = e e, de novo por
e ser terminal em X /&, o morfismo ¢ - f* é a identidade 1¢. Entao, para r =t - ¢, temos

que
r-f=t-g-f=t-fl-g=g9.

Para provar a unicidade, seja 1’ - f = r - f e seja ¢ um coigualizador de (r,7’). Entéo,
pela condicao do coigualizador, ¢ € £ e, como &£ é fechada para a composicao, q - e
pertence a £ e, portanto, existe algum morfismo p tal que p-g-e =e. Assimp-q =1 e,

consequentemente, r = r’. d

Estamos agora em condigoes de dar uma resposta a questao, posta na introducao,

sobre a reflectividade do involucro ortogonal de uma subcategoria.

Dizemos que uma classe £ de morfismos de X satisfaz a condi¢cao do conjunto solugdo

se, para cada X € Obj(X), a categoria X/E tem um conjunto fracamente terminal.

Teorema 2.10 Se X tem colimites conexos entdo o invélucro ortogonal de uma subca-
tegoria A € um invdlucro reflectivo de A em X se e s6 se AL satisfaz a condi¢io do

conjunto solucdo.

Demonstragao. Se O(A) é reflectiva, entdo é claro que Al satisfaz a condicio do
conjunto solugdo. Reciprocamente, para X € Obj(X'), suponhamos que (f; : X — A;)r
é um conjunto fracamente terminal da categoria X/A*. Entdo, a soma amalgamada
miltipla f : X — C de (f; : X — A;); é uma A'-pseudo-reflexio de X. Por 1.4.1,

AL é fechada para a composicao e, por 2.7, satisfaz as condicdes do coequalizador e do
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quadrado. Logo, por 2.9, O(A) é um invélucro reflectivo de A em X. O

Podemos ter subcategorias A e B de X’ tais que A estd contida em B mas o invélucro
ortogonal de A em X é diferente do invélucro ortogonal de A em B, mesmo quando B é

ortogonal em X, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 2.11 Seja X o conjunto parcialmente ordenado

e sejam A e B as subcategorias cujo conjunto de objectos é {a} e {a, b}, respectivamente.
E fécil verificar que B é ortogonal em X. Contudo, o invélucro ortogonal de 4 em X é

diferente do invélucro ortogonal de A em B, sendo o primeiro A e o segundo B.

Pelo contrério, quando B é reflectiva em X', entao a igualdade verifica-se, como vamos

provar de seguida.

Proposicao 2.12 Se B ¢ uma subcategoria reflectiva de X e A é uma subcategoria de

B, entdo:
1. Para R: X — B um reflector,

At* = {f € Mor(X) | Rf € A*5}.
2. O invdlucro ortogonal de A em B coincide com o invdlucro ortogonal de A em X.

Demonstracgao.

1. Dado um morfismo f: X - Y de A, sejamrx : X - RX ery : Y — RY reflexoes

de X e Y em B, respectivamente; entao

Rf-T‘X:T‘y-f.
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Por um lado, se f € A+~ entdo pelo facto de ryx, ry € A+* e ALx ser fechada

para a composigao e canceldvel a direita (veja-se 1.4) concluimos que Rf pertence

a At¥ e, como A8 = AL¥ | Mor(B), Rf pertence a AL5.

Por outro lado, se Rf pertence a A5, entdo também pertence a A+* e visto que
Atx ¢ fechada para a composicao e canceldvel & esquerda (por 1.4), segue-se que

feAtx.

. Como B é reflectiva em X, por 1.2 obtemos que

(AMY) 1, C (A, = B; (L1)
atendendo a que A+8 C A+* ¢ usando 1.2.1, concluimos que
(AT%) 1 C(ATE) ;5 (1.2)
e portanto, as inclusoes 1.1 e 1.2 implicam que

(AT¥) 1, C (AMF) L

Para provar a inclusdo contréria, seja B € (A*5),,. Queremos mostrar que B
pertence a (A%)) ., ie., que B é ortogonal a todo o morfismo de A+%. Seja
X i> Y um morfismo de A%, seja h um morfismo de X para B e seja b’ : RX —
B o morfismo que satisfaz ' -rx = h. Por 1., Rf € A8 e, entdo, existe um tinico

morfismo h* : RY — B tal que h*- Rf = 1/.

f
X Y
¢ Ty
Rf
h RX RY
hl
h*
Y

Entao, para g = h* - ry é vélida a igualdade g - f = h; além disso, g é nico: se
g 1Y — B é outro morfismo tal que ¢’- f = h, seja g* : RY — B tal que g*-ry = g.

Entao

g -Rf-rx=9"ry-f=g-f=h=h"-ry-f=h"-Rf -rx;
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isto implica que ¢* - Rf = h* - Rf e, como Rf € A8, vem que g* = h* e,

consequentemente, g = h. d

Usando 2.12 e 2.10, obtemos o seguinte

s

Coroldrio 2.13 Se X tem colimites conexos, entao o invélucro ortogonal O(A) é um
invdlucro reflectivo de A em X se e so se existe uma subcategoria reflectiva B de X
contendo A e tal que a classe de todos os morfismos de B ortogonais a A satisfaz a

condicdo do conjunto solucao. O

Seja X uma categoria (£,M) e seja A uma subcategoria de X. Entao o invélucro
E-reflectivo de A em X existe e é constituido por todos os objectos X de X tais que a

fonte X'(X,.A) pertence a M (cf. [2]).

Notagao 2.14 Se X é uma categoria (£,M) e A é uma subcategoria de X, entao desig-

namos o involucro E-reflectivo de A em X por M(A) .

A seguir, mostramos que a classe A tem boas propriedades quando considerada em

M(A).

Notagao 2.15 Daqui em diante, quando X for uma categoria (£,IM), M designa a
intersecgao M N Mor(X).

Definicao 2.16 Dada uma subcategoria A de X, um morfismo X i> Y de X diz-se

injectivo relativamente a A, ou A-injectivo se, para todo A € Obj(A), a aplicagao
X(f,A): X(YV,A) — X(X,A)

for sobrejectiva, ou seja, se todo o morfismo com dominio X e codominio em A for
factorizavel por meio de f (ndo necessariamente de maneira tnica).

Denotamos por Inj(.A) a classe de todos os morfismos de X' que sao A-injectivos.

Lema 2.17 Seja categoria X uma (£,M) com M C MonoFonte(X) e seja A uma
subcategoria de X tal que M(A) = X. Entao:

1. Um morfismo de X é A-canceldvel se e sé se for um epimorfismo;
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2. At = Inj(A) N Epi(X);
3. At C Epi(X)N M.
Demonstragao.

1. Se f: X — Y é um morfismo canceldvel relativamente a A e a,b : Y — Z sao
morfismos tais que a- f = b- f, entdo para todo g € X(Z, A) g-a-f=g-b- f, pelo

que g-a = g-b. Como X(Z, A) é uma monofonte, concluimos que a = b.

2. E ébvio por 1., visto que um morfismo é ortogonal a A se e s6 se for injectivo e

canceldvel relativamente a A.

3. Devido a 2., basta mostrar que Inj(A) C M.
Seja (f : X = Y) € Inj(A) e seja m - e uma factorizacao (£, M) de f. Seja (fi)r
uma fonte de IM com dominio X e codominio em A. Para cada i € I, existe algum

f! tal que f!- f = f;. Entao temos que

Visto que (fi;)1 € M e e € &, existe um morfismo d tal que d-e = 1x. Como

pertence a £, o morfismo e é um isomorfismo e, portanto, f € M. a

Usando agora 2.17 e 2.13, obtemos o seguinte

Corolario 2.18 Seja X uma categoria (E, M) com colimites conexos, onde M C MonoFonte(X).
Seja A uma subcategoria de X tal que M(A) é bem-copotenciada. Entao o invdlucro or-

togonal de A ¢é reflectivo e, por consequinte, é um invélucro reflectivo de A em X.

Demonstragao. Sob as hipdteses dadas, M(.A) tem colimites conexos e, por outro
lado, a boa-copotenciacao de IM(A) e o Lema 2.17 garantem que, em M(A), a classe
A satisfaz a condigdo do conjunto solugdao. Portanto conclui-se de 2.13 que O(A) é

reflectiva. O

Vem a propésito recordar aqui o seguinte resultado devido a R.-E. Hoffmann [33]:
Se X é completa, bem-potenciada e bem-copotenciada e A é uma subcategoria de X
cujo invollucro epi-reflectivo em X é bem-copotenciado, entdo o fecho para limites de A

em X é um involucro reflectivo.
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Esta assercao mantém-se véalida se “ter colimites conexos”substituir “ser completa e
bem-potenciada’e “invélucro ortogonal”substituir “fecho para limites”, como mostra o

corolario seguinte.

Corolario 2.19 Se X tem colimites conexos e € bem-copotenciada ¢ A € uma subca-
tegoria de X cujo involucro epi-reflectivo em X € bem-copotenciado, entdo o invélucro

ortogonal de A em X é um invélucro reflectivo.

Demonstracao. E uma consequéncia de 2.18 e do facto de toda a categoria X com
colimites conexos e bem-copotenciada ser uma categoria (Epi, MonoFonteEztr(X))

(veja-se, por exemplo, 6.5 e 7.3 de [71] e 15.8 de [2]). O

Fazemos notar que a maioria das categorias X dos Exemplos 1.5 tém colimites conexos
e sao bem-copotenciadas. Portanto, nestes casos, toda a subcategoria A tal que M(A) =
X tem o invélucro ortogonal como um invélucro reflectivo.

Contudo, pelo Lema 2.17 é evidente que no Corolario 2.18, em vez da boa-copotenciacao,
podemos impoér apenas a boa-copotenciagao relativamente a classe dos morfismos orto-
gonais a A. E, de facto, a boa-copotenciacao e a boa-copotenciacio relativamente a A+

podem ser diferentes, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 2.20 Sejam X e A as categorias consideradas no Exemplo 2.5. Entao o
invélucro E-reflectivo de A é o préprio X.

A categoria X é bem-copotenciada relativamente a A+ visto que, como vimos, A+ =
Iso(X).

Mas X nao é bem-copotenciada; na verdade, nem sequer é bem-copotenciada relati-
vamente a Epi(X) N M:

Seja X um conjunto e seja x a aplicacao vazia () — X. Para cada ordinal 7, conside-

remos o objecto (Y;,y;) de X onde
V,=XU{jeOrd|j<i}
e y; : Ord — Y; é definido por

. josej<i
vii) =9 " .
2 caso contrario.
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Seja f; : X =Y ainclusdo de X em Y].
Entao os morfismos

fi: (X, 2) — (Yi,vyi), i € Ord

formam uma classe de imersoes epimorficas nao isomorfas duas a duas.

3 Classes firmes de morfismos

Em [12], que é de certo modo um refinamento das ideias introduzidas em [13], G.
Brummer e E. Giuli apresentaram o conceito de classes firmes de morfismos como uma
abordagem do conceito de completamentos de objectos no quadro da teoria das categorias.

Seja € uma classe de morfismos na categoria X fechada para a composicao e para a
composi¢do com isomorfismos de ambos os lados. A classe £ diz-se subfirme se existir

uma subcategoria A E-reflectiva em X e tal que
EC{feMor(X): Rf € Iso(X)},
onde R : X — A é um reflector. Se, além disso,
E={f€ Mor(X):Rf € Iso(X)} (1.3)

entao dizemos que & é firme.

A correspondente subcategoria A diz-se subfirmemente (respectivamente, firmemente)
E-reflectiva em X

Para uma classe £ de X' que seja subfirme, o satisfazer da igualdade (I1.3) é equivalente
& seguinte afirmacao: todo o morfismo em £ com codominio em A é uma reflexao.
Isto traduz o comportamento dos completamentos no ambiente categorial (supondo que,
adicionalmente, £ é uma classe de monomorfismos).

Um exemplo classico é o completamento de um espaco métrico: cada espago métrico
X admite uma reflexdo rx : X — RX na subcategoria A dos espagos métricos completos
sendo rx uma imersao densa; além disso, se f : X — A é outra imersao densa em Met
com A € Obj(A), entao existe um isomorfismo f* tal que f*-rx = f, ou seja, f é uma

reflexao. Consequentemente, em Met, a classe de todas as imersées densas ¢é firme.
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Notamos que, pelo facto de para toda a subcategoria reflectiva A valer a igualdade
At ={f € Mor(X) : Rf € Iso(X)},
podemos reescrever as definicbes acima como segue:

Uma classe £ é subfirme (firme) se existir uma subcategoria A que seja

E-reflectiva e tal que £ C AL (respectivamente, £ = A1),

Por conseguinte, é 6bvio que, a cada subcategoria reflectiva A, corresponde uma tnica
classe firme, justamente A~

Podemos agora reformular o Teorema 1.4 de [12] do seguinte modo:
Proposicao 3.1 Se A ¢é E-reflectiva em X, entdo A € subfirmemente E-reflectiva em X

seesdse A=E]. O

Corolario 3.2 &£ € subfirme se e so se £, € E-reflectiva. O

Assim, de 2.9, podemos deduzir:

Corolario 3.3 Se X € uma categoria com coigualizadores multiplos e £ € uma classe de
morfismos de X fechada para a composicdo e que satisfaz as condicdes do coigua-

lizador, do quadrado e da pseudoreflectividade, entao £ é uma classe subfirme de X.

A partir deste resultado, podemos obter uma caracterizacido de classes firmes usando

o lema seguinte.

Lema 3.4 Se £ ¢ uma classe de morfismos que contém todos os isomorfismos, € fechada

para a composicao e tal que £ é E-reflectiva, entdo £ € canceldvel ¢ esquerda se e so se

£=(EL)L

Demonstragao. Se £ = (£,)*, entdo é evidente, por 1.4, que € é canceldvel & esquerda.
Seja &£ canceldvel & esquerda, seja f : X — Y pertencente a (£,)* e consideremos o

diagrama comutativo

f
X Y
rx ry
Rf
RX RY
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Entao Rf é um isomorfismo e, atendendo as condigoes sobre £, Rf.rx € £. Logo, como

ry também pertence a £ e £ é cancelavel a esquerda, concluimos que f € £. |

Temos agora a seguinte caracterizagao de classes firmes:

Teorema 3.5 Seja X uma categoria com colimites conexos e seja £ uma classe de mor-
fismos de X. Entao £ € uma classe firme em X se e so se as condi¢des sequintes sao
satisfeitas:

1) Iso(X) C €.

2) € € fechada para a composi¢ao.

3) € € cancelavel a esquerda.

4) € satisfaz a condi¢ao do coigualizador.

5) € € estdvel para somas amalgamadas e para somas amalgamadas maltiplas.

6) € satisfaz a condigdo do conjunto solugdo.

Demonstracao. Se £ é firme, existe uma subcategoria reflectiva A de X tal que £ = A+
e, entdo, A' satifaz todas as condigdes de 1) a 6).

Reciprocamente: E claro que 5) e 6) implicam que £ satifaz as condi¢oes do quadrado
e da pseudoreflectividade. Este facto aliado a 2) e 4) implica, atendendo a 2.9, que &, é

E-reflectiva. Pelo Lema 3.4, vem que £ = (£, )*. O

Observacao 3.6 O Teorema 3.5 de [12] também caracteriza as classes firmes. Mas
o nosso Teorema [12] impoe condi¢oes mais fracas a categoria X' do que aquele. No
entanto, no que respeita as condigoes sobre &£, nao sabemos comparar a “condi¢ao de
: - . “ . : < N L
conjunto solucao” usada aqui com a “condicao de conjunto solugao’relativa a factorizagao

de morfismos usada em 3.5 de [12].

No Teorema 3.5, provamos justamente que para uma categoria X com colimites co-
nexos, as fungdes (—), e (—)* definem uma bijecgdo entre a coleccio de todas as subca-
tegorias reflectivas de X' e a coleccao de todas as classes £ de morfismos que satisfazem
as condicoes de 1) a 6).

Por conseguinte, o invélucro reflectivo de uma subcategoria A de X existe se e sé se o

aglomerado de tais classes de morfismos que, além disso, estdo contidas em AL, tem um
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elemento maximo. Assim, o Teorema 2.10 d4 uma condicdo ncessaria e suficiente para

que At seja o elemento maximo.

Os exemplos classicos de completamento correspondem a classes firmes de monomor-
fismos (e as classes firmes que aparecem em 1.5 sdo todas subclasses de Mono(X')). Como

para estas classes a condicao do coigualizador se verifica trivialmente, obtemos o seguinte

Corolario 3.7 Seja X uma categoria com colimites conexos. Se £ € uma classe de
monomorfismos que contém Iso(X), entao € € firme se e sé se for fechada para a com-
posicao, canceldvel a esquerda, estavel para somas amalgamadas e somas amalgamadas

maultiplas e satisfizer a condi¢cao do conjunto solucdo. O

Observagao 3.8 Nos exemplos de 1.5, temos que X' é uma categoria (£,M) para £ a
classe de todas as sobrejeccoes e um determinado IM facil de identificar.

Em todos os casos, excepto quando X é a categoria Tych dos espagos de Tychonoff,
At = Epi(X) N M; logo, como O(A)+ = AL e O(A) é reflectiva, a classe Epi(X) N M
é firme em X. Mais do que isso, atendendo a 2.17, é a maior classe firme de morfismos
de M e, consequentemente, O(A) é a menor subcategoria M-reflectiva de X'.

E, portanto, legitimo perguntar se Epi(X)N M é também uma classe firme para X a
categoria dos espacos de Tychonoff, ou seja, se existe alguma subcategoria reflectiva A de
Tych tal que A+ = Epi(X)NM. A resposta é negativa. Além disso, a resposta permanece
negativa para toda a categoria X de espacos de Hausdorff que seja epi-reflectiva em Top
e que tenha um espaco com mais do que um ponto (considerando sempre a classe M
como sendo a de todas as imersoes) como se deduz de 1.8(2) de [13]. De 9.5.3 ¢ 9.6 &
frente, conclui-se que a classe das C*-imerstes é precisamente a maior classe firme de
imersoes em Tych. Na Seccao 9 também estudaremos as classes firmes maximais para

vérias outras categorias, incluindo algumas das mencionadas em 1.5.
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Capitulo 1I

O operador de fecho ortogonal

Para a categoria Met e para a sua subcategoria A dos espacos métricos completos,

temos que:
o AL é constituida por todas as imersoes densas;

e O(A) consiste em todos os espagos X “fortemente fechados”, i.e. tal que toda a

imersao de X num espago métrico é fechada.

Neste capitulo definiremos um operador de fecho, chamado o operador de fecho or-
togonal, que abarca este exemplo bem como os outros exemplos de 1.5 e 2.5 e muitos
outros. Com efeito, o operador de fecho ortogonal numa categoria X’ relativamente a uma
classe conveniente de morfismos e induzido por uma subcategoria A de X possibilita a
caracterizacdo de A+ e O(A) em termos de densidade e fechamento, de modo idéntico
ao do exemplo acima. Ademais, permite-nos encontrar condi¢Ges suficientes para que o
invélucro ortogonal seja um invélucro reflectivo.

Ocupar-nos-emos ainda das relacoes existentes entre este operador de fecho e o ope-
rador de fecho regular.

Po ultimo, dedicamos uma atencao especial a uma classe particular de morfismos: a
maior de todas as subclasses, de uma dada classe de monomorfismos, que sao estaveis
para somas amalgamadas. Esta classe estd estreitamente relacionada com o estudo do

operador de fecho ortogonal desenvolvido aqui.

27
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4 Operadores de fecho

Nesta seccao fazemos uma sintese dos factos acerca de operadores de fecho (no sentido
de [18] e [20]) que entendemos essenciais para prosseguir. Para uma informagao detalhada

neste assunto, remetemos o leitor para [18], [20] e [21].

Ao longo deste capitulo, M denotard sempre uma classe de monomorfismos em X
que contém todos os isomorfismos, é fechada para a composicao e é cancelavel a es-

querda. Consideraremos também M como uma subcategoria da categoria X2 (de todos

os morfismos X). Neste contexto,

u:M—>X

é o functor codominio, i.e., o functor que faz corresponder a cada morfismo

(r,s): (X BY)— (Z W) de M, o morfismo s: Y — W de X.

Defini¢ao 4.1 Um operador de fecho em X relativamente a M é constituido por um

functor

c:M— M

tal que w - ¢ = u e por uma transformacao natural
d: IdM — C
tal que u -0 = Id,.

Portanto, um operador de fecho (c¢,d) determina, para cada m : X — Y em M,

morfismos ¢(m) e d(m) e um quadrado comutativo,

d(m) _
X —X
m c(m)
vy Yy (IL.1)

onde d,, = (d(m),1ly) : m — c(m).
Como ¢(m) é sempre um monomorfismo, § é determinado univocamente por ¢; por

isso, escreveremos usualmente ¢ em vez de (¢, d).
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Definigoes 4.2 Se ¢ é um operador de fecho em X relativamente a M, entdo um mor-
fismo (m : X — Y) € M diz-se c-denso se ¢(m) = 1y. Diz-se c-fechado no caso de
c(m) = m.

Dizemos que o operador de fecho ¢ é fracamente hereditdrio na subclasse N de M se,
para todo n € N, d(m) for c-denso; se N' = M, ¢ diz-se apenas fracamente hereditdrio.

Dizemos que o operador de fecho ¢ é idempotente se c(m) for c-fechado para todo

m e M.

A classe de todos os morfismos c-densos em M designa-se por SCM e a classe de todos

os morfismos c-fechados em M designa-se por M..

Se ¢ e ¢ forem dois operadores de fecho em X relativamente ao mesmo M dizemos
4 . / / /
que ¢ € menor ou igual do que ¢, e escrevemos ¢ < ¢, sempre que ¢(m) < ¢(m) para
todo o m € M, ou seja, sempre que, para cada m € M, existe um morfismo ¢ tal que
c¢(m) = ¢(m) - t; o morfismo t é obviamente tinico.

~Y

Escrevemos ¢ = ¢ se ¢ < ¢ e ¢ < ¢, ou seja, se para cada m € M, ¢(m) = (m).

Recordamos que, usando terminologia de [20], um sistema de factorizagio em X
relativamente a M consiste na existéncia de um par (dp,, ¢p) de morfismos de M para

cada m € M tal que
e m=cn- dy

e para quaisquer m e n em M e quaisquer morfismos u e v com v - m = n - u, existe

um tnico morfismo ¢t tal que t - d,,, = dp -uecy, -t =v-cp.

dm, Cm

® —»> o —— o

e, b b

n n
Proposicao 4.3 [20] Em toda a categoria X existe uma correspondéncia um-a-um entre

0s operadores de fecho e os sistemas de factorizacao relativamente a M. O

Com efeito, um operador de fecho ¢ de X relativamente a M induz para cada m em

M uma factorizacao
x M x Ay
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ilustrada pelo diagrama (II.1). Além disso, estas factorizagoes formam um sistema de
factorizagdo em X relativamente a M. A mencionada correspondéncia um-a-um leva

cada operador de fecho ¢ para este sistema de factorizagao.

Proposigao 4.4 ([18] e [20]) Para um operador de fecho ¢ em X relativamente a M, as

assercoes sequintes sao equivalentes:
(i) ¢ € fracamente hereditdrio e idempotente;
(ii) ¢ ¢ fracamente hereditdrio e EM ¢é fechado para a composicao;

(7i1) ¢ € idempotente e M, € fechado para a composi¢do. O

Seja M uma classe de morfismos em X que contém todos os isomorfismos e é fechada
para a composicao. Recordamos que X se diz M-completa se os produtos fibrados de
morfismos de M ao longo de morfismos arbitrarios existem e pertencem a M, e as inter-
secgoes de familias (possivelmente grandes) de morfismos de M com codominio comum
também existem e pertencem a M. O produto fibrado de um morfismo m de M ao longo
de um morfismo f diz-se a imagem inversa de m por f e designa-se por f~1(m).

Se X é uma categoria M-completa entao todo o morfismo em M é um monomorfismo
e M é cancelavel a esquerda. Ademais, para cada objecto X em X, a classe pré-ordenada
Mx de todos os morfismos de M com codominio X tem infimos e supremos arbitrarios.
Acresce ainda a existéncia de uma classe de morfismos € (univocamente determinada por

M) tal que (£, M) é uma estrutura de factorizagdo para morfismos em X.

Se X é M-completa, um operador de fecho ¢ : M — M pode ser descrito equivalen-

temente por uma familia de aplicagoes
(cx : Mx — Mx)xex,
onde cx(m) = c¢(m) para cada m, satisfazendo as condigoes:
1. m <ecx(m), m € Mx (extensao);
2. se m < n, entdo cx(m) < cx(n), m,n € Mx (monotonia);

3. ex(f~Y(m)) < f~'(cy(m)), para cada morfismo f: X — Y e m € My (continui-
dade).
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Como referimos atras, a M-completude de X determina uma estrutura de factori-
zagao (£, M) em X. Neste caso, podemos alargar a no¢ao de c-densidade a todos os mor-
fismos em X. Assim, um morfismo de X diz-se c-denso se a parte que na sua factorizagao

(€, M) pertence a M é c-densa.

Vamos agora recordar o conceito de dominio de J. Isbell [40]. Seja X uma categoria
de dlgebras universais. Dada uma algebra B em X e uma subdlgebra A de B, o dominio

de A em B é o conjunto
Domp(A) = {b € B | para quaisquerf,g: B — Cem X, fla=gla= g(b) =h(b)}.

J. Isbell usou esta nocao para caracterizar os epimorfismos duma subcategoria fechada
para subobjectos. O seu famoso Teorema do Zig-Zag caracteriza os elementos do Domp(A)
quando o coproducto de duas copias de B existe.

Por outro lado, S. Salbany ([60]) introduziu os operadores de fecho regulares para a
categoria dos espacos topoldgicos: para uma subcategoria A de T op, dado um espaco Y

e um subespaco X C Y, o fecho regular de X em Y induzido por A é o subespago

(X]=n{Z CY | Z=ig(f,g) para f, g € Top(Y, A) tal que f|x = gly}.

Na verdade, os operadores de fecho regulares podem ser definidos num ambiente
categorial (veja-se [18]) e tém sido vastamente estudados. Em particular, sdo uma ferra-
menta muito 1til na investigacao da boa-copotenciacao de algumas categorias, visto que
eles permitem caracterizar os epimorfismos em termos de densidade. O dominio de uma
subalgebra no sentido de Isbell e o fecho regular de um subespaco no sentido de Salbany

sao afinal exemplos de operadores de fecho regulares em categorias.

Definicao 4.5 Seja X uma categoria M-completa com M contendo todos os monomor-
fismos regulares de X e seja A uma subcategoria de X'.

O operador de fecho reqular em X relativamente a M e induzido por A, que denota-
remos por

ra: M — M,

faz corresponder a cada m € M x a interseccao de todos os n de Mx tais que m < n e

n é o igualizador de um par de morfismos com codominio em A.
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E facil verificar que 74 é de facto um operador de fecho no sentido definido atras.

Além disso, é idempotente.

Observagao 4.6 Assinalamos aqui duas propriedades importantes e bem conhecidas do

operador de fecho regular:

1. ([18,20]) Se X tem igualizadores e r o é um operador de fecho reqular em X induzido
por uma subcategoria A, entdo os morfismos r4-densos de X sdo exactamente 0s
morfismos canceldveis relativamente a A. Em particular, os epimorfismos de A sdo

0s morfismos de A que sdo r4-densos.

2. (cf. [15]) Seja X uma categoria (£,M) com igualizadores, seja MonoReg(X) C
MNMor(X) e sejam A e B subcategorias de X tais que M(B) = M(A). Entao, os
operadores de fecho regulares relativamente a M e induzidos por A e B coincidem,
ou seja,

rA=TRB.

Como consequéncia de 1. e 2., se M(A) = X, entao os epimorfismos de X sao

precisamente os morfismos de X' que sao r 4-densos.

5 O operador de fecho ortogonal

Até ao fim deste capitulo, a menos que seja explicitado o contrdrio, X sera uma cate-
goria M-completa e com somas amalgamadas, tal que M contém todos os isomorfismos e
¢é fechada para a composicao; a estrutura de factorizagao para morfismos em X associada

a M-completude sera denotada por (£, M).

Nesta secc¢ao introduzimos o operador de fecho ortogonal que serd o principal utensilio

para o resto do capitulo.

Definicao 5.1 Seja A uma subcategoria de X'. Para cadam : X — Y em M, denotamos

por c4(m) : X — Y o morfismo de M definido como se segue:
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(C) Paracadag: X — Acom A em A, formamos uma soma amalgamada (77, ')
de (m,g) em X. Seja m'- e uma factorizacao (£, M) de T e seja (my, g*) um

produto fibrado de (m’, ¢’).

N

X Y
9 Xg q

Ve

Seja Pa(m) = {mg|g: X — A, A € A}. O morfismo ca(m): X =Y éa

m
.

interseccao de P(m).

Evidentemente o morfismo c4(m) pertence a M. Provamos agora que c4 é um

operador de fecho.

Proposicao 5.2 Para cada subcategoria A de X, a aplicagdo cy : M — M € um

operador de fecho em X relativamente a M.

Demonstracao. Mostramos primeiro que ¢4 é functorial. Seja
f):m:X=Y)>n:Z—->W)

um morfismo na categoria M. Vamos definir c4(p, f). Paracada (h: Z — A) € X(Z, A),
seja (M, h') uma soma amalgamada de (n, h), seja n’ - ¢ uma factorizagio (£, M) de . e
seja (np, h*) um produto fibrado de (n’, h’). Para g = h-p, suponhamos que os morfismos

m, g, m', e, my e g* sdo determinados como em (C). Atendendo a que

e (m, g’) é uma soma amalgamada de (m, g), existe um dnico morfismo d tal que b’ - f =
d-g en=d-m. Da ultima igualdade obtemos que n’ - ¢ = d - m’ - e e, pela propriedade

da diagonal, existe um tinico morfismo k tal que k-e=qen’-k=d-m'.
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m
X Y
Y X/Ni
g
n
Z - W
g . q
g
h
h/
4 e SR 4
A > o > o
RN
4 q n 4
A > o > o

Temos entao que
n(k-g)=d-m'-g-=d-g -myg="n-(f my).
Como (ny, h*) é um produto fibrado de (n’, 1), existe um morfismo rj, tal que
fmpp=[f-mg=np- m.
Agora, para cada h € X(Z, A), seja t;, o morfismo tnico que satisfaz mp.p, - tp, = ca(m).
Entao,
np - (rhth) = fompy - th = f - calm).

Consequentemente, atendendo a que c4(n) : Z — W é uma interseccao de P4(n), existe
um e um sé morfismo u : X — Z tal que f - ca(m) = ca(n) - u.

Tomando

cap, f) = (u, f) : ca(m) = ca(n),

é facil ver que cyq : M — M é um functor para o qual v - ¢ = u, onde u é o functor
codominio de M para X.

Por fim, mostramos que existe uma transformacgao natural § : Id, — c tal que
w-0 = Id,. Seja (m : X - Y) € M. Para cada g € X(X,.A), existe um tunico
morfismo dy : X — X, tal que

mg-dg=m e g*-dg=e-g.

Entdo, como c4(m) : X — Y é uma interseccao de Py(m), atendendo & primeira igual-

dade, existe um e um s6 morfismo d4(m) : X — X tal que c4(m)-d4(m) = m. A familia
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de morfismos

Om = ((da(m),ly) :m —4 (m)), m € M,

define uma transformacao natural § : Idas — c4 tal que uéd = Id,. O

Definicao 5.3 O operador de fecho ¢4 : M — M apresentado em 5.1 e 5.2 serd chamado

operador de fecho ortogonal em X relativamente a M induzido por A.

Notagao 5.4 Do mesmo modo que na demonstracao anterior, ao longo desta dissertacao,

d4(m) denotara sempre o unico morfismo que preenche a igualdade

m = ca(m) - da(m).

Observagao 5.5 Podemos definir o operador de fecho ortogonal, assumindo que X, em

vez de ser M-completa, goza apenas das seguintes propriedades mais fracas:

e Se m € M, o produto fibrado de m ao longo de um morfismo arbitrario g com
o mesmo codominio que m existe e pertence a M sempre que em X existir um

diagrama comutativo da forma

Y

—_—

e Se (X; 2 Y); é uma familia de morfismos de M tal que para algum objecto X de
X existem morfismos X —2 X;, 1 € I, tais que m; -d; = my - dy para todo i,7 € I,

entdo a interseccao de (m;)s existe e pertence a M.

Por exemplo, seja Met, a categoria que se obtém de Met tirando-lhe o espaco vazio.
Entao Met, tem somas amalgamadas (apesar de Met nao as ter) e satisfaz as duas
condigOes anteriores, para M a classe de todas as imersoes, mas nao é M-completa.
Um comportamento andlogo tem a categoria Norm, que também se obtém de Norm

tirando-lhe o espaco vazio.

Observagao 5.6 Como consequéncia imediata da definigdo de operador de fecho orto-

gonal, surgem-nos as seguintes propriedades:
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1. O operador de fecho ortogonal induzido por uma subcategoria A de X é discreto
na subclasse de morfismos com dominios em A, ou seja, para todo m € M com

dominio em A, c4(m) = m.

2. Se A e B sao subcategorias de X tais que A C B, entao cg < c4.
O lema seguinte sera usado nas demonstragoes das Proposicoes 5.8 e 5.9 a seguir.

Lema 5.7 Seja A uma subcategoria de X. Supondo que MonoCin(X) C M, se a,b :
Y — A é um par de morfismos com A € Obj(A) e (m: X —Y) € M, entao

a-m=b-m = a-ca(m)=>-ca(m).

Demonstracao. Seja g =a-m =b-m e sejam (m,g’), m' -e e (mg,g") determinados
como em (C). Vamos mostrar que a - mg = b-my. A igualdade 14 - g = a - m implica a
existéncia de um morfismo tnico t tal que t-m=14et-g = a;logot-m'-e=t-m= 1,4
e entéo, como e € EN M, e é um isomorfismo. Analogamente, existe um morfismo tinico

t'talquet' -m=14et -¢ =b. Entao

a.mg: t.g,-mg:t.m,.g*:t.m.e_l.g*ze_l.g*:
— = -1 _ _
= t,.m.e .g*_t/.m/.g*_t,.g,.mg

= b-my.

Seja ty 0o morfismo que preenche a igualdade my - t; = c4(m). Entao

a-caim)=a-mg-tg=>b-mg-ty =0-cq(m). 0

Seguidamente relacionamos o operador de fecho ¢4 com o operador de fecho regular

induzido pela mesma subcategoria:

Proposicao 5.8 Se MonoReg(X) C M, entao, para toda a subcategoria A de X,

cA<TYy.

Demonstragao. Dado m : X — Y em M, seja n outro morfismo em M com codominio
em Y tal que m < n en = ig(a,b) onde a,b : Y — A é um par de morfismos com
codominio em A. Entao, temos que a-m =b-m e, por 5.7, a-cqa(m) =b-cqa(m). Mas

isto implica que c4(m) < n.
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Por conseguinte, atendendo & defini¢ao de 74, ca(m) < r4(m). O

E facil concluir que o operador de fecho ortogonal é, em geral, distinto do regular.
Basta reparar que se A = X entdo o operador de fecho ¢4 é discreto e, portanto, os
morfismos c4-densos sao justamente todos os morfismos de £. Mas £ pode evidentemente
ser diferente da classe dos epimorfismos, que, sob condi¢oes muito fracas, é precisamente
a classe dos morfismos r4-densos, como menciondmos em 4.6. Varios exemplos com

A # X e morfismos A-canceldveis que nao sdo c4-densos serdo dados mais a frente.

Vamos ver que os morfismos c4-densos tém um papel importante na caracterizagao

dos morfismos de AL,

z

Proposicao 5.9 Supondo que MonoCin(X) C M, todo o morfismo c-denso de M é

A-canceldvel.

Demonstragao. Suponhamos que a-m = b-m, onde a e b sao morfismos com codominio
em Aem: X — Y éum morfismo denso em M. Entao c4(m) = 1y e, atendendo a 5.7,

decorre que a = b. O

Corolario 5.10 Supondo que £ é uma classe de epimorfismos, todo o morfismo c4-denso

é A-canceldvel.

6 Morfismos densos e morfismos de A+

De agora em diante assumimos que X' é uma categoria (£, M), com IM um aglomerado
de monofontes e M = MN Mor(X). Como consequéncia £ é uma classe de epimorfismos
(cf. [2], [72]). Além disso, continuamos a supor que X tem somas amalgamadas.

Seja A uma subcategoria de X. Atendendo a 2.12, o invélucro ortogonal de A em X
coincide com o seu invélucro ortogonal em M(A). Logo, tendo em conta 1.2.2, é evidente
que o invélucro ortogonal de A é um invélucro reflectivo de A em M(A) se e s6 se o
for em X. Consequentemente, para caracterizar o invélucro ortogonal de A em X, bem
como para determinar condigdes sob as quais O(A) é o invélucro reflectivo, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que M(A) = X. Isto é assumido vérias vezes no
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resto do capitulo. Também supomos X = M(.A) para caracterizar a classe AL, Mas,
mesmo neste caso, a condigao X = M(A) nao é restritiva, ja que, como vimos em 2.12.1,

um morfismo f é ortogonal a A se e sé se a sua reflexao em IM(.A) é ortogonal a A.

Notagao 6.1 Denotamos por PS(M) a subclasse de M de todos os morfismos para os

quais a soma amalgamada ao longo de qualquer morfismo pertence a M.

Portanto, PS(M) é a maior de todas as subclasses de M fechadas para somas amal-
gamadas. Além disso, como M é fechada para a composicao e cancelavel a esquerda, o
mesmo acontece a PS(M).

A classe PS(M) desempenha um papel crucial em quase todos os resultados apre-
sentados neste capitulo. A segunda parte do Lema ?7? indica uma razao para isso.

Os seguintes dois lemas serao tteis no que se segue.
Lema 6.2 Seja A uma subcategoria de X tal que M(A) = X. Um morfismo f de X
pertence a PS(M) se e so se

(P) a soma amalgamada de f ao longo de qualquer morfismo com codominio em A

pertence a M.

Demonstragao. Claramente, a condi¢ao (P) é necessaria. Para mostrar que também é

suficiente, consideremos o diagrama

f
X Y
g g
v r \
7 .
hi h
Y E@ \
Ai L4

onde ambos os quadrados interiores sao somas amalgamadas, (h;); pertence a M e A; €
Obj(A). Como a condicio (P) é satisfeita, h; pertence a M. Entdo a fonte (h; - h;)s
pertence também a IM. Consequentemente, atendendo a que X’ é uma categoria (€, M),
as igualdades

>
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implicam que f € M. O

Lema 6.3 Seja A uma subcategoria de X tal que M(A) = X.

1. Inj(A) consiste em precisamente todos os m € PS(M) tais que toda a soma amal-
gamada de m ao longo de um morfismo com codominio em A é um monomorfismo

cindido.

2. At consiste em precisamente todos os m € PS(M) tais que qualquer soma amal-

gamada de m ao longo de um morfismo com codominio em A € um isomorfismo.

Demonstragao.

1. E ébvio que se m é um morfismo de PS(M) tal que qualquer soma amalgamada
de m ao longo de um morfismo com codominio em A é um monomorfismo cindido,
entao é A-injectivo. Reciprocamente, seja f : X — Y pertencente a Inj(.A). Entao,
como mostramos em 2.17, f € M. Seja g : X — A um morfismo com codominio
em A e seja (f,7) a soma amalgamada de (f,g). Como f é A-injectivo, existe
algum morfismo ¢’ : Y — A tal que ¢’ - f = 14 - ¢g. Logo existe um tnico morfismo
ttalquet-g=g¢ et-f=1y4; assim, f é um monomorfismo cindido; além disso,

segue-se que f € M e, portanto, atendendo a 6.2, temos que f € PS(M).

2. Como A C Inj(A), é claro que A+ C PS(M). Por outro lado, se f € A*, entdo
f é A-canceldvel e assim, por 2.17, é um epimorfismo. Agora, usando o facto de
os epimorfismos serem estaveis para somas amalgamadas, conclui-se facilmente que
um morfismo f pertence a A’ se e 56 se a soma amalgamada de m ao longo de um

morfismo com codominio em A é um isomorfismo. O

Temos agora a seguinte caracterizacao da classe A™:

Teorema 6.4 Para uma subcategoria A de X tal que M(A) = X, AL € constituida por

todos os morfismos c4-densos em PS(M).

Demonstragdo. Seja m € AL. Entdo, por 6.3.2, m € PS(M) e cada m, € Py(m) é
um isomorfismo; isto implica que c4(m) = 1y, i.e., m é denso.

Reciprocamente, seja m : X — Y pertencente a PS(M) e tal que c4(m) = ly.

Entao, todo my € Py(m) tem de ser um isomorfismo. Recordemos agora que todo o



40 CAPITULO II. O OPERADOR DE FECHO ORTOGONAL

produto fibrado de uma soma amalgamada é uma soma amalgamada, i.e., se (m’,¢’)
é uma soma amalgamada de (m,g) e (m*,¢g*) é um produto fibradode (m’,g’) entao
(m’,¢’") é uma soma fibrada de (m*, g*). Sendo assim, para cada g € X(X,.A), uma soma
amalgamada de (m, g) é uma soma amalgamada de my ao longo de um certo morfismo.

Logo é um isomorfismo e, portanto, atendendo a 6.3.2, m € A*L. O

Como ja vimos, e em contraste com o que acontece para operadores de fecho regu-
lares, um epimorfismo pode nao ser c4-denso mesmo admitindo que X = M(A). A pro-
posicao seguinte mostra que numa subclasse especial de morfismos de X os epimorfismos

sao exactamente os morfismos c¢_4-densos.

Proposicao 6.5 Seja D a subclasse de PS(M) definida por
D={neM|n=ds(m) para algum m € PS(M)}.

Entiao D C Inj(A) e, sempre que M(A) = X, um morfismo de D € c4-denso se e so se

for um epimorfismo.

Demonstragao. Mostremos primeiro que D C Inj(A). Para dg(m): X — X em D,
com m € PS(M), se g: X — A é um morfismo com codominio em A, seja (m’, ¢’) uma
soma amalgamada de (m, g) e seja (mg, g*) um produto fibrado de (m’, ¢’). Entao, para

o morfismo tnico dy tal que my - dg = c4(m), temos que
m'-g =g -ca(m)-da(m) =g mg-dg-da(m)

=m'-g*-dg-da(m).

Como m' é um monomorfismo, decorre que g = (¢* - dg) - d4(m). Portanto, d4(m) €
Inj(A).

Agora, por um lado, atendendo a 2.17.1 e 5.10, todo o epimorfismo em D é c4-denso;
por outro lado, como M(A) = X, At=Inj(A) N Epi(X) (usando 2.17) e, pelo teorema

anterior, A+ C D. Temos entao que
At = (DN Inj(A)NEpi(X) =Dn Epi(X).

Consequentemente, usando 6.4, todo o epimorfismo pertencente a D é c4-denso. a
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7 Objectos fortemente fechados e invélucros ortogonais

Em [40], J. Isbell deu a seguinte defini¢do, no quadro duma categoria de algebras:
uma algebra A é absolutamente fechada se, para qualquer imersao de A noutra algebra
B, o dominio de A em B (a defini¢do de dominio de A em B foi dada antes da Defini¢ao
4.5) é precisamente A. Em [19], D. Dikranjan e E. Giuli estenderam este conceito ao
ambiente geral dos operadores de fecho regulares. Alargando ainda este conceito a todos

os operadores de fecho, obtemos a seguinte definigao.

Definig¢ao 7.1 Para um operador de fecho ¢ : M — M de X, um objecto X € X diz-se

absolutamente c-fechado se todo o morfismo em M com dominio X é c-fechado.

Os objectos absolutamente c-fechados foram estudados em [19] e [64], para ¢ um
operador de fecho regular.

Nesta seccao veremos que:

e A subcategoria de todos os objectos absolutamente c 4-fechados esta sempre contida

no invélucro ortogonal O(A).

e Se c4 preserva morfismos de PS(M) (assim, é também um operador de fecho
quando restringido a PS(M)), a subcategoria de todos os objectos absolutamente
fechados relativamente a

ca: PS(M) — PS(M)
coincide com o invé6lucro ortogonal de A.

Realcamos que, pelo contrério, a subcategoria de todos os objectos absolutamente fe-
chados relativamente ao operador de fecho regular induzido por A tem um mau compor-
tamento relativamente ao invélucro ortogonal, mesmo quando O(A) é reflectiva (veja-se

[64] e a observagao em 8.8 a frente).

Tendo em vista caracterizar o involucro ortogonal de uma subcategoria de X’ por meio

do operador de fecho ortogonal, consideremos a seguinte

Definicao 7.2 Um objecto X de X diz-se fortemente A-fechado se todo o morfismo de
PS(M) com dominio X for c¢4-fechado.

Designamos por SCI(A) a subcategoria de todos os objectos fortemente A-fechados.
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Vamos provar que, num quadro apropriado, a subcategoria SCI(A) e o invélucro
ortogonal O(A) coincidem.

E ébvio que todo o objecto em A é absolutamente c4-fechado e que SCI(A) contém
todos os objectos absolutamente c4-fechados. Em seguida mostramos que, quando X é

o invélucro E-reflectivo de A, a inclusdo SCI(A) C O(A) também se verifica.

Proposigao 7.3 Para cada subcategoria A de X, se M(A) = X, entdo SCI(A) C O(A).

Demonstragao. Seja M(A) = X e seja X um objecto fortemente A-fechado de X.
Com o propésito de mostrar que X € O(A), consideremos (m : Y — Z) € A+ e um
morfismo f : Y — X. Seja agora (n: X — W, f': Z — W) a soma amalgamada de
(m, f). Entdao (n: X — W) € At e assim, por 6.4, n é c4-denso, pelo que cq(n) = 1y
Por outro lado, como X é fortemente .A-fechado, c4(n) = n. Temos entdo que n = 1y e
(n=1- f")-m = f. Fica assim provado que X é m-injectivo. Mas, por 2.17, m € Epi(X),
o que garante que X € O(A). O

Observagao 7.4 Tanto a inclusdo de A na subcategoria de todos os objectos absoluta-
mente c4-fechados como a inclusdo desta tltima em SCI(.A) podem ser estritas (cf. 8.8).

Porém, nao conhecemos nenhum exemplo para o qual se tenha O(A) # SCI(A).

A seguir mostramos que a suposi¢ao de que c4 preserva PS(M)-morfismos, i. e.,

ca(m) € PS(M) sempre que m € PS(M), tem consequéncias muito significativas.

Teorema 7.5 Se A é uma subcategoria de X tal que M(A) = X, o operador de fecho
ortogonal ¢4 preserva morfismos de PS(M) se e sé se for fracamente hereditdrio em
PS(M). Neste caso, ca : PS(M) — PS(M) € um operador de fecho idempotente e
fracamente hereditdrio e O(A) = SCI(A).

Demonstragao.

I. Se ¢4 é fracamente hereditdrio em PS(M), consideremos um morfismom : X — Y
de PS(M), uma sua factorizacao X 4t ¥ AM v ¢ um morfismo f:X = Z
Seja (m#, f) uma soma amalgamada de (c4(m), f). Atendendo a 6.5, o facto de que o

morfismo d4(m) : X — X é cg-denso implica que é um epimorfismo. Como (m?, f¥)
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é uma soma amalgamada de (c4(m), f), é facil ver que (mf, f%) é também uma soma
amalgamada de (m, f - d4(m)). Entdao mf € M. Por conseguinte, c4(m) € PS(M).

II. Reciprocamente, provemos que, se preservar morfismos de PS(M), c4 é fraca-
mente hereditario. Dado (m : X — Y) € PS(M), queremos mostrar que c4(da(m)) =
1. Para cada g € X (X, A), seja (n, 9) uma soma amalgamada de (d4(m), g). Posto que
PS(M) é cancelavel a esquerda, da(m) € PS(M) e, assim, n € M. Seja (Té\lg,gﬁ) um
produto fibrado de (n,/g\), seja (r,¢') uma soma amalgamada de (cA(m),/g\), seja (s, h)
um produto fibrado de (r,¢’) e seja (d, g*) um produto fibrado de (n, h), como ilustrado

pelo diagrama seguinte.

Entao (s -d,g*) é um produto fibrado da soma amalgamada de (m,g). Pelo que s-d €
P4(m) e, entao, existe algum morfismo ¢, : X — X, tal que s-d-t, = ca(m). Temos
assim que

A
r9=g -cam)=¢ -s-d-tg=r-h-d-ty=r-n-g" -t

Segue-se que 9 1 =n-g" - tg, porque 7 € M. O facto de (mg,gﬁ) ser um produto
fibrado de (n, g) assegura a existéncia de um morfismo w : X —>X tal que mg w =1y
Assim, para cada g € X' (X, A) obtemos mg: 1+, logo ca(da(m)) = 1.

III. Seja agora c4 : PS(M) — PS(M) um operador de fecho fracamente hereditario.
Atendendo a 6.4 e ao facto de que A~ é fechada para a composicao, a classe de todos os
morfismos c4-densos e pertencentes a P.S(M) é fechada para a composi¢ao. Juntamente
com o facto de c4 : PS(M) — PS(M) ser fracamente hereditario, isto implica, por 4.4,
que cq : PS(M) — PS(M) é idempotente.

Resta-nos mostrar que O(A) C SCI(A). Seja entao X € O(A). Dado
(m:X —=Y)e PS(M), omorfismo d4(m) é ca-denso e pertence a PS(M); atendendo
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a 6.4, segue-se que d4(m) pertence a A+. Como X € O(A) e (da(m) : X — X) € AL,
temos que d4(m) é um isomorfismo e, entao, c4(m) = m. Fica assim provado que X é

fortemente A-fechado. Por conseguinte, usando 7.3, obtemos que O(A) = SCI(A). O

Corolario 7.6 Se M = PS(M) e A é uma subcategoria de X tal que M(A) = X,
entdo cq : M — M é um operador de fecho idempotente e fracamente hereditirio e

O(A) = SCI(A). 0

Observagao 7.7 Existem categorias (£, M) para as quais vale a igualdade M = PS(M).
E este o caso, por exemplo, das categorias Top, Topg, Met,, Norm, e TfAb, quando IM
é o aglomerado das monofontes iniciais.

Nao obstante, existem vérios exemplos de categorias para as quais M # PS(M). Na
ultima sec¢ao do presente capitulo, estudaremos a classe PS(M) para algumas dessas

categorias.

O corolario seguinte da condigoes para que o operador de fecho ortogonal e o regular

coincidam.

Corolario 7.8 Suponhamos que X tem igualizadores, MonoReg(X) C M, M = PS(M)
e A é uma subcategoria de X tal que M(A) = X. Se o operador de fecho reqular r4 é

fracamente hereditdrio e todos os epimorfismos de X sdo c-densos, entdo 14 = c4.

Demonstragao. Sob as condicoes do corolario, os morfismos r 4-densos sao justamente
os epimorfismos de X e, usando 4.6, nao sdo mais do que os morfismos c4-densos. Seja
entdo m : X — Y um morfismo de M. Atendendo a 5.8, c4 < r4 e, portanto, existe um
morfismo d tal que ca(m) = ra(m) - d. Como r4 é fracamente hereditario, o morfismo
d - da(m) é ra-denso; logo, por hipdtese, é também c4-denso. Por outro lado, pelo
facto de c4 ser um operador de fecho idempotente e fracamente hereditéario (veja-se 7.6),
decorre que X tem um sistema de factorizacao (c4-denso, c4-fechado) relativamente a

M (veja-se 4.3), pelo que a comutatividade do diagrama
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da(m) d
X > o > o
1x ra(m)
d.a(m) ca(m)
X - . -Y

implica a existéncia de um morfismo ¢ tal que t - d - da(m) = da(m). Assim, deduz-se

que d é um isomorfismo e, consequentemente, r4(m) = c4(m). O

Acerca dos operadores de fecho regulares, e atendendo a Observacao 4.6, acontece
que se X tem igualizadores e Monoreg(X) C M, entao, para quaisquer duas subcate-
gorias A e B de X com o mesmo invélucro E-reflectivo, é valida a igualdade r4 = r5.
A proposicao e o corolario que vém a seguir mostram que, sob condigoes apropriadas, se
verifica um resultado semelhante quando regular é substituido por ortogonal e o invdlucro

E-reflectivo é substituido pelo invdlucro ortogonal.

Proposicao 7.9 Sejam A e B subcategorias de X tais que M(A) = X.
1. Se ca(m) < cg(m) para todo m € PS(M), entao O(B) C O(A).

2. Se c4 preserva morfismos de PS(M) e B C O(A), entdo
(ca: PS(M) = PS(M)) < (cg: PS(M) — PS(M)).

Demonstracgao.
1. Se c4 < ¢ em PS(M), entao todo o morfismo c4-denso de PS(M) é cp-denso.
Logo, usando 6.4, 6.5 e 5.9, obtemos que
At = {m € PS(M)|m é cq-denso}
C {m € PS(M)|m is cg-denso} C B+
e assim O(B) C O(A).

2. Dado (m : X — Y) € PS(M), mostramos que c4(m) < my, para todo o my, €
Pg(m) e entao, como cg(m) = APg(m), segue-se que c4(m) < cg(m). Sejah: X — B
um morfismo com codominio em B, seja (m/,h') uma soma amalgamada de (m,h) e
seja (mp, h*) um produto fibrado de (m/, h’). Como c4 preserva morfismos de PS(M) e
PS(M) é cancelavel a esquerda, d4(m) € PS(M) e, atendendo a 7.5 e a 6.4, d4(m) €
AL, Posto que B € O(A), existe um morfismo h* tal que h* - d4(m) = h.
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Obtemos entao que
B - ca(m)-da(m) =m'-h=m'-h*-dg(m)

e, pelo facto de d4(m) ser um epimorfismo (por 6.5), segue-se que A’ - c4(m) = m’ - h.
Como (mp, h*) é um produto fibrado de (m’, h’), existe um morfismo ¢ tal que my, - t =

ca(m), ou seja, ca(m) < my,. O

Corolario 7.10 Se A e B sdo subcategorias de X tais que M(A) = M(B) = X ecy e
cg preservam morfismos de PS(M) (em particular, se M é estdvel para somas amalga-

madas), entao c4 = cp se e sd se O(A) = O(B).

8 O operador de fecho ortogonal versus reflectividade

Suponhamos que M(A) = X. Nesse caso, é evidente que se O(A) é reflectiva em X
entao, para cada objecto X de X, a reflexdo de X em O(A) é um morfismo de PS(M)
com codominio em O(A). O préximo teorema, que é o principal resultado desta secgao,
estabelece que se ¢4 preserva morfismos de PS(M) e todo o objecto de X é um PS(M)-
subobjecto de um objecto em O(A) entao O(A) é reflectiva.

Teorema 8.1 Se A é uma subcategoria de X tal que c4 preserva morfismos de PS(M)
e para cada objecto X de X existe um morfismo em PS(M) com dominio X e codominio

em O(A), entio O(A) é um invdlucro reflectivo de A em X .
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Demonstragao. Notemos que, sob os pressupostos condiderados, M(A) = X.
Comecemos entao por provar que, quando Y é um objecto fortemente A-fechado e

(m:X —Y) e PS(M), odominio X de c4(m) é também fortemente A-fechado. Dados

Y e m nessas condicoes, seja n : X — Z um morfismo em PS(M). Queremos mostrar

que c4(n) = n. Seja o diagrama

>
N

ca(m

~—

Y

uma soma amalgamada de (n,ca(m)). Entdo n’ € PS(M) e ca(n’) = n’. O morfismo
(ca(m),u) : n — n’ da categoria X2 pertence & categoria PS(M). Seja c4((ca(m),u)) =
(t,u) : ca(n) — ca(n'). Posto que cq(n') = n’, existe um determinado morfismo ¢’ para

o qual o diagrama seguinte é comutativo.

t/

Portanto,
n'-ca(m)-da(m) = u-n-da(m) = u-ca(n)-da(n)-da(m) = n'-#'-da(n)-da(m). (I1.2)
Dado que n’ é um monomorfismo, segue-se que
ca(m)-da(m)=1t"-da(n) - da(m). (1L.3)

Ora, atendendo a 7.5, ¢4 : PS(M) — PS(M) é um operador de fecho idempotente e

fracamente hereditario, e este facto implica que:

e dy(n) e da(m) sao morfismos c4-densos que pertencem a PS(M); em particular,

por 6.5, d4(m) é um epimorfismo;

e c4(m) é cy-fechado.
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Entao, por um lado, atendendo & igualdade (I1.3), obtemos que
ca(m) - 1 =t'- da(n);

por outro lado, a tultima igualdade e o facto de X’ ter um sistema de factorizacdo (ca-
denso, c-fechado) relativamente a PS(M) (veja-se 4.3 e 7.5) implicam a existéncia de
um morfismo s tal que s-da(n) = 15. Por conseguinte, d4(n) é um isomorfismo e,
consequentemente, c4(n) = n.

Sejam agora X e XY e (m: X - Y) € PS(M) com Y € O(A). Entao, atendendo a
6.4 e a 7.5, conclui-se que d4(m) : X — X é uma reflexdo de X em O(A). O

Coroldrio 8.2 Seja A uma subcategoria de uma categoria (£,M), M-completa e com
somas amalgamadas. Se M € fechado para somas amalgamadas em M(A) e cada objecto
X de M(A) é um M-subobjecto de algum objecto em O(A), entdo o invdlucro ortogonal

de A ¢é também o seu invélucro reflectivo. O

Vem a propésito recordar aqui que os reflectores que preservam os morfismos de uma
dada classe M de monomorfismos foram estudados, por exemplo, em [54]. Na proposigao
seguinte mostramos que sob as condigoes precedentes os reflectores preservam sempre os

morfismos de PS(M).

Proposicao 8.3 Se A é uma subcategoria M-reflectiva de X, entdo o correspondente

reflector preserva morfismos de PS(M).

Demonstragio. E evidente que, como A é M-reflectiva em X, temos que M(A) = X.
Seja R : X — A um reflector, seja m : X — Y pertencente a PS(M) e consideremos o

seguinte diagrama
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onde (m’/,7") é uma soma amalgamada de (m,rx) e ¢t é o inico morfismo que torna os
dois triangulos mais pequenos comutativos. O facto de ry € A+ implica que ' € A+,
por 1.4.4, e entdo, visto que ry € AL, decorre, atendendo a 1.4.2, que t € AL, pelo que
t € PS(M). Assim, o morfismo Rm é a composi¢ao de dois morfismos de PS(M), logo
pertence a PS(M). O

Observagao 8.4 Da proposicao anterior deduz-se que se M é estavel para somas amal-
gamadas entdo, para qualquer subcategoria M-reflectiva A de X, o reflector correspon-
dente preserva morfismos de M. De facto, examinando a demonstracao de 8.3, torna-se
evidente que, em vez de M ser estavel para somas amalgamadas, basta que X tenha
M-amalgamagdes, isto é, que a soma amalgamada de um par de morfismos de M seja

um par de morfismos de M.

Proposicao 8.5 Se A ¢ uma subcategoria M-reflectiva de X, entdo:
1. Para cada X 3Y € M e cada reflezio X 3 RX de X em A,
ca(m) =myy,

ou seja, co(m) € obtido formando a soma amalgamada (T, ") de (m,rx) e tomando
o produto fibrado do morfismo que na factorizagao (£, M) de m pertence a M, ao

longo de r'.

2. Se cq preserva morfismos de PS(M) entdo toda a reflexao de um morfismo de

PS(M) € ca-fechada.

Proof.

1. Dado um morfismo ¢ : X — A com codominio em A, seja g : RX — A tal que

g -rx = g. Nesse caso obtemos o seguinte diagrama comutativo
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m
X - Y - X,
rx . r!
r*
Y N
m *
RX74> [ ] g
(& ml
v
g . q
t
Y — Y 4
A m > o < °
Y\ m// m”
Y

onde (m,7’) e (M, ¢') sdo somas amalgamadas de (m,rx) e (T, g), respectivamente;
m’ - e em” - e sdo factorizagoes (£, M) de m e T, respectivamente; ¢ é o tinico
morfismo que satisfaz t-e = €'-gem” -t = ¢'-m/; (my,7*) e (mg, g*) sdo produtos
fibrados de (m/,r") e (m”,¢" - '), respectivamente.

Nestas condicoes existe um e um s6 morfismo n tal que mgy - n = m,,. Conse-

quentemente, para cada mg € Pa(m) temos que m,, < mg e, como m,, também

pertence a Pa(m), ca(m) = my, .

. Suponhamos que ¢4 preserva morfismos de PS(M) e seja m € PS(M). Quere-

mos provar que Rm é c4-fechado, onde R é um reflector de X para A. Comecemos
por considerar um morfismo (m : X — A) € PS(M) com A € A. Seja m* o
tinico morfismo tal que m* - rx = m. Como A é reflectiva, a igualdade A = O(A)
verifica-se e entdo, seguindo a demonstracao de 8.1, temos que rx = d4(m) e,
assim, (c4(m): X — A) = (mf : RX — A). Seja agora (m: X —Y) € PS(M) e
seja ry : Y — RY uma reflexdo de Y em A. Posto que ry € AL, ry € PS(M) e,
portanto, ry - m € PS(M). Temos entao que Rm = c4(ry - m) e como, por 7.5,

c4 é idempotente, Rm é c4-fechado. O

Os resultados 7.5 e 8.1 levam-nos a indagar quando é que o operador de fecho ortogo-
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nal c4 preserva morfismos de PS(M). A proposicao seguinte permite-nos obter alguns

exemplos positivos.

Proposicao 8.6 Se M satisfaz a condicdo

(D) Sempre que a composicdo ¢ - d de dois morfismos de M € um

epimorfismo, o primeiro, d, € também um epimorfismo.
entdao, para cada subcategoria M-reflectiva A de X, c4 preserva morfismos de PS(M).

Demonstracao. Tendo em conta o Teorema 7.5, basta provar que c4 é fracamente
hereditario. Seja entdao (m : X — Y) € PS(M). Atendendo a 8.5.1, c4(m) é precisa-
mente o produto fibrado da soma amalgamada de m ao longo de rx, como ilustrado pelo

diagrama seguinte

m
X - Y
da(m)
ta(m)
rx ° T‘/
Y /
RX -
m/

Como rx € PS(M), r' € M e assim r* € M. Agora, usando a propriedade (D) e o
facto de rx € Epi(X) (por 2.17), concluimos que d4(m) € Epi(X), pelo que, atendendo

a 6.5, da(m) é cq-denso, como pretendido. O

Exemplos 8.7 A seguir enumeramos alguns exemplos de categorias X e classes de mo-

nomorfismos M para os quais a propriedade (D) se verifica.
1. X = Set e M é a classe de todos os monomorfismos;
2. X =Topou X =Topyg ou X =Tych e M é a classe de todas as imersoes;

3. X =TfAbe M é a classe de todos os monomorfismos.

Exemplos 8.8
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1. Seja X=Topg e seja M o aglomerado de todas as monofontes iniciais. Entado M é a

classe de todas as imersoes e coincide com PS(M). Podemos considerar cada (m :
X —-Y) € M como a inclusao de um subespago X em Y. Assim, se ¢: M — M
é um operador de fecho, identificamos ¢(m) com o subespago correspondente de Y

o qual denotamos por ¢(X).

Se § é a subcategoria de todos os espagos de Sierpinski, entao M(S) = X. Foi
provado em [60] que o operador de fecho regular associado rs : M — M é o

b-fecho, i.e., dado Y € Topg, para cada subespaco X de Y,
rs(X)={y € Y |{y} N HN X # () para toda a vizinhanga aberta H de y em Y}.

Conforme provamos em 5.8, a inclusao cs(X) C rg(X) acontece forcosamente para
todo o subespaco X de Y. Na verdade, veremos adiante que se verifica a igualdade
cs(X) =rs(X).

Atendendo a 8.1, SCI(S) = O(S) e SCI(S) é o invélucro reflectivo de S em X, ou

seja, é a subcategoria de todos os espacos sébrios.

. De facto, os examples de 4. a 9. em 1.5 fornecem uma situacao semelhante a

de cima, isto é, para a classe M correspondente, verifica-se que M = PS(M),
M(A) =X, cqa =14 e SCI(A) é o involucro reflectivo de A em X'. Mostraremos na
préxima secgao porque € que os operadores de fecho ortogonal e regular coincidem

nestes casos.

. Sejam X ¢ M como em 1. e seja N a subcategoria de Topy cujos objectos sao

os espagos isomorfos a N, onde N é o conjunto IN = {1,2,...} com a topologia
superior relativamente a ordem natural. (Ou seja, os conjuntos abertos nao vazios
sao precisamente os da forma T n = {m € IN|m > n} para algum ndimero natural

Como M(N) = X, vem que ry = ry (por 4.6.2), i.e., rnr é o b-fecho. Mas a
desigualdade cyr < rar é estrita; para vermos isso, seja Y o conjunto IN U {oo}
equipado com a topologia cujos conjuntos abertos nao vazios sao todos os da forma
T nU{ooc}, n € N. Entdao N é um subespaco de Y e é evidente que ry/(N) =Y e
que, por outro lado, cpr(N) = N (atendendo a ?77.1).

Também aqui a subcategoria SCI(N') é o invilucro reflectivo de N em T opy.
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4. Sejam X e A as categorias do Exemplo 2.5. Seja IM o aglomerado de todas as
monofontes iniciais de X’; claramente, M(A) = X'. Neste caso verifica-se a desi-
gualdade M # PS(M); com efeito, seja X um conjunto, seja ¥ = X U {a} e seja
Yy = (¥i)icord com y; = a para todo o i. Entao m : (X,z) — (Y,y), onde m é a

inclusdo de X em Y e x é a aplicacao vazia, é um morfismo de M\ PS(M).

E f4cil verificar que os operadores de fecho c4 e r 4 coincidem em M, que c 4 preserva
morfismos de PS(M) e que os morfismos c4-densos de PS(M) sao exactamente

os isomorfismos, logo SCI(A) = X.

Observagao 8.9 Evidentemente, nos exemplos de 8.8.1 e 8.8.3, as nocoes de objecto
fortemente A-fechado e objecto absolutamente ¢ 4-fechado coincidem. Realcamos que,
num certo sentido, este conceito de fechamento para objectos tem um comportamento
melhor quando lidamos com o operador de fecho ortogonal do que quando lidamos com o
regular. Na verdade, conforme vimos, impondo condigdes bastante fracas, A C SCI(A) C
O(A) e, supondo que cy preserva morfismos de PS(M), O(A) = SCI(A); ao passo
que, relativamente ao operador de fecho regular, acontece, por exemplo, que N nao é
absolutamente 7x-fechado apesar de pertencer a N conforme observado por M. Sobral

em [64].

9 Monomorfismos estaveis para somas amalgamadas

Como acabdmos de ver, para certas classes M de monomorfismos, a classe PS(M)
tem um lugar relevante na caracterizacio de A+, de O(A) e da reflectividade de O(A).
Tal facto leva-nos a estudar a classe PS(M) em categorias “do dia-a-dia”.

Acerca do estudo da estabilidade para somas amalgamadas de classes M de monomor-
fismos, ou apenas da existéncia de M-amalgamagoes (veja-se a defini¢cdo em 8.4), remete-
mos o leitor para [45] e referéncias ai indicadas. Aqui estamos interessados em, mais do
que saber se uma dada classe M de monomorfismos é estavel para somas amalgamadas,
determinar a maior de todas as subclasses de M estéveis para somas amalgamadas.

A questao dual, equivalente a determinacgao, para uma dada classe £ de epimorfismos,

da subclasse



54 CAPITULO II. O OPERADOR DE FECHO ORTOGONAL

&' = {e € &£ | qualquer produto fibrado de e ao longo de um morfismo arbitréario

pertence a £},

foi investigada por vérios autores. Em [16], Day e Kelly caracterizaram &’ para X = Top
e &£ a classe de todos os epimorfismos regulares. Esta classe é importante na Teoria da
Descida; de facto, em Top a classe £ é precisamente a classe dos morfismos de descida

(veja-se [41], [53] e [65]).

Em 6.3.1, mostramos que, se M(A) = X, entao Inj(A) C PS(M). Vamos agora ver
que existem vdrios exemplos para os quais a igualdade Inj(A) = PS(M) se verifica.
Recordemos que se diz que uma categoria tem M-injectivos suficientes quando todo

objecto é um M-subobjecto de algum objecto M-injectivo (veja-se [2]).

Proposicao 9.1 Se X € uma categoria (£,M) que tem somas amalgamadas e M-

injectivos suficientes, entdo M é estdvel para somas amalgamadas.

Demonstragao. Para A = Inj(M), i.e., para A a subcategoria de todos os objectos
Me-injectivos, vé-se facilmente que IM(A) = X e, consequentemente, Inj(A) C PS(M).
Por outro lado, é ébvio que M C Inj(A). Logo,

Inj(A) = M = PS(M)

e, assim, M ¢ estavel para somas amalgamadas. a

Exemplos 9.2

1. Apresentamos aqui alguns exemplos de uma categoria X e uma subcategoria A tal

que, para a classe M de todos os monomorfismos iniciais,
Inj(A) = PS(M) = M.

(a) X = Met e A é a subcategoria de todos os espagos métricos completos;
(b) X = Norm e A = Ban;

(¢) X = TfAb e A é a subcategoria de todos os grupos abelianos sem torsao e

divisiveis.
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2. Os exemplos enumerados a seguir sdo do mesmo tipo, ou seja, também vigoram
as igualdades Inj(A) = PS(M) = M, mas agora A é uma subcategoria gerada
por um s6 objecto A. De facto, as categorias X seguintes sao subcategorias epi-
reflectivas simples de Top (i.e., X é o invélucro epi-reflectivo de um espago to-

polégico A em Top).

(a) Em Topg, M = Inj(S), onde S denota o espago de Sierpinski.

(b) Para a subcategoria Znd de todos os espagos indiscretos, verifica-se M =
Inj(I3), onde I> designa o espago indiscreto de cardinalidade 2.

(c) Para Top, temos que M = Inj(C1), onde C; é o espago cujo conjunto subja-

cente é {0, 1,2} e cujo unico aberto nao trivial é {0}.

Observagao 9.3 Afirma-se em [45] sem demonstragao que, em Top;, todo o diagrama

da forma m

7]

onde m é uma imersao, pode ser “completado”por um par de morfismos (m/,g’) tais
que m’ é uma imersdo e ¢ -m = m’ - g. Como Top; tem somas amalgamadas, isto
equivale a dizer que M = PS(M) para M a classe de todas as imersoes. Mas, na
verdade, esta igualdade nao se verifica em Top;. Mais do que isso, a identidade M =
PS(M) nao é valida em nenhuma subcategoria epi-reflectiva X de T op que esteja contida
em Top; e tenha um espago com mais do que um ponto, conforme vamos mostrar de
seguida': Comecamos por lembrar que toda a subcategoria X nestas condicoes contém
todos os espagos de Hausdorff de dimensao 0. Seja agora X = [0,1]NQ (com a topologia
euclidiana), e consideremos a imersdao m : X\{3} — X. Seja D = {0,1} um espaco
discreto, e seja f : X\{3} — D definido por f(z) = 0 para todo = < 3 e f(z) = 1 para
todo = > % Entdo a soma amalgamada de m ao longo de f em X é D — {x}. Por
conseguinte, m ¢ PS(M).

Nos exemplos seguintes caracterizamos a classe PS(M) para algumas dessas subca-

tegorias epi-reflectivas de Top.

O lema subsequente serd util para caracterizar a classe PS(M) no préximo grupo de

exemplos.

M. M. Clementino, private communication



56 CAPITULO II. O OPERADOR DE FECHO ORTOGONAL

Lema 9.4 Se X = M(A) e

X

Y

g

m
Z

w

¢ uma soma amalgamada em X, entdo m € M se e so se ezistirem fontes (m; : Z —

AdreMe (fi: Y — Aj)r tais que A; € Obj(A) e fi - =m; - g para todo oi € I.

Demonstragao. Seja m € M; como W € M(A), existe algum (h; : W — A;)r € M
com A; € Obj(A), i € I. Entao (m;);r = (h; -m)r e (fi)r = (h; - g); cumprem a condicao
requerida.

Reciprocamente, suponhemos que (m;); e (f;); gozam dessa condi¢ao. Entao, para
cada i € I, existe t; tal que t; -m =m; e t; - g = f;. Agora a igualdade (¢;); - m = (my)

com (m;); € M implica que m € M. O

Exemplos 9.5 Nos exemplos de subcategorias epi-reflectivas de Top considerados neste
paragrafo, IM denotara sempre a classe de todas as imersoes. Caracterizamos a classe
PS(M) e mostramos que, nestes casos, se verifica de novo a igualdade PS(M) = Inj(A)
para um conveniente espaco topolégico A. Para todos os exemplos a seguir, a identidade

M(A) = X foi provada em [32].

1. Seja X a categoria 0-dimHaus de todos os espagos de Hausdorff de dimensdo 0 e
aplicagoes continuas. Entdo, denotando por Dy o conjunto {0,1} com a topologia
discreta,

PS(M) = Inj(D2)
={XBY c M| G ¢ aberto e fechado em X = G =m~ (H) para
algum conjunto H aberto e fechado em Y }.
Comecemos por mostrar que PS(M) C Inj(D3), donde resultard que PS(M) =
Inj(Dsy) (por 6.3.1). Seja m : X — Y pertencente a PS(M) e consideremos um

morfismo f : X — Dsy. Se f é constante, é claro que existe f : Y — Dy tal

que f-m = f. Se f nao é constante, atendendo ao lema anterior, existem fontes
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(ni: Dy — Da)r € Me (g;: Y — Do)y tais que n; - f = g; - m, i € I. Entao, como
(n;)r é uma monofonte, existem n : Dy — Dy e g: Y — Do taisque g-m =n- f
e n(0) # n(1). Se n = 1p,, entdo f = g preenche a igualdade requerida; caso
contrario, n-n =1p, eentao f =n-n- f =n-g-m, pelo que podemos escolher o

pretendido f como sendo f =n-g.

Mostremos agora que a classe Inj(Dz) é como descrita acima. Sejam : X — Y
pertencente a Inj(D2) e seja G um conjunto aberto e fechado em X. Segue-se que
XG @ X — Da, onde xg(x) = 0 se e s6 se x € G, é uma aplicagdo continua. Seja
g:Y — Dy tal que g-m = xg. Entdo ¢g~1({0}) é um conjunto aberto e fechado

emY e G =g 1({0})N X (assumindo que m é uma incluso).

Reciprocamente, dado m : X — Y satisfazendo a condigao definidora do conjunto
acima, consideremos um morfismo f : X — Dy. Seja H aberto e fechado em Y e

tal que X N H = f~1({0}). Entdo xg : Y — Do satisfaz xg - m = f.

2. Seja X a categoria O-dimTop, de todos os espagos topoldgicos de dimensao 0 e
aplicagoes continuas, e seja Cy o conjunto {0,1,2} com a topologia gerada por {0}
e {1,2}. Entao
PS(M) = Inj(Co)

={XBY c M| G ¢ aberto e fechado em X = G =m~ (H) para

algum congunto H aberto e fechado em Y'}.

De facto, analogamente ao feito no exemplo anterior, podemos provar que se m :
X — Y pertence a Inj(Cp), entdo todo o conjunto G aberto e fechado em X é a

imagem inversa por m de algum conjunto aberto e fechado em Y.

Reciprocamente, suponhamos que m : X — Y goza dessa propriedade. Vamos
mostrar que, entdao, m € Inj(Cp). Dado f: X — Cy, seja H um conjunto aberto
e fechado em Y tal que H N X = f~1({0}). Nesse caso, para f : Y — Cj definido
por
0 se ye H
fly)=9 1 se ye f1({1}) :
2 se yg HUf ({1}

temos que f-m = f.
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Resta-nos mostrar que PS(M) = Inj(Cp) e, como a inclusao Inj(Cy) C PS(M)
é vélida (por 6.3.1), basta que PS(M) C Inj(Cy). Para provar esta inclusao,
vamos mostrar que todo o morfismo m : X — Y de PS(M) satisfaz a condicao:
todo o conjunto aberto e fechado em X ¢é a interseccao de X com algum conjunto
aberto e fechado em Y (supondo que m é uma inclusao). Seja G aberto e fechado
em X. Definamos f : X — Cy pondo f(z) =0sex € Ge f(x) =12z & G.
Pelo Lema 9.4, existem fontes (m; : Cop — Co)r € M e (f; : Y — Cp)s tais que

m; - f = fi-m, i € I. Assim, como (m;); é inicial, existem ji, ..., jx € [ e
conjuntos abertos Gj,, ..., Gj, em Cj tais que {0} = ﬁzzlmjfkl(ij). Isto implica
que m; '(G;) = {0} para algum i € {ji, ..., jr}. Ademais, ou G; = {0} ou

G; = {1,2}. Em ambos os casos temos que fi_l(Gi) ¢ aberto e fechado em Y e

G = f7{0}) = fHm N(G) = X 0 f7H(GY).

. Seja X = Tych e seja 1 o intervalo unitdrio fechado [0,1] com a topologia euclidi-

ana. Entao

PS(M) = Inj(I) = {C*-imersoes}.

De facto, os morfismos de Inj(I) sdo afinal as C*-imersoes e uma imersao X — Y
é uma C*-imersao sse cada dois subconjuntos completamente separados em X sao
também completamente separados em Y (veja-se 1.5.2). Assim, pelo Teorema da
Extensao de Tietze-Uryshon, segue-se que uma imersao de um subespago X num
espaco Y é uma C*-imersao se e s6 se para cada aplicagdo continua f : X — I
existir uma aplicagao continua g : Y — I que leva todos os elementos de f~1({0})
para 0 e todos os elementos de f~!({1}) para 1. Usamos esta caracterizacio das C*-
imersoes para mostrar que PS(M) C {C*-imersdes}. Seja m : X — Y pertencente
a PS(M) e seja f : X — I uma fungao continua arbitraria. Entao, pelo Lema
9.4, existem fontes (mj : I — I); € Me (f; : Y — I); tais que f; - m = m; - f,
j € J. Como M C MonoFonte(X), existe algum j € J tal que m;(0) = a # b =
m;(1). Seja h : I — I uma funcdo continua tal que h(a) = 0 e h(b) = 1 (que
necessariamente existe). Entdo para g = h - f; temos que, para cada z € f~1({0})

ecaday e f1({1}),

g-m(z)=h-f; m(x)=h-m; f()=h(a) =0
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e, analogamente, g - m(y) = 1. Consequentemente, m € Inj(I).

Fazemos notar que na maioria dos exemplos que temos vindo a estudar, O(A) é
precisamente a menor subcategoria M-reflectiva de X'. A proposigdo seguinte dd uma

justificagao para este facto.

Proposicao 9.6 Se A € uma subcategoria de X tal que M(A) = X e O(A) € reflectiva,
entao a igualdade PS(M) = Inj(A) implica que O(A) é a menor subacategoria M-
reflectiva de X.

Demonstragao. Atendendo a 2.17 e 6.3, temos que
Inj(A) N Epi(X) = A+ € PS(M) N Epi(X).

Para PS(M) = Inj(A) vem que A+ = PS(M) N Epi(X), ou seja, AL é a maior de
todas as classes B+ para as quais B é M-reflectiva. Consequentemente, O(.A) é a menor

subcategoria M-reflectiva de X. O

Todos os exemplos de 1.5 (excepto o quinto) e o exemplo 2.5 satisfazem as hipGteses
da proposicao anterior. Assim, para cada um deles, O(A) é a menor subcategoria M-

reflectiva de X = IM(A).

Como ja vimos, em geral, o operador de fecho ortogonal induzido por uma dada
subcategoria é menor do que o regular induzido pela mesma subcategoria. A proposicao
seguinte mostra que existe quando muito uma sé subcategoria M-reflectiva de X para a

qual estes dois operadores de fecho coincidem.

Proposicao 9.7 Suponhamos que X tem igualizadores e que MonoReg(X) C M. Se

r A = cq para alguma subcategoria M-reflectiva A de X, entdo A € a menor subcategoria

M-reflectiva de X .

Demonstracao. O facto de A ser M-reflectiva implica que IM(A) = X. Assim temos
que
ra = ca=—> {morfismosr 4-densos dePS(M)} = {morfismos c4-densos de PS(M)}
= Epi(X)N PS(M) = AL, atendendo a 4.6 e a 6.4.



60 CAPITULO II. O OPERADOR DE FECHO ORTOGONAL

Logo, por 2.17 e 6.3, concluimos que A = O(A) é a menor subcategoria M-reflectiva de

X. a
A proxima proposicao é, de certo modo, uma reciproca parcial da anterior.

Proposigao 9.8 Suponhamos que X tem igualizadores, MonoReg(X) C M e A =
(PS(M)NEpi(X)),. Ser € fracamente hereditdrio e c 4 preserva morfismos de PS(M),

entao r 4 = c4 relativamente a PS(M).

Demonstragao. Temos que

pelo que

At = PS(M) N Epi(X).

Consequentemente, atendendo a 4.6.1 e a 6.4, um morfismo de PS(M) é r4-denso se
e s6 se for cg-denso. Seja agora m um morfismo de PS(M); atendendo a 5.8, existe
um morfismo d tal que c4q(m) = ra(m) - d, e, como r4 é fracamente hereditério, o
morfismo d-d4(m) é r4-denso, logo é também c4-denso. Dado que c4 é um operador de
fecho idempotente e fracamente hereditario (por 7.5), decorre que X’ tem um sistema de

factorizagao (c4-denso, c4-fechado) relativamente a M (veja-se 4.3) e, assim, a igualdade

ra(m) - (d-da(m)) = (ca(m) - da(m)) - 1x

implica a existéncia de um morfismo t tal que ¢ - d - d4(m) = d4(m). Consequentemente

d é um isomorfismo e r4(m) = c4(m), como pretendido. O

E claro que a igualdade PS(M) = Inj(A) depende da escolha da subcategoria A.
Por exemplo, sejam S e N as subcategorias de Topg definidas em 8.8.1 e 8.8.2, respecti-
vamente. Entao M = Inj(S) # Inj(N).

De facto, se A e B sao subcategorias de uma categoria X com M(A) = M(B), entao
a identidade Inj(A) = Inj(B) implica que A+ = B+ (por 2.17.2), pelo que terd de ser
O(A) = O(B).

Caracterizamos a seguir a classe PS(M) para M a classe de todas as imersoes, numa

outra subcategoria epi-reflectiva de Top, a subcategoria Top; de todos os espagos T7.
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Proposicao 9.9 Em Topi, a imersdo de um subespaco X num espago Y pertence a

PS(M) para M a classe de todas as imersoes se e sd se satisfizer a sequinte condi¢do
(S) (A, BCX eA NnB =0)=4A"nB" =0.

Demonstracgao.

I. Seja o diagrama m
X

Y

m

W (11.4)

uma soma amalgamada em Top com X, Y, Z € Top; e m uma imersao. Podemos supor

VA

que m e M sdo inclusdes, W = Z U (Y \ X) e

Yy se yeY\X
g(y) se yeX

O conjunto W é dotado da topologia final induzida por m e g, ou seja, um subconjunto
U de W é aberto se e s6 se ambos os conjuntos m~1(U) e g~1(U) sdo abertos em Z e
Y, respectivamente. Assim, a soma amalgamada de m ao longo de g em Topy é rw - ™
onde ry : W — RW é a reflexao de W em Top;.

Seja q: W —>I/?/ o quociente de W determinado pela menor relagao de equivaléncia
~ em W tal que

w€e WW = w~w.

E claro que a reflexao ry : W — RW se pode factorizar através de gq.

II. Provemos que (S) é necessaria. Se nao se verificasse, existiriam dois subconjuntos
fechados de X, digamos F| e F, tais que Fy N Fy = () mas y € ﬁy N EY para algum
y € Y\ X. Nesse caso poder-se-ia definir uma aplicacao

g: X = Z=X\(F1UF)U/{1, 2} pondo

r se & FiUF,
g(z) = 1 se z€e R
2 se x€Fy

O espago Z com a topologia quociente induzida por g seria claramente T7. Porém a

soma amalgamada em Top; de m ao longo de g nao seria uma aplicacao injectiva: dado
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um conjunto aberto U em W tal que y € U, entao, como y € ﬁy N Ey, teriamos
que g H(U)NF; # 0, i = 1,2, e, consequentemente, 1,2 € U; por conseguinte, y €
—W W - C e _ .

{1} n{2} , donde ¢(1) = ¢(2). Logo ¢ nao seria injectiva e, portanto, ry - m também

nao seria injectiva, muito menos pertencente a M.

III. Para provar que a condigao (S) também é suficiente, comecemos por verificar as

duas propriedades seguintes da soma amalgamada ilustrada em (II.4):

—W —Y
(i)SeyeY\Xeze Z, entaoy € {z} seesbéseye€gl(z) ;

— W B
(i) Sew, w' e W,w#w ewe {w} ,entdoweY\Xew €Z.
—V
Demonstragao de (i): Se y € g~1(2)" e H é um conjunto aberto em W que contém y,

—v
entdo g H(H) N g~ '(z) # 0 e isto implica que z € H; portanto, y € {z} .

Reciprocamente, se y & gT(z)Y, entao existe um conjunto aberto A em Y tal que
y € Amas ANg~!(z) = 0. Seja B um conjunto aberto em Y tal que BNX = X \ g~ !(2).
Entdo H = AU B é um subconjunto aberto de Y talquey € He HN X = X \ g~ !(2).
Seja U = (H\ X)U(Z\{z}). Entao, U é um conjunto aberto em W tal que y € U mas
z ¢ U, assim y ¢QW.

Demonstragao de (it): Por um lado, se w' € Y\ X, o conjunto W \ {w'} é aberto em
W, contém w e nao contém w’, entao w & WW. Por outro lado, se w, w' € Z, seja V
um conjunto aberto em Z tal que w € V mas w’ & V; entao H =V U B\ X, onde B é
um conjunto aberto em Y tal que ¢g~!(V) = BN X, é aberto em W e contém w mas nao

—W
w'; consequentemente, w ¢ {w'} .

—W
Portanto, se w € {w'} ,temdeserweY \ X ew € Z.

Suponhamos agora que a condigao (S) se verifica. Vamos mostrar que, entao, para
cada morfismo g : X — Z com Z € Topi, a aplicagdo ¢ - m é uma imersao e I;IV/ é um
espaco T1. O facto de I/?/ ser um espaco 17 implica que g é uma reflexdo de W para Topy
e assim ¢ - é uma soma amalgamada de m ao longo de g em Top;. Consequentemente,

se ¢ - m é uma imersao concluimos que m pertence a PS(M).
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e ¢ -m é injectiva:

q-m(z) = q-m(z) < q(z) =q(z)
@HyEY\X:yE@WﬂmW, por (i),
<:>E|yEY\X:yEg_l(z)Yﬂg_l(z’)Y, por ().

A qiltima condi¢do implica que z = 2/, visto que, doutro modo, g~1(2) e g~1(2')

Y Y
seriam subconjuntos fechados disjuntos de X e entédo, por (S), g=1(z) e g~ 1(2/)

seriam também disjuntos.

° I/?/ é um espacgo T7:

Vamos mostrar que para cada b EI/?/, q 1(b) é fechado em W, e, portanto, {b} é
fechado em VT/’, ficando entao provado que I/?/ é Ty. Na verdade, atendendo a (S) e
as propriedades (i) e (i1), é facil concluir que se z,2' € Z e z # 2’ entdo ¢q(z) = q(2).

Assim, usando (ii) de novo, vem que
_ _ —W
g '(b)={y} com yeY\X ou ¢ '()={z}U{yeY\X|ye{z} }
Ora, {y} é claramente fechado em W; quanto ao outro caso, temos que

m1(g1(b)) ={z}, que é fechado em Z, e
g 0) =g Uy eV \X [ye )

— gl (2)U{ye Y\ X |yeg1(z) }, por (i)
=)

Por conseguinte, ¢~ (b) é fechado em W.

e ¢ - é inicial:
Vamos mostrar que, para cada conjunto fechado F de Z, existe E C W tal que
¢ 1 (q(E)) é fechado em W (pelo que ¢(E) é fechado em I/?/) e
F=7nqg 'Y (q(E)) = (¢g-m) (q(E)). Dado F fechado em Z, seja E = (gfl(F)Y\
X)UF. O conjunto E ¢ fechado em W. Vamos mostrar que, além disso, ¢~ (q(E)) =
E, logo q(E) é fechado. De facto, ¢~1(q(F)) = E U E; U E; onde

Ei={z€Z2 | yegw,paraalgumyeEﬁ(Y\X)}

EQ:{yGY\X]yGQW,paraalgumze(EUEl)ﬂZ}.
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Y Y
Quanto a z € Ey, temos y € g7 (F) Ng~1(z) , logo, atendendo & condicao (S),
g HF)Ng~Y(z) # 0, portanto z € F C E.

Agora, quanto a y € Fs, o facto de z € F U E; = E e E ser fechado implica que

—W ) —W )
{z}  C E; assim, como y € {z} , concluimos que y € E. |

Observagao 9.10 Atendendo a 9.9 é claro que em Top; a classe de todas as imersoes
fechadas esta contida em P.S(M) para M a classe de todas as imersoes. Mas esta inclusao
é estrita. Para o mostrar, seja Y um espago T que tem um subespaco infinito X tal
que X estd equipado com a topologia cofinita. Entao a inclusao de X em Y satisfaz a

condicao (S) mas nao é fechado.



Capitulo III
Espacos a-sébrios

E um facto bem conhecido que o aglomerado de todas as subcategorias E-reflectivas
de uma categoria (£,IM) é um “reticulado”completo relativamente a inclusdo. Varios
autores tém contribuido para o estudo do “reticulado” das subcategorias epi-reflectivas de
categorias “do dia-a- dia” (veja-se, e.g., [24] e suas referéncias). Em particular, conforme
observado por H. Herrlich [24], decorre de resultados apresentados em [76], [46] e [43]
que o “reticulado”das subcategorias epi-reflectivas de Haus contém uma classe propria
bem-ordenada e que, se assumirmos a nao existéncia de cardinais mensuraveis, o mesmo

se passa com HComp .

Acerca de subcategorias epi-reflectivas de Topg, referimos, a titulo de exemplo, o

trabalho desenvolvido em [50], [31], [39] e [48].

Vamos, neste capitulo, fazer uso dos resultados obtidos no anterior para mostrar
que o “reticulado”das subcategorias epi-reflectivas de Topy também contém uma classe
prépria bem-ordenada. Todo o ordinal « equipado com a topologia de Alexandrov é
um espaco topolégico Tp. Como é sabido, para o = 2 o invélucro reflectivo de o em
Topg é a subcategoria dos espacos sébrios. Aqui, caracterizamos o operador de fecho
ortogonal induzido em Topy pela categoria cujo tinico objecto é a (que para aw = 2 coincide
com o b-fecho). Definimos entao espaco a-sébrio para cada a > 2 de tal modo que o
invélucro reflectivo de a em Topy é a subcategoria dos espagos a-sébrios. Além disso,
obtemos uma correspondéncia bijectiva que preserva a ordem entre uma classe prépria
de ordinais e os correspondentes invélucros (epi-)reflectivos, ficando assim determinada

a classe propria bem-ordenada de subcategorias epi-reflectivas de Topy anunciada acima.

65
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A nossa principal ferramenta é o conceito de operador de fecho ortogonal.

10 Os operadores de fecho ortogonais ¢, em 7Top,

Seja A uma subcategoria de Topg e seja M a classe de todas as imersoes em Topg.
Com o intuito de simplificar, trataremos as imersoes como inclusoes de subespagos. As-
sim, como em Topy as imersdes sdo estaveis para somas amalgamadas, temos que um
operador de fecho ortogonal em Topy relativamente a M e induzido por uma subcatego-
ria A faz corresponder, a cada subespaco X de um espago Y, um outro subespaco c4(X)
que ¢ a intersecgao de todos os subespacos X, de Y que sao produtos fibrados de alguma

soma amalgamada de m ao longo de algum g € Topy(X,.A).

E evidente que, para um espaco em 7Jopg, ser fortemente A-fechado significa justa-
mente ser absolutamente c4- fechado, ou seja, cada uma das suas imersoes num outro
espago é c4-fechada.

Decorre agora facilmente a seguinte

Proposicao 10.1 Se Topg € o invdlucro epi-reflectivo de A em Top, entdo o operador
de fecho c 4 € idempotente e fracamente hereditdrio e o invélucro (epi-)reflectivo de A em

Topg € constituido por todos os espagos fortemente A-fechados.

Demonstracao. Se Topg € o invélucro epi-reflectivo A em Top, entao, para cada espago
X de Topy, existe uma monofonte inicial pequena (X f# A;)1, com codominio em A.
Assim, o morfismo < f; >: X — Il;c;A; é uma imersao com codominio em O(A). Aten-

dendo a 3.7 e a 4.1, concluimos que o invélucro reflectivo de A em Topg é a subcategoria
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de todos os espacos fortemente A-fechados. Ela coincide com o invélucro epi-reflectivo

jé que em Topg a classe AT é constituida por todos os epimorfismos. O

Vamos agora estudar o operador de fecho ortogonal c4 para um certo tipo de subca-

tegorias A de Topp.

E bem sabido que, dado um espaco X em Topg, podemos definir uma ordem parcial
em X, a ordem de especializacdo, pondo x < y se e s6 se x € @ Dado um conjunto
parcialmente ordenado (X, <), existem duas maneiras canénicas de definir uma topologia

To em X para a qual < é a ordem de especializagao:

e a topologia de Alexandrov, que consiste em todos os conjuntos superiores, i.e., con-

juntos U tais que se x € U e x < y entao y € U;

e a topologia do intervalo superior, que é a menor topologia que contém todos os

conjuntos da forma

X\ ]z
onde |z ={ye X |y <z}

A primeira das duas topologias é a topologia maximal, e a segunda é a topologia minimal,
de entre todas as topologias para as quais (X, <) é a ordem de especializacao.

Seja o > 0 um ordinal. Vamos considerar o como sendo um espago topoldgico
contemplado com a topologia de Alexandrov. Assim, como os conjuntos abertos nao
triviais de « sao todos os conjuntos superiores T 8 ={d € a | § > f} (com § € a), a é
um espago Ty. De realgar que os subconjuntos préprios fechados de a0 sdo exactamente
os ordinais menores do que «, ou seja, um conjunto v C « é fechado em « se e sé se
v € a.

E ébvio que o ordinal 2 é o espaco de Sierpinski. Ademais, para a > 2, temos uma
imersao 2 < « em Topg e, entdo, como Topgy € o invélucro epi- reflectivo de 2 em Top, é
também o invélucro epi-reflectivo de @ em Top. Se A é a subcategoria plena e fechada
para isomorfismos de Topg gerada por «, denotamos por ¢, o respectivo operador de

fecho ortogonal e, analogamente, usamos a designacao fortemente a-fechado.

Ao longo deste capitulo, o conjunto de todos os abertos de um espago X sera denotado

por Q(X).
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Como observamos em 8.8.1, o operador de fecho ¢y é justamente o operador do b-
fecho, usado primeiramente por Baron em [9] para caracterizar os epimorfismos em Topy.
Relembramos que se X é um subespago de Y entao um elemento y de Y pertence a ca(X)

se e s6 se
(b) Para cada H € Q(Y) comy € H, {y} N HN X # 0.
E conhecido que (b) é equivalente & condicio

(b') Para conjuntos abertos arbitrarios H e H em Y tais que H N X = H' N X, temos

quey € Hseeséseye H'.
Além disso, é facil verificar que (') é também equivalente & condicao

(b2) Para cada aberto G de X, hd um ordinal 5y < 2 tal que, dados conjuntos abertos
Hy, Hi e Hyde Y taisque HoN X = X, HHNX = G e HyN X = (), temos que
y € Hg se e s6se d < fy.

Com o prop¢sito de generalizar esta caracterizacao do co-fecho a todos os c,-fechos,
com « um ordinal, vamos considerar a seguinte defini¢ao:
Uma familia (Gs)s<o de conjuntos abertos de X diz-se uma «- sucessio continua

sempre que para cada x € X existir um ordinal 8, < « tal que
r € Gssse 6 < f,.

E ¢bvio que uma sucessio a-continua é decrescente, i.e., Gs, 2 G, para 61 < ds. E
também claro que Gg = X.
Dados agora um ordinal e > 1 e um subespago X de um espaco Y de Topg, conside-

remos a seguinte assuncao sobre um determinado y € Y:

(bq) Para cada a-sucessao continua (Gs)s< de conjuntos abertos de X, hd um ordinal
Bo < a tal que para cada familia (Hj)s<q de conjuntos abertos de Y com H;NX =
Gs para todo 0 < e H, N X = (), temos que y € Hy se e s6 se 6 < Sy.

A seguir mostramos que podemos caracterizar o c,-fecho de um subespaco em Topyg,

para « > 1, por meio da condicao (by). Para isso vamos usar o seguinte
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Lema 10.2 Se X € um subespaco de Y em Topg ey € Y entdo, para cada o > 1, a

condi¢ao (by) € equivalente a condi¢ao

(bl,) para toda a fun¢do continua g : X — « hd um ordinal By < « tal que para todo o

HcQY)etodooB<acomHNX =g '(18),yc€H seesdsef <.

Demonstragao. E imediato tendo em atencdo que a aplicacao que faz corresponder a

cada funcao continua g : X — « a familia

(971 (1 8))s<a

é uma bijeccdo de hom(X,«) para o conjunto de todas as a-sucessoes continuas de

conjuntos abertos de X. O

Proposicao 10.3 Se X ¢ um subespaco de' Y em Topy ey € Y, entio y € co(X) se e

s0 se satisfizer a condi¢do (by).

Demonstragao. Atendendo ao lema anterior, basta mostrar que y € c(X) se e s6
se satisfizer a condi¢ao (b),). Como para y € X o resultado é trivial, assumimos que
yeY\X.

Suponhamos entdo que y satisfaz a condigao (b),). Mostramos primeiro que y € X

o
(onde X denota o fecho usual de X em Y). De facto, seja H € Q(Y) tal que HN X = 0);
definamos g : X — a pondo g(x) =0, z € X. Como g~ (1 1) =0 =0 N X, o ordinal By
requerido por (b)) tem de ser menor do que 1, logo 3y = 0, e a igualdade HNX = g~ (1 1)
implica que y &€ H.

Seja agora g : X — a uma func¢ao continua arbitraria e consideremos a seguinte soma

amalgamada em Top, onde m : X — Y é a imersao de X em Y.

a " (IIL.1)

'Para g: X — a, g~ '(1 @) é o conjunto vazio. Para o > 2, “B < a”pode ser substituido equivalente-

mente por “f < a”.
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Supomos que m’ : o — W ¢ a inclusdo de & em o U (Y\X). Assim, a soma
amalgamada de m ao longo de g em Topg é o par (ry -m/,rw - ¢'), onde ry é a reflexdo
de W em Topg. Seja By o ordinal cuja existéncia é garantida por (b),). Vamos mostrar que,
para cada U € Q(W), y € U se e s6 se By € U, tirando-se entao que rw (y) = rw(fo) e,
consequentemente, y € X,. Seja U € QW), i.e., (¢)"HU) € QYY) e (m)"1(U) € Q(a).
Se y € U, entdo y € (¢)*(U) e, portanto, como y € X, (¢')"1(U)N X # 0. Logo,
tendo em conta que (¢') "1 (U)N X = g~ ((m')~1(U)), o conjunto (m’)~1(U) é nio vazio
e, entdo, (m')~1(U) =1 B para algum 8 < «; ademais, posto que y satisfaz (b)), tem de
ser B < fy. Obtemos assim que

yeU seeséseyc (¢) 1U)
se e s6 se (m')~Y(U) =1 3 para algum B < S
se e s6 se By € (m')~1(U) =1 B para algum f3
se e s6 se By € U.

Por conseguinte, y € X, para cada g € hom(X, ), ficando assim provado que y € co(X).

Reciprocamente, seja y € co(X) e seja g € hom(X, ). Consideremos a soma amal-
gamada correspondente definida como em (III.1) e seja X, a imagem inversa de o por
meio de ry - ¢'. Entao y € X, o que é equivalente a dizer que existe um ordinal 3y < «
tal que rw (y) = rw(Bo); além disso, este ordinal é tinico atendendo a que a estabilidade
das imersoes para somas amalgamadas em Topg assegura que ry - m’ é injectiva. Seja
HeQY)eB < atais que g7L(1 8) = HN X. Definamos U = (H\X) Ut B; entdo
U € Q(W). Ora, a igualdade rw (y) = rw(Bo) é valida justamente quando, para todo o
GeQ(W),y e Gseesdse fy € G; assim, para o conjunto aberto U considerado, temos

que y € (¢")"1(U) se e sé se By €1 B, i.e., y € H se e sé se < Py. O

Corolario 10.4 Se a e 3 sdao ordinais tais que o < 3 entao cg < cq.

Demonstracao. Sejam X um subespago de Y em Topg e y € cg(X). Sejag: X — «
uma aplicagdo continua e seja ainda e : o < f a inclusd@o de a em S. Entao, como y
satisfaz a condicao (be), existe um ordinal Sy < § tal que para todo o H € Q(Y) e todo
0 § < 3 preenchendo a igualdade H N X = (e-g)~1(16), y € H se e s6 se § < By. Como
(e-g)71(1 §) = 0 para § > «, necessariamente 3y < a e este [ verifica a condigao (b))

para g : X — «. Consequentemente, y € ¢, (X). O
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Observagao 10.5 O operador de fecho ¢, coincide com o operador de b-fecho para todos

os n > 1. Com efeito, se X é um subespaco de Y e y € c2(X), seja
X=Gyp2G2..2G1
uma n-sucessao continua. Entao, para cada k=1,...,n — 1,
X =Gy 2 Gy,

é uma 2-sucessao continua. Consequentemente, por (b2), ela determina um ordinal d; <
2 tal que, para cada familia (Hs)s<2 de conjuntos abertos de Y com Hyp N X = Gy,
HNX=GreHyNX =0,y € Hs seesbsed <. E f4cil concluir que o ordinal

n—1
Bo=>_ ok
k=1
satisfaz a condigao (by,) para y e a n-sucessao continua dada.
Consequentemente, y € ¢,(X). Atendendo agora a 10.4, segue-se que co = ¢, para
n e w\ 2.
Por outro lado, ¢y é estritamente menor do que ¢;. Para o mostrar, consideremos a
imersdo m : 2 — 3 definida por m(0) = 0 e m(1) = 2. Ent@o cz(m) = m, visto que o

dominio de m é 2 (por ?7). Mas c¢1(m) = 13; isto verifica-se facilmente atendendo a que,

para cada subespago X de Y, podemos caracterizar ¢1(X) do seguinte modo:
y€ci(X) seeséseye X e para cada H € Q(Y), se X C H entdoy € H.

Com efeito, uma 1-sucessao continua é constituida apenas pelo conjunto X e, neste caso,
Bo tem de ser igual a 0. Assim, por um lado, se H N X = (), entdo y ¢ H e, por outro
lado,se HNX = X, isto é, X C H, entao y € H.

11 Espacgos a-sébrios

Definigoes 11.1 1. Seja X um espago de Topg e seja a > 1. Um subespacgo fechado

F de X diz-se a-irredutivel se satisfizer as seguintes condiges:

(ig) F éirredutivel, i.e., para conjuntos abertos arbitrarios G e G2, se FNG1NGy =

() entao FNG1 =0 ou FNGy = 0.
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(iq) Para toda a a-sucessao continua (Gs)s<, de conjuntos abertos em X tal que

F N (NscaGs) =0, o conjunto {6 < a| FNGs # 0} tem um maximo.

2. Um espaco Tj diz-se a-sobrio se cada um dos seus conjuntos fechados a-irredutiveis

é o fecho de um tunico ponto.

Observagoes 11.2

1. Fazemos notar que a condigao (i,) implica que um conjunto fechado a-irredutivel

seja diferente do vazio.

E claro que, para todo o ordinal finito n # 0, um conjuno fechado nao vazio é n-
irredutivel se e s se satisfizer a condigao (i) (visto que (i,,) se verifica trivialmente).
Consequentemente, ser um espago n-sébrio significa apenas ser um espago sébrio.
Contudo, introduzimos a nogao de a-sébrio também para ordinais « finitos tendo
em vista as caracterizagoes 11.3 e 11.4 adiante. Elas “funcionam”bem para todos
0os a > 2, mas nao para « = 1, como veremos. Vem a proposito realcar o facto de

Topo ser o invélucro (epi-)reflectivo de o em Top s6 se a > 1.

2. Combinando (ig) com (i,) obtemos a seguinte condigdo que é equivalente & con-

juncao das duas anteriores:

(I,) Para toda a a-sucessio continua (G)s<q com G5 = A{ N AS e AS e AS quais-
quer em (X), tais que F N (Ns<oGs) = 0, existe um ordinal §y < « tal que
FﬂG(;O#@eFﬁA?OH:@parajzloujzz

3. E bem conhecido que a condicdo (i) de 11.1 sobre F' é equivalente a

(i) Se F é a reuniao de dois conjuntos fechados entao F' é igual a um deles.

Usando o Lemma 10.2, é simples verificar que (i,) é equivalente a

(i,) Para toda a aplicacdo g : X — «, o conjunto g(F') tem um méximo.

A formulagao (i,,) da condigao (i,) serd muito 1til no seguimento.

Proposicao 11.3 Para cada ordinal o > 2, um espago X de Topg € a-s0brio se e so se

for fortemente a-fechado.
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Demonstracao. Suponhamos que X nao é um espaco a-sébrio. Isto quer dizer que
X tem um conjunto F' fechado e a-irredutivel que nao é o fecho de um tnico ponto.

Definamos Y como se segue:

Y =X U{a}
QY)={H|HeQX)e HNF=0}J{HU{a}|H € Q(X) e HNF # (}.

E imediato que Q(Y) é fechado para reunides arbitrarias e intersecgoes finitas; quanto a es-

2
tas, fazemos notar que basta usar a irredutibilidade de F' para concluir que ﬂ (H; U {a}) € Q)
i=1
onde H; U {a} € Q(Y) parai=1,2.

Mostremos que Y € Topg. E evidente que quaisquer dois pontos distintos de X sao
“separados”por algum conjunto aberto de Y'; ademais, se x é um ponto de X e x & F,
existe algum H € Q(X) tal que x € H e HNF = () e, entdo, H é um conjunto aberto
de Y que separa x de a. Consideremos agora o ponto a e um qualquer x € F'. Sez € F,
entdo {x} # F por hipétese sobre F e usando 11.2.3. Entao existem 2’ € F e G € Q(X)
tais que 2/ € G mas = ¢ G. Por conseguinte, G U {a} € QY) “separa’a de x.

E 6bvio que X é um subespaco de Y. Vamos mostrar que a € cq (X) mostrando que
a satisfaz a condicao (b),); concluiremos assim que X nao é fortemente a-fechado. Seja
g : X — « uma aplicagao continua. Por hipétese sobre F' e por 11.2.3, hd um ordinal
Bo € a tal que By = maz g(F). Com o intuito de mostrar que fy satisfaz o requerido em
(b,) de 10.2, tomemos H € Q(Y) e 8 < « tais que HN X = g~(1 8). Entdo, por um
lado, se a € H, verifica-se a igualdade H = g~ (1 3) U {a} com g71(t B)NF # 0 e, por
definicdo de By, segue-se que B < By. Por outro lado, se a € H, entdao H = g~ (1 B) e
g1t B) N F = 0; assim, fo ¢1 B, ie., fo < B.

Reciprocamente, assumamos que X é a-sébrio. Seja X um subespago de Y, sendo
este um espago Tp, e seja y € Y tal que y € co(X). Queremos mostrar que y tem de ser
um ponto de X.

Seja @ o fecho de {y} em Y. Comecemos por notar que, pelo Corolario 10.4,
y € c2(X) e, entdo, como ¢y é o operador de b-fecho, segue-se sem dificuldade que
@ N X é um conjunto fechado de X que satisfaz a condigao (i,) (que, por sua vez, é
equivalente a (i), atendendo a 11.2.3). Por outro lado, {y} N X satisfaz a condicao (iq);
para o mostrar, provemos que preenche a condi¢ao (i) (veja-se 11.2.3). De facto, como

y € co(X), para cada aplicagao continua g : X — a, seja By € « o ordinal cuja existéncia
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é garantida na condicio (b, ). Vamos mostrar que By = mazx g({y}NX). Sejaz € {y}NX;
entdo, para algum H € Q(Y), g~ '(1 g(z)) = HN X, e, como = € H N {y}, y tem de
pertencer a H, pelo que g(x) < Bo. Seja agora H € Q(Y) tal que HN X = g~ (1 Bo);
entdo y € H e, como y € ca(X), @I’WX N H # (), ou seja, existe algum z € @ﬁ X
tal que g(x) €t By. Mas, como vimos, g(x) < Bo; entdo g(z) = By e By é 0 maximo
pretendido.

Logo, como X é um espaco a-sébrio e @ N X é a-irredutivel, @ NnNX = m nx
para algum z € X. Assim, por um lado, {z} C {y}; por outro lado, dado H € Q(Y’) com
y € H, temos que {z} N H # ), visto que {z} NHNX = {y} N HN X # 0, e, entdo,
x € H; consequentemente, temos a inclusdo {y} C {z}. Agora, como {y} = {z} e Y é

um espaco T(), segue-se que y = . O

Corolario 11.4 Para cada ordinal o € Ord\2, o invdlucro (epi-)reflectivo de o em Topy

€ a subcategoria plena de todos os espacos a-sobrios.

Demonstragao. E uma consequéncia imediata da proposicao anterior e de 10.1. O

Daqui em diante, para cada a € Ord\2, denotaremos a subcategoria plena dos espagos

a-sébrios por Sob(a).
Corolario 11.5 Para «, § € Ord\2 tais que o < 3, Sob(a) C Sob(p).

Demonstracgao. E uma consequéncia da proposi¢ao anterior e do Corolario 10.4. O

12 A cadeia das subcategorias Sob(«)

Como vimos, para n € wp\2, Sob(n) = Sob(2). Seguidamente, vamos tratar da
questao de saber para que ordinais a < f a subcategoria Sob(«) estd estritamente contida
em Sob(f3).

Recordamos, em primeiro lugar, algumas defini¢oes e factos acerca de cardinais, ex-
traidos essencialmente de [49], e que sao necessarios para o que se segue.

Um cardinal é justamente um ordinal que néao é equipotente com nenhum dos ordinais

que contém.
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Um cardinal diz-se regular se nao se puder escrever como a soma indexada por um
cardinal que lhe é inferior de ordinais menores que ele préprio. Por outras palavras, um
cardinal X é regular se, para qualquer conjunto I' C A com cardinalidade menor do que A,
se verifica [ JT' < A. Por exemplo, wp e w; s@o regulares; além disso, para todo o cardinal
infinito o, o™ é regular, representando o™ o menor cardinal que é maior do que a. J4 o
cardinal w,,, por exemplo, nao é regular visto ser a reunidao de todos os w; com i € w.

Se a e 8 sao ordinais, dizemos que « € cofinal com B se existir uma fungao f estrita-

mente crescente com dominio 3 tal que

U+ =e

v<B

Se « é um ordinal limite e « é cofinal com S, entdo § também é um ordinal limite e, neste
caso, a cofinalidade de a com S significa exactamente que existe uma funcao estritamente

crescente f : 3 — «a tal que

U rm=a

v<B
Recordemos ainda que um ordinal infinito o é um cardinal regular se e s6 se nao for
cofinal com nenhum ordinal menor do que «.
Para todo o ordinal «, o cardcter de cofinalidade de «, denotado por cf(a), é o
menor ordinal 5 tal que « é cofinal com 5. Se a é um ordinal limite, entao cf(«) é um

cardinal regular.

Denotemos por Ord a categoria cujos objectos sao todos os ordinais e cujos morfismos
sao todas as aplicagoes que preservam a ordem. O lema seguinte, que estabelece que, a
menos de um isomorfismo concreto, Ord é uma subcategoria plena de T opg, ser-nos-4 de

grande utilidade no teorema a seguir.

Lema 12.1 A funcdo que transforma cada ordinal num espaco Ty equipando-o com a

topologia de Alexandrov é uma imersdo concreta e plena de Ord em Topg.

Demonstragao. Pretendemos mostrar que uma aplicagao f : a — [ entre dois ordinais
preserva a ordem se e s6 se for continua relativamente as topologias de Alexandrov.

De facto, a ordem de especializacao para estas topologias coincide com a ordem usual
e é bem sabido que se X e Y sdo espacos Tp, toda a aplicacao continua f : X — Y

preserva a ordem de especializagao.
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Reciprocamente, se f : o — ( preserva a ordem, dado § € 3, seja

Y0 = min{y € a| f(y) €T d};

entdo, f~1(1 ) =1 70. Consequentemente, f é continua. O

O teorema seguinte permite-nos concluir que existe uma classe prépria bem-ordenada

de subcategorias Sob(«) com « € Ord.

Teorema 12.2 Dados ordinais f > o > 2, entdo Sob(a) estd estritamente contida em

Sob(B) se e s se existir um cardinal infinito reqular X tal que a < X\ < S.

Demonstragao. Sejam «, 3, A € Ord\2 tais que a < f e « < A < f com A\ um cardinal
infinito regular . O conjunto fechado A de [ satisfaz trivialmente (i); vamos mostrar
que também satisfaz (il,), pelo que A é a-irredutivel.

Seja g : B — a uma aplicacao continua.

Se A < 3, seja 0 € a tal que g(\) = ¢; entdo, como a continuidade de g é equivalente
a preservacao da ordem (por 12.1), segue-se que § € A = g(0) < g(\) = 9 e,

consequentemente, A C g~ (] 4).

Se A = f3, posto que o = U 1 8, obtemos \ C U g1} 8) e, entdo, como o < A e \ é
steY d€a
regular, A C g~ (] ) para algum § € a.

Fica assim assegurada a existéncia de &g = min{d € a|X C g~ 1( §)}. Ademais,
AN g7 ({60}) # 0, pelo que 5y = maz g(A\). Com efeito, se A N g~ 1({5}) = 0, entdo

AC U g7 1(] 6); mas, como X é regular, resulta que A C g~ (| §) para algum § € dg, o

dE€do
que contradiz a definigao de dyg. Por conseguinte, dy € g(\).

Portanto, acabdmos de mostrar que A é um conjunto fechado a-irredutivel de 5. Mas
A nao é o fecho de um tunico ponto; de facto, um conjunto é o fecho de um vnico ponto
se e s6 se é um ordinal sucessor. Concluimos assim que § nao é um espago a-sébrio e,

por conseguinte, a inclusdo Sob(«) C Sob(3) é estrita.

Reciprocamente, suponhamos que nao existe nenhum cardinal infinito regular entre «
)
e (. Os tnicos subconjuntos fechados de 8 que nao sao o fecho de um conjunto singular

s@0 os ordinais limite. Vamos mostrar que eles nao sao a-irredutiveis, pelo que 8 € Sob(«)
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e Sob(a) = Sob(). Seja v um ordinal limite em S, seja A o seu cardcter de cofinalidade
(que é um cardinal infinito regular) e seja
fiA—=xy

uma funcao estritamente crescente tal que

v= 1)

dEA

Por hipétese, A tem de ser menor do que « e, de acordo com as assuncgoes sobre f, para
cada ¢ € v existe algum § € X tal que ¢ < f(0) e, assim, o conjunto {J € \|¢ < f(5)}
nao ¢ vazio. Podemos entao definir uma aplicacao

g:8—«
do seguinte modo:

min{d € X| ¢ < f(9)}, sep €n,
A, sepéen.

E Sbvio que g é nao-decrescente, logo continua, atendendo a 12.1. Mas ~ nao verifica

9(¢) =

(i,) em relagdo a g; efectivamente, temos que g(y) = A, visto que a definicao de g e o

facto de f ser estritamente crescente implica que, para cada ¢ € A, g(f(J)) = 0. O

Corolario 12.3 A familia (Sob(«)), onde a percorre a classe dos cardinais infinitos,
€ uma classe propria bem-ordenada que estd contida no “reticulado”das subcategorias

epi-reflectivas de Topg.

Demonstragao. Se « e 3 sdo cardinais infinitos e a <  entao existe algum cardinal
infinito regular entre eles, visto que, para todo o cardinal infinito o, o cardinal o™ é
regular. Ocorre, entao, a desigualdade Sob(a) # Sob(f). Usando agora 11.5, obtemos o

resultado expresso acima. O

Observagao 12.4 Realmente, atendendo a 12.2 e a 12.3, os ordinais a > 2 para os
quais (Sob(a)) contém estritamente (Sob()) para todo o f < « sdo precisamente todos
os cardinais infinitos e todos os ordinais que sdo o sucessor de um cardinal infinito regular.

Temos assim que
Sob(2) C Sob(wg) C Sob(w + 1) = Sob(wy + wp) = - - - = Sob(wp - wp) = - - -

<o C Sob(wy) C Sob(wi +1) =--- C Sob(wy,) = Sob(w, +1) =---.
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Observagao 12.5 Na seccao anterior caracterizamos o invélucro epi-reflectivo de cada
ordinal dotado com a topologia de Alexandrov em Topy. Em [48], S. Mantovani consi-
derou cada ordinal a equipado com a topologia do intervalo superior, i.e., os conjuntos
abertos nao triviais sao da forma {d€a | § > B}, f € «, e caracterizou os invé6lucros
epi- reflectivos detes espagos em T opg. E evidente que, para cada ordinal o, a topologia
do intervalo superior e a topologia de Alexandrov coincidem se e s6 se o < wp: para
a > wp, cada ordinal limite em « é fechado para a topologia de Alexandrov, mas nao
para a do intervalo superior. Para a > wy, os involucros epi-reflectivos obtidos neste
capitulo sao diferentes dos invélucros de S. Mantovani, como decorre do facto de todo
o ordinal sucessor com a topologia do intervalo superior ser um espaco sobrio. Mais
geralmente, prova-se em [48] que para « e 3 com a topologia do intervalo superior os
invélucros epi-reflectivos corrrespondentes coincidem se e s6 se cf () = ¢f(B). Para além
disso, S. Mantovani mostrou que estes invélucros epi-reflectivos nao sdo compardveis no
“reticulado”das subcategorias epi-reflectivas de Topg. Portanto, a nossa definicao de
espaco a-sébrio fornece uma generalizagdo mais natural do conceito de espago sébrio.
Nomeadamente, e em contraste com os involucros epi-reflectivos de S. Mantovani, temos

que:

1. A funcao
Ord\2 — L(Topo),

onde L(Topy) denota o “reticulado”das subcategorias epi-reflectivas de Topg, que
faz corresponder, a cada ordinal a, a subcategoria Sob(«), preserva a ordem (pelo

Corolario 11.5).

2. Como mostramos no Lema 12.1, a classe de todos os ordinais e todas as aplicacoes
que preservam a ordem pode ser considerada como uma subcategoria concreta plena
de T opg, dotando cada ordinal com a topologia de Alexandrov. Isto ja ndo acontece

se a topologia do intervalo superior substituir a de Alexandrov. De facto, seja
frw+l—w+1

definida por
f(0) =0 paratodoo § € w;

fw) =w.
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Entao f preserva a ordem, 1 é um conjunto fechado para ambas as topologias, a
de Alexandrov e a do intervalo superior, mas o conjunto f~!(1) = w néo é fechado

para a topologia do intervalo superior.
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Capitulo IV

Involucros solidos

Categorias sdlidas sao categorias concretas nas quais toda a cofonte estruturada tem
um levantamento semifinal. E bem conhecido que estas categorias, introduzidas, sob
diferentes nomes, por V. Trnkova [75] e R.-E. Hoffmann [35, 36], retém propriedades da
categoria base, tais como a completude, a cocompletude e outras relevantes, e sao ainda
suficientemente gerais para abarcar todas as categorias “bem-comportadas’na Topologia
e na Algebra; veja-se [2] para mais detalhes.

Ha&, contudo, uma propriedade em relagao a qual estas categorias sdo menos satis-
fatorias: parece nao ser possivel encontrar um procedimento geral para a construcao de
uma extensao solida tao pequena quanto possivel, i.e., um invdlucro sélido, de uma ca-
tegoria concreta arbitraria. Isto contrasta com a situacao das categorias topoldgicas, i.e.,
categorias nas quais toda a cofonte estruturada tem um levantamento final: o invdlucro
topoldgico, habitualmente chamado completamento de MacNeille, introduzido por H. Her-
rlich [27], foi construido para o caso geral por J. Addmek, H. Herrlich e G. E. Strecker [1]
no sentido de que, quando essa construgao € legitima, ela fornece um invélucro topoldgico,
e, quando nao ¢ legitima, o invélucro topolégico nao existe.

No presente capitulo estudamos condicoes sob as quais uma dada categoria concreta
tem um invdlucro sdlido. Continuamos assim a investigacao iniciada por J. Rosicky
[55, 56, 57] que apresentou, inter alia, uma categoria concreta sobre Set que nao tem um
invélucro sélido, apesar de ter uma extensao sélida finalmente densa (veja-se 13.11 adi-
ante). Em [57], Rosicky mostra que, assumindo o axioma (M) da nao-existéncia de uma

classe propria de cardinais mensuraveis, ha uma categoria concreta sobre Set contendo

81
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uma subcategoria pequena finalmente densa que nao tem um invélucro sélido. Baseando-
nos em resultados de J. Adamek, J. Rosicky e V. Trnkové ([5], [7], [57]), mostramos que,
mais do que isso, a existéncia de invélucros sélidos para categorias concretas sobre Set
com uma subcategoria pequena finalmente densa é equivalente ao Principio Fraco de
Vopénka. ( (M) implica a negagao do Principio Fraco de Vopénka, veja-se [7].)

A existéncia de invélucros sélidos e a de invélucros reflectivos estdo intimamente

ligadas, como veremos neste capitulo.

13 Invdlucro sdlido

Recordamos que uma categoria concreta sobre uma categoria X é um par (A,U),
onde A é uma categoria e U : A — X é um functor fiel; um functor concreto de (A, U)
para outra categoria concreta (B,V) sobre X, denotado por F' : (A,U) — (B,V), é um
functor FF: A — Btalque U =V - F.

Uma referéncia adequada para uma informagao de base sobre categorias concretas é
[2].

Para todas as categorias concretas (A, U), assumiremos sempre que U é amnéstico,
i.e., todo o isomorfismo de A cuja imagem por U é uma identidade é necessariamente

uma identidade.

Uma categoria concreta bem conhecida é Top equipada com o habitual functor de

esquecimento sobre Set. Uma propriedade importante de Top é a seguinte:

(1) Se (X;, ;) sado espagos topoldgicos, i € I, e (fi : X; — X); é uma familia de
aplicagoes, entao existe uma tnica topologia 7 em X, a topologia final relativamente
a (fi)r, tal que, se (Y,v) é um espago topolégico e g : X — Y é uma fungao para
a qual g - f; é continua para todo i € I, entao g : (X,7) — (Y,v) é uma funcao

continua.

De facto, muitas das propriedades de Top podem ser obtidas de (1).
Viérias categorias concretas conhecidas satisfazem a condigdo anterior e sado entao

chamadas categorias topoldgicas. Mais precisamente, recordamos que:

Se (A,U) é uma categoria concreta, entdo uma cofonte (f; : A; — A); em A diz-se
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U-final se todo o morfismo g : UA — UB de X é a imagem por U de algum morfismo
de A sempre que todos os g - f; sdo a imagem por U de morfismos de A. A nocao dual é
fonte U-inicial.

Uma categoria concreta (A,U) diz-se topoldgica se toda a cofonte U-estruturada
(x; : UA; — X)1 tem um levantamento U-final (f; : A; — A)r, ie, UA=X e
(fi + Ai = A)r é U-final. Podemos definir uma categoria topolégica de modo equiva-
lente como sendo uma categoria concreta (A, U) para a qual toda a fonte U-estruturada
(x; + X — UA;); tem um levantamento U-inicial. A fidelidade e a amnesticidade de U
asseguram a unicidade de cada levantamento U-final (ou U-inicial).

As categorias topoldgicas tém propriedades muito boas (ver, e.g., [2]); recordamos

aqui que, em particular, se (A, U) é uma categoria topolédgica sobre X', entao
(p1) U é um adjunto direito;
(p2) A é (co)completa sempre que X é (co)completa;

(p3) Se (A,U) tem fibras pequenas (i.e., para todo o objecto X de X a colecgao de
todos os objectos de A para os quais UA = X é um conjunto), entdo A4 é bem-

(co)potenciada sempre que X é bem-(co)potenciada.

Viérios exemplos de categorias topolégicas podem ser encontrados em [2]. Vamos
agora descrever um exemplo de categorias concretas que sao topoldgicas, nao obstante a

sua origem algébrica, e que serao muito tteis no seguimento.

Exemplo 13.1 Seguindo terminologia de [6], seja ¥ um dominio de relagoes A-drias, isto
é, ¥ é um conjunto de simbolos relacionais, tais que, para cada o € X, temos uma dada
aridade ar(o) sendo ar(o) um conjunto com card(ar(c)) < A. Uma estrutura relacional

(@) para cada

A de tipo ¥ consiste num conjunto subjacente X4 e em relacoes o4 C XZT
o. A categoria Rel(X) tem, como objectos, todas as estruturas relacionais de tipo X
e, como morfismos, todos os homomorfismos, i.e., aplicacoes que preservam as relacoes
correspondentes.

A categoria Rel(X), com o usual functor de esquecimento sobre Set, é topoldgica.
Com efeito, dadas estruturas relacionais A;, i € I, e uma cofonte (f; : Xa, — X); em
Set, definimos um levantamento final tomando a estrutura relacional A definida por

Xa=X e, paratodoo € X, o4= U{(fi(at))t'Ear(J) | (at)tEar(U) € JAi}'
i€l
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A nogao de categoria sélida, que recordamos a seguir, generaliza a de categoria to-
polégica (bem como a de categoria topologicamente algébrica, veja-se [2]). Na verdade,

as categorias sélidas surgem com abundancia em Topologia e Algebra.

Definicao 13.2 Uma categoria concreta (A,U) diz-se sélida se, para cada cofonte U-

estruturada S = (UA; 3 X);, existir um morfismo U-estruturado X Y, UB tal que:
(i) y - x; é a imagem por U de um morfismo A; — B de A para cada i € I;

(i4) sempre que um morfismo U-estruturado X = UC' é tal que z - z; é a imagem por
U de um morfismo de A para todo i € I, entdo had um tinico morfismo B A C em

Atal que Uf -y = 2.
Observagoes 13.3 (cf.[71])

1. Este conceito é substancialmente mais fraco do que o de categoria topolégica. Nao
obstante, ele retém algumas das propriedades mais significativas, e.g. (p1) e (p2)

mencionadas anteriormente.
2. Outras propriedades relevantes envolvendo solidez sao as seguintes:

(a) Os functores sélidos, i.e., functores fiéis U : A — X tais que (A, U) é sélida,

sao fechados para a composicao.

(b) Se A é uma subcategoria reflectiva de uma categoria B, entao o functor inclusao

A — B é sélido.

O problema seguinte tem sido estudado por vérios autores, relativamente a diversas
propriedades (cf., por exemplo, [62] e referéncias ai indicadas): Dada uma categoria
concreta (A, U), existe uma extensao de (A, U) com boas propriedades, e.g., uma extensao
topolégica ou uma extensao sélida? E, se for esse o caso, existe uma que seja a menor?

Aqui, estamos particularmente interessados na existéncia da menor extensao soélida.

Para sermos mais precisos na terminologia, recordemos que:

Uma imersao concreta plena E : (A, U) — (B,V) diz-se uma eztensao de (A,U).
Também dizemos que (B, V) é uma extensao de (A,U).

Uma extensao F : (A, U) — (B,V) de (A,U) é finalmente densa se para cada objecto
B de B existir uma cofonte V-final (f; : EA; — B); com cada A; em A.
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Dualmente, temos a nogao de extensao inicialmente densa.

Definicao 13.4 Se E; : (A U) — (B1,V1) e Ey : (A U) — (Ba,V2) sdo extensoes
finamente densas de (A, U), dizemos que E; € menor ou igual do que Es sempre que

existir uma imersao concreta plena F' : (B1, V1) — (B2, V2) tal que F' - B = Es.

E 6bvio que esta relagao “menor ou igual do que”é reflexiva e transitiva; além disso,
é “quase” anti-simétrica: se F7 é menor ou igual do que Fy e Fo é menor ou igual do
que Fj, entao as duas extensoes de (A, U) sao isomorfas, isto é, existe um isomorfismo

concreto F' tal que F' - E1 = Fs. Isto é uma consequéncia do proximo lema.

Lema 13.5 Dadas imersées concretas plenas finalmente densas E; : (A, U) — (B;,V;),
i = 1,2, existe quando muito uma imersao concreta plena F : (B1, V1) — (B, Va) tal que

F.FE; =Es.

Demonstragao. Sejam F e F’ imersoes concretas plenas tais que F'- By = F' - B =
Es. Para cada B € Obj(B;), temos que (f; : E1A; — B); é a cofonte de todos os
morfismos com codominio B e dominio em F;(A) se e s6 se (F'f; : EoA; — FB)r e
(F'f; : E9A; — F'B)1 sao as cofontes de todos os morfismos com codominio FB e F'B,
respectivamente, e dominio em E3(A). Como E3 é finalmente densa, ambas as cofontes
(Ff; : EsA; — FB)re (F'f; : EyA; — F'B); sdo finais. Portanto, pelo facto de F' e F’
serem concretos e tendo em conta que V5 é amnéstico, decorre que FB = F'B. Como

Vo - F =V, F' eV, éfiel, segue-se que F e F’ coincidem também nos morfismos. O

Recordemos que, dada uma categoria concreta (A,U) sobre X, uma cofonte U-
estruturada S = (UA; 5 x )1 diz-se fechada se contiver todos os morfismos g : UB — X
tais que para cada h : X — UA, o morfismo h-g de X é a imagem por U de um morfismo
de A sempre que o mesmo acontece com todos os h - f;.

Podemos considerar a quase-categoria de todas as cofontes U-estruturadas fechadas
tomando como morfismos de S = (UA4; 5 x )1 para S" = (UA; %4 Y) ; todos os morfis-
mos f: X — Y de X tais que f - f; pertence a S’, para todo i € I. Conforme mostrado
por J. Addmek, H. Herrlich e G. Strecker em [1], uma categoria concreta (A, U) tem uma
menor extensao topoldgica se e s6 se o aglomerado das U-cofontes fechadas é legitimo

e, neste caso, a categoria das U-cofontes fechadas é a menor extensao topoldgica, usu-
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almente chamada completamento de MacNeille. Ela coincide (a menos de isomorfismo)
com toda a extensao topoldgica inicial e finalmente densa da categoria concreta dada.

O proéximo resultado, devido a Hoffmann e Tholen, é muito importante para este
capitulo. (Naturalmente, se E : (A,U) — (B,V) é uma extensao, entao dizemos que
(A,U), ou simplesmente A, é reflectiva em (B,V), ou B, desde que E(A) seja reflectiva
em B.)

Proposicao 13.6 ([37, 71]) Uma categoria concreta € sélida se e sé se tiver um comple-

tamento de MacNeille e for reflectiva nele. O

Vamos agora definir invélucro sélido de uma categoria concreta.

Definicao 13.7 Uma extensao E* : (A,U) — (A®, U?®) de uma categoria concreta (A, U)

é um invdlucro sdlido de (A, U) se for:

(7) uma extensao sélida finalmente densa de (A, U);
(74) menor ou igual do que qualquer outra extensao sélida finalmente densa de (A, U).

Posto que, atendendo a 13.5, um invélucro sélido, caso exista, é tnico a menos de

isomorfismo, referir-nos-emos muitas vezes a ele como sendo o invdlucro sélido.

Nesta seccao, mostraremos que, se uma categoria concreta tem um involucro sélido,

ele é o seu invélucro reflectivo em alguma extensao sélida finalmente densa.

Faremos uso do seguinte

Lema 13.8 Uma categoria sélida € reflectiva em cada uma das suas extensoes finalmente

densas.

Demonstragao. Seja (A,U) uma categoria sélida e seja £ : (A,U) — (B,V) uma
extensao finalmente densa de (A,U). Se (f; : EA; — B)r é a cofonte de todos os
morfismos com dominio em FE(A) e codominio B, seja p : VB — UA o levantamente
semi-final da cofonte U-estruturada (V f; : UA; — V B);. Como (f;)r é V-final, p: VB —
VEA é aimagem por V de um morfismo de B, i.e., existe um morfismo p: B — FA em
B tal que Vp = p. E agora simples verificar que o morfismo p : B — EF'A é uma reflexao

de Bem E. O

Fazemos notar que o problema da existéncia de um invélucro sélido ou, até, de uma

extensao sélida, faz sentido apenas para categorias concretas que tém um completamento
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de MacNeille. Na verdade, se E : (A, U) — (B,V) é uma extensao sélida, o completa-
mento de MacNeille de (B, V) existe (por 13.6) e é uma extensao topoldgica de (A,U), o
que garante que (A, U) tenha um completamento de MacNeille([1]).

Consequentemente, de futuro, assumiremos sempre que

as categorias concretas consideradas tém um completamento de MacNeille.

Teorema 13.9 Uma categoria concreta (A,U) tem um invélucro solido se e sé se existir
um invdlucro reflectivo de A em cada uma das suas extensées sdlidas finalmente densas.
Além disso, se o invdlucro sdlido existir, ele € concretamente isomorfo a cada um desses

mvdlucros reflectivos.

Demonstracao. Seja

B (A U) = (A%, U%)

o invélucro sélido de (A,U) e seja E : (A, U) — (B, V) uma extensao sélida finalmente
densa. Atendendo a 13.5 e a 13.7, existe uma tnica imersao concreta plena F' : (A%, U®) —
(B,V) tal que F'- E* = E. Como F é finalmente densa, F' é também finalmente densa e,
atendendo a 13.8, F'(A®) é reflectiva em B, porque (A%, U?) é sélida. Mostramos agora
que F(A?®) é o invélucro reflectivo de E(A) em B. Seja C uma subcategoria reflectiva
de B que contém E(A). Entao (C,V’), onde V' é a restrigao de V' a C, é uma extensao
s6lida finalmente densa de A, porque uma subcategoria concreta e reflectiva de uma
categoria sélida é sélida, por 13.3.2. Portanto, de 13.5 e 13.7, decorre que F(A°) é uma

subcategoria de C.

Reciprocamente, seja

E': (A, U) — (AL UY

o completamento de MacNeille de (A,U) e seja A™ o invélucro reflectivo de E*(A) em
At. Entdo, (A",U"), onde U" é a restricao de U a A", é uma extensao sélida finalmente
densa de (A,U). Mais do que isso, (A", U") é um invélucro sélido de (A, U):

Dada uma extensdo sélida finalmente densa E : (A, U) — (B, V), seja F* : (B,V) —
(B, V') o completamento de MacNeille de (B,V). Entdao, F' - E : (A,U) — (B, V?Y)
é uma extensao topoldgica de (A,U) e, portanto, existe uma imersao concreta plena

G:(ALUY — (B, VY tal que G- E' = Ft - E.
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Et
(AU) -(ALUY)
\g“ /
E (A", U") G
(B,V) t ~(B%, V")

E claro que G ¢é finalmente densa e, como (A%, U?) é sélida, conclui-se de 13.8, que
G(A?) é reflectiva em Bt. Mas, por hipétese, G - E*(A) tem um invélucro reflectivo em
Bt. Logo, esse invélucro tem de coincidir com o invélucro reflectivo de G - E*(A) em
G(AY) que, obviamente, é G(A"). Consequentemente, o invélucro reflectivo de G - E*(A)
em B! é concretamente isomorfo a A”. Analogamente, I é finalmente densa, (B, V) é
sélida e, portanto, F*(B) é reflectiva em B°. Entao o invélucro reflectivo de F' - E(A) =
G - E'(A) em B! coincide com o invélucro reflectivo de F! - E(A) em F'(B). Assim,
A" é concretamente isomorfa ao invélucro reflectivo de E(A) em B. Por conseguinte, a

extensao (A", U") de (A,U) é menor ou igual do que a extensao (B,V). O

Observagoes 13.10

1. Como acabdmos de ver, a existéncia de um invélucro sélido de uma dada catego-
ria concreta depende da existéncia de um invélucro reflectivo conveniente. E de
salientar que a reciproca também ¢é verdadeira: a existéncia do invélucro reflectivo
de uma dada subcategoria depende da existéncia do invélucro sélido de uma ade-
quada categoria concreta. Na verdade, seja A uma subcategoria de uma categoria
X. Entao (X,1x) e (A, E), onde E é a inclusao de A em X, sdo categorias con-
cretas sobre X; ademais, (A, E) — (X,1y) é o completamento de MacNeille de
(A, E) e, assim, o invélucro reflectivo de A em X, caso exista, é o invélucro sélido

de (A, E).

2. Dada uma propriedade P sobre categorias concretas, uma extensao E : (A, U) —
(B,V) diz-se uma P-extensao desde que (B, V) satisfaca a propriedade P. Um P-

invélucro de (A, U) é uma P-extensao finalmente densa de (A, U) que é menor ou
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igual do que qualquer outra P-extensao finalmente densa. Para vérias propriedades
P e para algumas classes E de morfismos, o invélucro E-reflectivo em cada P-
extensao finalmente densa de (A,U) é um P-invélucro de (A,U) ([62]). Mas ha
uma diferenca importante entre o invélucro sélido e varios outros P-invélucros:
a existéncia dos P-invélucros considerada em [62] é garantida pela de P-extensoes
finalmente densas; ao passo que tal garantia ndo se mantém para o invélucro sélido,

mesmo se a categoria base for Set, como vamos ver no Exemplo 13.11.

O exemplo seguinte de uma categoria concreta sobre Set que tem uma extensao sélida
finalmente densa mas nao tem um invélucro sélido foi apresentado por Rosicky em 1.2
de [56], usando uma linguagem de teoria de modelos. Seguidamente, descrevemos este
exemplo utilizando uma abordagem diferente que acentua a relagdo entre o problema da

existéncia de um invélucro solido e o da existéncia de um involucro reflectivo.

Exemplo 13.11 (cf [56]) Seja C; a categoria que se obtém fazendo o coproducto da
categoria dos conjuntos com a categoria dos sup-semi-reticulados completos e juntando
os seguintes morfismos: para cada conjunto X e cada sup-semi-reticulado completo A,
C1(X, A) consiste em todas as aplicagoes de X para o conjunto subjacente a A. Seja Cy
a categoria definida de modo andlogo considerando a categoria das algebras com uma
operacao undria em vez da dos sup-semi-reticulados completos. Para os functores de
esquecimento naturais U; : C; — Set, as categorias C; e Co sao sélidas. Seja (A, U) =
(C1,U1) x (C2,Us) o producto de (C1,U;) e (C2,Us) na quase-categoria C' AT (Set) das
categorias concretas sobre Set e functores concretos entre elas. Recordamos que A é a
subcategoria da categoria producto C; x C2 tendo por objectos todos os pares (Cq,C3)
tais que C7 e Cs tém o mesmo conjunto subjacente e tendo por morfismos todos os
f:(C1,C3) — (D1, D3), onde f: C; — D; é um morfismo de C;, : = 1,2. O functor U é
definido por U(C1, Cs) = U1Cy = UCy e U f = f. Vamos mostrar que (A, U) nao tem um
invélucro sélido. Seja E! : (C;, U;) — (CY,U!) o completamento de MacNeille de (C;, U;),
i = 1,2, e (T,V) = (CL,U}) x (CL,UL). A categoria concreta (7,V) é sélida, visto
ser topoldgica. Além disso, (7,V) é cocompleta, visto ser sélida sobre uma categoria
cocompleta (por 13.3.1). Consideremos as categorias (A1, V1) = (C1,U1) x (C5,UL) e
(A, Va) = ((CL,UY) x (C2,Us). E 6bvio que existem imersoes concretas plenas Gy :
(A U) = (A, Vi) e F; @ (A, Vi) — (T,V), i = 1,2, tais que F; - G1 = Fy -Gy e
Fi(A) N Fy(Ag) = F1 - G1(A) = Fy - Go(A).
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(-Ala VI (Cl7 Ul CQ? UZ)

(C1,U1) x (C2,U2) =(A,U) (T, V) = (CL,U) x (C5,U3)

Go /F2

(AQv V2 (Ct7 Ul (C27 U2)

Além disso, as categorias F;(A;) sdo reflectivas em T porque C; é reflectiva em C! e C!
é topoldgica, i = 1,2. Entao, como F; - G1(A) é a intersecgao de duas subcategorias
reflectivas, para concluir que nao tem um invélucro reflectivo, basta mostrar que ela
nao ¢é reflectiva. De facto, F} - G1(A) ndo é cocompleta: Seja C o sup-semi-reticulado
livre gerado pelo conjunto de todos os nimeros naturais, seja Cy o conjunto subjacente
a C1, seja Dy a dlgebra unéria gerada por um conjunto singular e seja D; o conjunto
subjacente a Ds; ent@o, o coproducto de (Cy,C3) e (D1, D3) nao existe em A. Por
conseguinte, F - G1(A) nao pode ser reflectiva na categoria cocompleta 7. Por outro
lado, Fy -Gy : (A,U) — (T, V) é finalmente densa, como consequéncia do facto de E! e E}
serem finalmente densos e, para i = 1,2, C; ter estruturas discretas que sao preservadas

por E! (ver [2]). Portanto, atendendo a 13.9, (A,U) nao tem um invélucro sélido.

14 Invdlucros ortogonais e involucros sélidos

Tendo presentes os dois primeiros capitulos e a udltima seccao, um importante can-
didato para ser o invoélucro solido de uma categoria concreta é o involucro ortogonal no
completamento de MacNeille. Eis, pois, a razao pela qual usaremos, durante o resto

deste capitulo, a nocao seguinte.

Definigao 14.1 Por invélucro ortogonal de uma categoria concreta (A,U) entendere-
mos a extensdo de (A,U) ao invélucro ortogonal da sua imagem no completamento de

MacNeille.

Veremos que, sob condicoes adequadas, o invélucro ortogonal é um involucro sélido.
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Proposigao 14.2 O invdlucro ortogonal de uma categoria concreta (A,U) é menor ou

igual do que toda a extensdo sdlida finalmente densa de (A,U).

Demonstragao. Seja (A, U) uma categoria concreta com completamento de MacNeille
Et: (A U) — (AL UY), seja A° o invélucro ortogonal de E*(A) em A!, U° a restricao de
UtaA°e E°: (A, U) — (A% U°) a co-restrigao de E* a (A%, U°). Se

E:(AU)— (BYV)

é uma extensdo sélida finalmente densa, sejam A' o invélucro ortogonal de F(A) em B,
U' a restricio de V a Al e E' : (A, U) — (A',U') a extensdo correspondente. Seja
Ft : (B,V) — (B, V') o completamento de MacNeille de (B,V); entdo, existe uma
imersdo concreta plena G : (A, UY) — (B, V) tal que G- E' = F' - E.

) S —
Bt Y

E| (ALUY  (A°,U°) a

4’(87 V) : '(Btvvt)

Ent&o, atendendo a 2.12.2 e a 13.8, concluimos que G estabelece um isomorfismo con-
creto entre (A°,U°) e o invélucro ortogonal de F' - E(A) em B!, que, através de F!, é
concretamente isomorfo a (A, U'). Portanto as duas extensdes finalmente densas E° e

E' sdo isomorfas, ficando assim claro que E° é menor ou igual do que E. O

Coroldrio 14.3 Se o invdlucro ortogonal de uma categoria concreta (A, U) € sélido entao

é o invdlucro solido de (A,U) . O

Para o caso particular das categorias concretas sobre Set com um completamento de
MacNeille com fibras pequenas, a proposi¢ao anterior é estabelecida em [56] no Teorema
1.1 (veja-se também [57], onde a tradugao da terminologia de teoria de modelos para a

categorial é referida).
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Observagoes 14.4 1. A prova de 14.2 mostra que obtemos uma defini¢ao equivalente

de invélucro ortogonal de uma categoria concreta se, em 14.1, substituirmos “o

completamento de MacNeille” por “alguma extensao sélida finalmente densa”.

2. Sempre que E : (A,U) — (B,V) é uma extensao sélida finalmente densa de (A, U),
o invélucro ortogonal B! : (A, U) — (A, U'), de acordo com o descrito acima, é um
invélucro sélido se e s6 se A! é reflectiva em B, como se conclui usando a observacao
1. anterior, 13.8 e o facto de uma subcategoria reflectiva de uma categoria solida

ser sélida.

3. Seja (A,U) uma categoria concreta sobre uma categoria com colimites conexos e
seja E: (A,U) — (B,V) uma extensao sélida finalmente densa de (A, U). Entao,
atendendo a 2.10 e ao facto de uma categoria sélida ter todos os colimites que
existirem na categoria base (ver [71]), o invélucro ortogonal de (A,U) é o seu
invélucro sélido se e 56 se a classe [E(A)]*5 satisfizer a condigdo de conjunto solugao

em B.

Proposicao 14.5 Seja (A,U) uma categoria concreta sobre uma categoria completa e
bem-potenciada. Se (A,U) tem um completamento de MacNeille com fibras pequenas e

A tem um conjunto co-gerador, entio (A,U) tem um invdlucro solido.

Demonstragao. Seja E' : (A,U) — (A", U') um completamento de MacNeille com
fibras pequenas de (A, U). Entao, das hipéteses sobre a categoria base, segue-se que A
é completa e bem-potenciada. Agora, a demonstracao decorre do Teorema Especial do
Functor Adjunto (veja-se V.8 em [49]): Seja A’ o fecho para limites de E'(A) em A%
entdo, A' é completa e bem-potenciada e tem um conjunto co-gerador. Consequente-

mente, A’ é reflectiva em A* e, portanto, é um invélucro sélido de A. O

Em [57] foi mostrado que toda a categoria concreta pequena sobre Set tem um

invélucro sélido. Da proposicao anterior obtemos o seguinte resultado mais geral:

Corolario 14.6 Toda a categoria concreta pequena sobre uma categoria completa e bem-

potenciada tem um invdlucro sdélido. |



14. INVOLUCROS ORTOGONAIS E INVOLUCROS SOLIDOS 93

Uma categoria concreta sobre uma categoria (£, M) diz-se M-topoldgica se toda a
fonte estruturada em M tem um levantamento inicial. E bem conhecido que, para uma ca-

tegoria concreta (A, U) sobre uma categoria (£, M), sao validas as seguintes implicagoes:
(A,U) é topolégica = (A,U) é M-topolégica = (A,U) é sélida.

O invélucro M-topoldgico de uma categoria concreta sobre uma categoria (€,IM) é a
menor extensao IM-topoldgica finalmente densa. No caso de ela existir, é precisamente o

invélucro E-reflectivo no completamento de MacNeille (ver, e.g., [62]).

Teorema 14.7 Seja (A,U) uma categoria concreta sobre uma categoria X cocompleta
e (E,M) com M C MonoFonte(X), e seja E™ : (A,U) — (A™,U™) o invélucro M-
topoldgico de (A,U).

1. Se A™ ¢é bem-copotenciada relativamente a bimorfismos U™-iniciais entdo (A, U)

tem um invdlucro solido.

2. Se em X todo o epimorfismo é cindido e Epi(A™) = (U™)"Y(Epi(X)), entdo
E™: (A U) = (A™,U™) € um invélucro solido de (A,U).

Demonstracgao.

1. Se X é uma categoria (£,M), entao A™ é uma categoria (&', IM') com & =
U™~ 1) e M = (U™)~1(M) N Inicial Fonte(U™). Logo, atendendo a 2.17.3

e a 14.4.3, o invélucro ortogonal de (A, U) é um invélucro sélido.

2. Seja g : B — C um bimorfismo inicial em A™. Sendo inicial e sendo U™g um
epimorfismo cindido em X, segue-se que g é um epimorfismo cindido em A™. Por-
tanto, g é um isomorfismo de A™. Entdo, por 2.17.3, [E™(A)]*4™ é constituido
apenas por isomorfismos. Por conseguinte, o invélucro ortogonal de E™(A) em A™
é A™ e, atendendo a 14.3 e a 14.4.1, E™ : (A, U) — (A™,U™) é o invélucro sélido
de (A, U). O

Corolario 14.8 Se (A,U) é uma categoria concreta sobre Set com um invélucro mono-
topoldgico (B,U) no qual todo o epimorfismo é uma sobrejec¢ao entao (B,U) € também

o0 invdlucro solido de (A,U). O
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Corolario 14.9 Seja (A,U) uma categoria concreta sobre uma categoria X cocompleta
e (E,M) com M C MonoFonte(X). Se em X todo o epimorfismo € cindido e o comple-
tamento de MacNeille de (A, U) é um invdlucro M-topoldgico de (A,U), entdo € também

o invdlucro sdlido de (A,U).

Demonstragao. Decorre de 14.7.2 e do facto de se ter Epi(AY) = (UY)~}(Epi(X))
quando E! : (A,U) — (A", U") é o completamento de MacNeille. 0

Exemplos 14.10 Nos exemplos seguintes, para cada categoria A equipada com o functor
de esquecimento ébvio, descrevemos o completamento de MacNeille, o invélucro mono-
topoldgico, o invélucro sélido e o invélucro ortogonal de A, denotados por Af, A™, A e
A°, respectivamente. Por A denotamos o fecho para limites de A em A*. Descrevemos

também as classes ALtat e 4Lam,

1. Para os exemplos (a)-(c) préximos, temos que Atat = I'so(At), ALa™ = Iso( A™)

e Al = A0 = A" = A" = AL,

(a) (cf. [27]) A é um conjunto parcialmente ordenado (P, <) considerado como
uma categoria concreta sobre a categoria constituida por um tnico objecto e
um tnico morfismo. O completamento de MacNeille de (P, <) é precisamente

um completamento de MacNeille da categoria concreta A.

(b) (cf. [27]) A é a categoria concreta sobre Set constituida por todos os espagos
topolégicos finitos e aplicacoes continuas. Entao A’ é a categoria FinGen dos

espacos finitamente gerados e aplicacoes continuas.

(c) (cf. [1]) A é a categoria concreta sobre Set constituida por todos os espagos
topoldgicos compactos e aplicacoes continuas. Neste caso, A! é a categoria

CompGen dos espacos compactamente gerados.

2. (a) (cf. [34]) Um espago quase-métrico é um par (X,d) onde X é um conjunto e

d é uma aplicacao d : X x X — [0, 00| tal que, para cada z,y,z € X,
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Uma funcao f : (X, d) — (Y, e) diz-se nao-expansiva se e(f(z), f(y)) < d(z,y)
para cada z,y € X. Um espago quase-métrico (X, d) diz-se separado se, para
todos os z,y € X, d(z,y) = 0 implicar x = y. Dizemos que um espago
quase-métrico separado (X, d) é completo se toda a sua sucessao de Cauchy
convergir.

Seja A a categoria Met, i.e., a categoria concreta sobre Set dos espagos
métricos e aplicacdes nao-expansivas. Entao A’ é a categoria QMet dos
espacos quase-métricos e aplicagOes nao-expansivas, A™ é a subcategoria plena
dos espagos quase-métricos separados e A°® é a subcategoria plena dos espacos

quase-métricos separados e completos.

(cf. [38]) Seja Vec a categoria dos espagos vectoriais sobre K, para IK = IR ou
C, e aplicagoes lineares. Um espago quase-normado sobre IK é um par (X, [.|])
onde X € Vec e ||.|| é uma fungdo de X para [0,00] tal que, para todos os
z,ye XedeK

[Az]| = [All]]] e

[z +yl* < [l2[] +1lyll.
Uma aplicacao J : (X, |l1]) = (¥ ]|./[) é ndo-ezpansiva se ||f(z)|[? < [l2|| para
todo o x € X. Um espago quase-normado diz-se separado se ||z|| = 0 s6
quando z = 0 e diz-se completo se as sucessoes de Cauchy sao necessaria-

mente convergentes.

Seja A a categoria Ban dos espacos de Banach sobre IK e aplicagbes nao-
expansivas. Ban é uma categoria concreta sobre a categoria Vec. Neste caso,
At coincide com a categoria QN orm dos espacos quase-normados e aplicacoes
nao-expansivas, A" é a subcategoria plena dos espacos quase-normados se-
parados e A® é a subcategoria plena dos espaco quase-normados separados e

completos.

Nos exemplos (a) e (b) anteriores, A4t é constituida pelos morfismos de A que sdo

iniciais e A-canceldveis, i.e., por todos os morfismos iniciais e densos de A?, e A+4™

é a classe de todas as imersoes densas. Além disso, A' = A° = A% # A™ # A’

3. E um facto bem conhecido que a categoria 7T op é o completamento de MacNeille

da subcategoria A constituida apenas pelo espago de Sierpinski. Neste caso, Topg

é o invélucro monotopoldgico de A e Sob é o seu invélucro sélido. Ja vimos que
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Al consiste em todas as imersdes b-densas. Conclui-se sem dificuldade que ALt

é constituida por todos os morfismos iniciais b-densos

. Seja A a categoria descrita em 2.5. Com o functor de esquecimento ébvio, A é uma

categoria concreta sobre Set. Esta categoria A foi introduzida por Rosicky em [56]
com a intencao de mostrar que uma categoria concreta sobre Set pode ser completa
e simultaneamente ter um invélucro sélido diferente dela propria. Nesse artigo, ele
descreve o invélucro ortogonal de A como uma categoria de modelos de uma teoria
de primeira ordem e conclui que ele é afinal o invélucro sélido. Aqui, chegamos a
mesma conclusao comegando por apresentar um completamento de MacNeille de

A.

O completamento de MacNeille A" de A pode descrever-se como sendo a seguinte

categoria:

e Os objectos sao pares

(X, z)

com X um conjunto e z = (X;);corq uma coleccao de subconjuntos de X tais
que ou todos os X; sdo vazios ou sao todos nao vazios e, neste caso,
se X; N Xy # 0 para algum par (i,k) com i < k, entdo, para todo j > 1,
Xj = X;.

e Um morfismo

fi(Xz) = (Y,y)
é uma fungao f: X — Y tal que f(X;) C Y] para cada i.
Para mostrar que A! é o completamento de MacNeille de A, vamos provar que:
(a) A! é uma categoria topolégica sobre Set;
(b) A é inicial e finalmente densa em A’

(a): E evidente que A! é uma categoria. E também claro que, com o functor de
esquecimento 6bvio, é uma categoria concreta sobre Set. Para concluirmos que
é topoldgica, seja ((X*,2%))k, onde 2¥ = (XF);corq, uma familia de objectos de

Al e seja (f¥ : X¥ — X)x uma familia de morfismos em Set. Vamos mostrar

que existe uma coleccao x = (X;);corq de subconjuntos de X tal que a cofonte
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(X*, 2%) EAN (X,z))k é final. Como o caso em que XF = () para todo o i € Ord

e k € K é trivial, suponhamos que, algum k € K, Xf # () para todo o i € Ord.

Definamos = = (X;);cord cOmMo segue:

Seja primeiro X; = Uk f¥(XF) para todo o i € Ord, e consideremos a classe
C = {i € Ord, X; N X; # () para algum j # i}. (Iv.1)

Esta classe é claramente nao-vazia. Seja i, 0 seu minimo. Ponhamos agora

X; se 1 < g
X;i=¢

A~

Uj>ipXj, se i 2> 1
. k
E simples verificar que, deste modo, ((X*,z*) AN (X,z))x é uma cofonte final.
(b): Seja (X,z) com x = (X;)icorq um objecto de A!. Se X; = () para todo o

i € Ord, entdo, por um lado, a fonte ((X,z) =% (X U {x},a)) onde @

acXU{x}’
é a fungao de Ord para X U {x} definida por a(i) = a para todo o i € Ord e
ca: X = X U {x} é a aplicacdo constantemente igual a a, é inicial com codominio

em A. Por outro lado, a cofonte vazia com codominio (X, z) é final.
Se X; # () para ¢ € Ord, seja (X,:Z") o objecto de A que se obtém de (X, ) pela
juncao para cada ¢ € Ord de todos os elementos de X; num s6 designado por z;.

Assim obtemos um quociente ¢ : X — X. E fcil confirmar que o morfismo A
(X,z) 5 (X, %) (IV.2)

é inicial. Para ver que existe uma cofonte final com codominio (X, z) e dominio em
A, consideremos o minimo iy da subclasse de Ord definida por
{i € Ord, X; N X; # 0 para algum j # i}; entdo X; = X, para todo o i > 4.

Seja E a coleccao de todos os e = (€;);corq tais que

e; € X;, se 1<ip;

e; = 2, se 1 > 1ip, onde z € Xj,.
L : 1 .
E simples verificar que ((X,e) — (X, 7))ecr é uma cofonte final.

Conclui-se sem dificuldade que um objecto (X,z) de A’ é o dominio de alguma

monofonte inicial com codominio em A se e s6 se (X, ) € Obj(A) ou z = (0);cora-
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Consequentemente, o invélucro monotopolégico A™ é a subcategoria plena de A’
constituida por todos os objectos de A e pelos objectos (X, z) € A! para os quais
X, =0, i € Ord. E claro que A™ é, a menos de um isomorfismo concreto, a

categoria X descrita em 2.5.

A classe A+ na categoria A’ consiste em todos os morfismos f : (X, z) — (Y, y) de

At tais que

(1)  fla) €eYin f(X)=a € X;, para todo a € X, i € Ord;

(i) YAU;Yi € f(X);
(7i7) se f(a) = f(b) entdo a = b or a,b € X; para algum .

Na verdade, seja f : (X,z) — (Y, y) um morfismo de A’ ortogonal a A. O facto de
A ser inicialmente densa em A e existir uma bijeccdo entre as familias A (X, A) e
ALY, A) de todos os morfismos com dominio X e Y, respectivamente, e codominio
em A, implica que f seja inicial. Isto significa que f satisfaz (7). Um célculo
simples permite concluir que a A-cancelabilidade de f é equivalente a (ii). Por
ultimo, sejam a,b € X tais que f(a) = f(b) e a e b nao pertencem simultaneamente
ao mesmo X; seja qual for o i € Ord. Se = (D)icord, seja X 5 X U {x} a
inclusdo de X em X U {*} e seja T = (T;)icora tal que T; = * para todo o i € Ord.
Entdo (X,z) — (X U {*},Z) é um morfismo de A’ com dominio em A. Se
z # (0)icord, definamos ¢ : (X,z) — (X,%) como em (IV.2). Em ambos os casos,
existe um morfismo g de A’ tal que G- f = q e, como q(a) # q(b), segue-se que
f(a) # f(b). Reciprocamente, suponhamos que f satisfaz as condigdes (i), (ii) e
(i) e seja (X,z) - (Z,z) um morfismo de A’ com codominio em A. Entéo o
morfismo 7 : (Y,y) — (Z,z) definido por g(c) = z;, se ¢ € Y; e g(c) = d tal que
f(d) =¢,se ¢c € Y\ UjcorqYi é o tnico tal que g- f = g.

Por outro lado, conforme vimos em 2.5, a classe A+ em A™ é constituida por todos

os isomorfismos de A™.

Temos, portanto, que Al # A° = AS = A™ +£ At

. Atendendo a Observacao 13.10.1., o Exemplo 2.2 fornece um exemplo de uma ca-

tegoria concreta cujo involucro sélido é diferente do invélucro ortogonal.
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A préxima proposigao estabelece que em viérias categorias o invélucro reflectivo de
cada subcategoria, caso exista, tem de coincidir com o invélucro ortogonal. Como con-
sequéncia, para varias categorias concretas, se existir um invélucro sélido, ele coincide

com o invélucro ortogonal (Corolédrio 14.12).

Proposicao 14.11 O invdlucro reflectivo de uma subcategoria numa categoria topoldgica

com fibras pequenas sobre Set, caso exista, coincide com o invélucro ortogonal.

Demonstragao. Do Teorema 4.1.3 e da Proposigao 3.1.2 de [22], decorre que se X

satisfizer os requisitos seguintes

é completa, cocompleta e bem-copotenciada;
tem uma estrutura de factorizacao (£, M) para morfismos com & = Epi(X);
tem um separador;

e ’ my . .
para toda a familia numeravel (C; — B);c, de M-subobjectos de um objecto B
arbitrario em X, e dado um qualquer morfismo g com codominio em B, o supremo
de todas as imagens inversas de m; por meio de g é igual & imagem inversa do

supremo de todos os m; por meio de g (i.e., Vicwg 1 (m;) = g7 (Viewms));

entdo, para cada morfismo f de X, a subcategoria {f} ¢é reflectiva.

Seja X uma categoria topoldgica com fibras pequenas sobre Set. Posto que Set sa-
tisfaz todas as condi¢bes enumeradas acima, para a classe £ de todos os epimorfismos e
a classe M de todos os monomorfismos, segue-se que X também satisfaz todas aquelas
condigOes para a classe £ de todos os epimorfismos e a classe M de todos os monomor-
fismos iniciais (cf. 21.16 e 21.17 de [2]).

Consequentemente, para cada morfismo f de X, a subcategoria {f}, é reflectiva.
Portanto, atendendo a 1.2, se a subcategoria A de X tem um invélucro reflectivo em X

ele tem de coincidir com o invélucro ortogonal de A em X. O

Recordemos que as categorias concretas que tém um completamento de MacNeille com
fibras pequenas foram completamente caracterizadas por Adamek, Herrlich e Strecker
([1]) e que elas sao exactamente as chamadas categorias concretas com fibras pequenas

fortes.
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Corolario 14.12 Se uma categoria concreta com fibras pequenas fortes sobre Set tem

involucro solido, ele coincide com o invélucro ortogonal. O

Observagao 14.13 E de notar que, contudo, o invélucro sélido de uma categoria con-
creta com fibras pequenas fortes sobre Set pode nao coincidir com o fecho para limites no
seu completamento de MacNeille, como o prova a categoria A de 14.10.4 que é concreta

sobre Set e, de facto, tem fibras pequenas fortes.
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15 Invdlucros sélidos e Principio de Vopénka

Comecemos por recordar a nocao de categoria localmente apresentavel. Seja A um
cardinal regular e seja X um objecto de uma dada categoria X; dizemos que X é A-
apresentdvel se todos os functores hom(X, —) : X — Set preservam colimites A-directos.
Uma categoria localmente apresentdvel ¢é uma categoria cocompleta que, para algum
cardinal regular A, tem um conjunto S de objectos A-apresentaveis tal que todo o objecto
é um colimite A-directo de objectos de S.

Para uma descricao detalhada das categorias localmente apresentaveis, remetemos o
leitor para o livro [6] de J. Adamek e J. Rosicky.

Toda a categoria das estruturas de um dado tipo X, onde ¥ é constituido por simbolos
operacionais e relacionais é localmente apresentdvel ([6]). Em particular, a categoria
Rel(X) das estruturas relacionais de tipo ¥ descrita em 13.1 é localmente apresentavel.

Um exemplo de uma tal categoria é a categoria dos grafos Gra, i.e., a categoria dos

conjuntos com uma relacao binaria e homomorfismos entre eles.

Consideremos os seguintes trés axiomas da teoria de conjuntos:

Principio de Vopénka: Gra nao possui nenhuma subcategoria plena e discreta com uma

classe prépria de objectos;

Principio Fraco de Vopénka: Ord°P nao pode ser imersa plenamente em Gra (onde Ord é
a classe parcialmente ordenada de todos os ordinais considerada como uma categoria

e Ord® é a sua categoria dual);
(M): nao existem cardinais mensuraveis arbitrariamente grandes.

Conforme provado em [7], o Principio de Vopénka implica o Principio Fraco de
Vopénka e implica também a negacao de (M).

Assumindo o Principio de Vopénka, as categorias localmente apresentaveis sao preci-
samente as categorias cocompletas com uma subcategoria densa (veja-se 6.14 em [6]).

O resultado seguinte, fundamental no entendimento do problema da existéncia de

involucros reflectivos, foi provado por J. Adamek, J. Rosicky e V. Trnkové em [7].
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Teorema 15.1 ([7]) Seja B uma categoria localmente apresentdvel. Sob a assung¢ao do
Principio Fraco de Vopénka, o fecho para limites de cada subcategoria de B € reflectivo.

|

A ideia de que, no tocante a categorias concretas sobre Set, a existéncia de um
invélucro sélido também pode depender de um principio de teoria de conjuntos envol-
vendo cardinais “muito grandes”’é devida a J. Rosicky que mostrou, em [57], que as-
sumindo o axioma (M) existe uma categoria concreta sobre Set com uma subcategoria
pequena finalmente densa, que nao tem um invélucro sélido. Vamos agora provar um me-
lhoramento deste resultado: para categorias concretas sobre Set com uma subcategoria
pequena finalmente densa, a existéncia de invélucros sélidos é equivalente ao Principio

Fraco de Vopénka.

Teorema 15.2 As sequintes asserc¢oes sao equivalentes:

(a) Toda a categoria concreta sobre Set com uma subcategoria pequena finalmente densa

tem um involucro solido.

(b) Verifica-se o Principio Fraco de Vopénka.

Demonstragao. (b) = (a): Seja (A,U) uma
categoria concreta sobre Set e seja C uma subcategoria pequena finalmente densa de A.

Definamos uma categoria A¢ do modo seguinte:

e Os objectos sao pares

(X, q)

onde X é um conjunto e « é uma cofonte U-estruturada com dominio em C, co-
dominio X e tal que, para todos os morfismos ¢: C' - Cem Ce g: UC — X em

a, o morfismo g - Uc pertence a a.
e Os morfismos sao da forma
fi(X,a) = (Y,B),

sendo f: X — Y uma aplicacao tal que, para cada g € «, f - g € 5.



15. INVOLUCROS SOLIDOS E PRINCIPIO DE VOPENKA 103

O par
(Ac, Ue),

onde Ug é definido por Ue(X,a) = X e Ue(f) = f, é uma categoria concreta sobre Set.
Além disso, seja

Ec:A—>.AC

o functor tal que, para cada A € A, E¢(A) = (UA,«a) onde « é a cofonte de todos
os morfismos Ug com (g : C — A) € Mor(A) e C € C, e, para cada f € Mor(A),
Ee(f)=Uf.

Entao temos as duas propriedades seguintes:

1. (ver [38]) E¢ : (A, U) — (A¢,Ue) é uma extensao topoldgica finalmente densa de
(A, U).

2. (ver [55, 6]) Ac é uma categoria localmente apresentavel.

Atendendo a propriedade 2. anterior e a 15.1, obtemos que, sob a assuncao do
Principio Fraco de Vopénka, o fecho para limites de E¢(A) em A¢ constitui um invélucro
reflectivo, e, tendo em conta 1.2.2, 14.4.2 e a propriedade 1. acima, ele é um invdlucro

sélido de (A, U).

(a) = (b): Reciprocamente, vamos mostrar que, assumindo a negacao do Principio
Fraco de Vopénka, existe uma categoria concreta sobre Set com uma subcategoria pe-
quena finalmente densa que nao tem um invélucro sélido. A nossa principal ferramenta é
uma construcgao dada em [5] 1.13. Assumindo a negagao do Principio Fraco de Vopénka,

existem:
(i) uma classe de grafos L; = (Y3, i), i € Ord, tal que

0 se i<
hom(Li, LJ) = J
{lij : Li — Lj} se 1 Zj
e, visto que, neste caso, temos também a negacao do Principio de Vopénka,

(ii) uma classe de grafos K; = (X;, a;), i € Ord, tal que

0 se iH#j

hom(Ki, Kj) =
{1K¢} se 1=]
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Na categoria Rel(2,2, 1) das estruturas com duas rela¢oes bindrias e uma relagao undria,

consideremos os objectos seguintes:
Ai = (X; UY; U {ti}, aq UY; x {t;}, Bi U Xy x {t;}, {t:})

para todo o i € Ord. Para cada ordinal i, tomemos

A = < Ag

M ={v;: Ay = A; | i € Ord}
onde os v; : Ag — A; sdo as injeccdes do coproducto. Queremos mostrar que M | nao é
reflectiva em Rel(2,2,1).
Para cada j € Ord, seja Bj o objecto que se obtém de Zj pela juncao de todos os

pontos de X; num s6 designado por sj, i.e.,

Bj = (Qj,74, 95, €5)
= Wi A T ({55} U Y U {5}, {(s5,87) 3 UY; x {t;}, B U{(s),t)}, {t})-

Mostremos que todos os B; pertencem a M | . Para isso, observemos em primeiro lugar

que, para i,j € Ord arbitréarios, a cardinalidade de hom(A;, B;) é 1. De facto:

Se i > j,seja  fij : A; — Bj definido por
f(x) =55, v € X;
fly) =1ii(y), y €Y
f(ti) =1
E 6bvio que f;; é um homomorfismo. Mais, é o tnico de A; para B;. Com efeito, se
existisse um morfismo ¢ : A; — Bj tal que g(t;) =t com k < j, entdo f(Y;) x {f(t:)} =
f(Y;)x{ty} teria de estar contido em v; e, similarmente, f(X;)x{t;} teria de estar contido
em ¢;. Isto implicaria, respectivamente, que f(Y;) C Yx e f(X;) C Xk. Mas, neste caso,
existiria um homomorfismo de A; para A, o que é contraditério com a definicdo dos
A;’s! Um argumento semelhante mostra que se g : A; — B; é tal que g(t;) = t; entdo
tem de ser g = f;; como definido acima.
Se i < j, seja  fij + A; — Bj definido por
flx)=2z, z € X;
fy) =y, yeYi
fti) =t,.
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E também fécil verificar que este é o tinico homomorfismo de A; para B;.

Fica assim claro que, para cada i, j € Ord, existe um unico homomorfismo de A; para

Bj, digamos
gij » Ai = Bj;
além disso, os diagramas v;
Ay — 4;
f Oji /gij
B;

sao comutativos. Consequentemente, todos os Bj; sao ortogonais a M.
Mostramos, seguidamente, que Ag ndo admite nenhuma reflexdo em M | .

Se, pelo contrario, existe uma reflexao
A " A*
0 — Ag

em M |, entdo, como Aj € M|, para cada ¢ € Ord, obtemos um diagrama comutativo
(%

AO Az
r J /7,
Ag

Vamos mostrar que, assim, p;(i) # py(#') para todo i # i’, o que é obviamente falso. De
facto, para ¢ # i/, seja 7 um ordinal maior do que i e i’ e seja fjfk : Ay — Bj o morfismo

Unico que torna o diagrama

.
Ay — A}

fo jJ /fj*
B
comutativo.

Entéo, tem de ter-se
fiopi(ts) = gi5(t) =t e f7-pu(ti) = gij(ts) = tir;
j j

consequentemente, p;(t;) # py(ty).

Tomemos agora

Cr= ({07 l}a {(07 1)}7@7®)7 Cy = ({07 1}7®7 {(07 1)}7®) e C3= ({O},@,@, {0})
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Vé-se imediatamente que o conjunto C = {C1, Ca, C3} é finalmente denso em Rel(2,2,1).
Por outro lado, como a relagao unaria em Cy e em Cs é vazia, nao existem homomorfismos
de Ap para Cj ou Cy; como a subcategoria {K;, 7 € Ord} é discreta em Gra, concluimos
que ag # ) e de novo hom(Ag, C3) = (). Decorre entao que Ci, Cy e C5 pertencem a M |
e, assim, C é um conjunto finalmente denso de M | .

Além disso, a categoria Rel(2,2,1) é topoldgica, atendendo a 13.1, logo é uma ex-
tensao solida finalmente densa de M .

Por 1.2, o invélucro ortogonal de M, em Rel(2,2,1) é M, e, como M  nao é
reflectiva e Rel(2,2,1) é localmente apresentdvel, segue-se de 2.4 que M nao tem um
invélucro reflectivo em Str(2,2,1). Por conseguinte, usando 13.9, concluimos que a

categoria concreta M nao tem um invélucro sélido. O



Capitulo V

Multi-reflectividade e

multicolimites

O artigo [44] de Kaput foi um ponto de partida para o estudo de generalizagoes
do conceito de reflectividade. Uma destas generalizacoes, multi-reflectividade, que foi
investigada por varios autores (e.g., [11, 17, 74, 10, 61, 8]), tem consequéncias muito
relevantes tais como o fecho para limites conexos e a existéncia de multicolimites.

Neste capitulo, estudamos a interdependéncia entre multi-reflectividade, multico-
limites, limites conexos e multi-solidez, e generalizamos alguns resultados bem conheci-
dos, que envolvem colimites, limites e solidez, aos correspondentes para os anteriores con-
ceitos. Em particular, damos condigoes sob as quais uma categoria multicocompleta tem
limites conexos e provamos que uma categoria concreta (A, U) que seja bem-copotenciada
e cuja categoria base seja multicocompleta é multi-sélida se e s6 se A é multicocompleta

e U é um multiadjunto direito.

16 Multi-reflectividade

Definicao 16.1

1. Seja U : A — X um functor. Uma fonte universal de X para U é uma U-fonte

(X 29 UAj)s tal que para cada U-morfismo X = UB existe um e um s6 par (j, f)

107
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comj e Je f:A; — B satisfazendo a igualdade U f - ; = . O functor U diz-se
um multiadjunto direito se, para cada X € Obj(X), existir uma fonte universal de

X para U.

2. Uma subcategoria A de uma categoria X é multi-reflectiva se o functor inclusao
A — X for um multiadjunto direito. Neste caso, uma fonte universal de X para o

functor inclusao diz-se uma multi-reflexao de X em A.

Se, para alguma classe £ C Mor(X), todas as multi-reflexoes sao formadas apenas
por morfismos de £, entdo a subcategoria A diz-se multi-E -reflectiva em X'. Se, para
algum aglomerado M C Source(X), toda a multi-reflexdao pertence a IM, dizemos

que A é M-multi-reflectiva.

Exemplos 16.2 ( [17, 74])

1. A categoria Fld dos corpos é uma subcategoria multi-reflectiva da categoria Rng
dos anéis comutativos unitarios. Dado um anel comutativo unitario X, seja Z o con-
junto de todos os ideais maximais de X e, para cada I € Z, seja fr o homomorfismo

quociente de X em X/I. Entao, a fonte
f1
(X — X/I)IGI
é uma multi-reflexao.

2. A categoria dos conjuntos linearmente ordenados é uma subcategoria da categoria
dos conjuntos parcialmente ordenados e aplicagoes estritamente crescentes. Dado

um conjunto parcialmente ordenado (X, <), a familia

(idx : (X, <) = (X, <))

< ¢é uma ordem linear em X contendo <

é uma multi-reflexao.

3. Seja Con a categoria dos espacos topoldgicos conexos e nao vazios. Entao a sua
categoria dual Con®P é multi-reflectiva em Top°P, i.e. Con é multicoreflectiva em
Top. Para cada espaco topoldgico X, a multicoreflexao consiste nas inclusoes de

todas as componentes conexas de X.

Analogamente, a categoria dos espagos conexos por arcos é multicoreflectiva em

Top e a categoria dos grafos conexos é multicoreflectiva em Gra.
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4. Um anel X € Rng diz-se conero sempre que o seu espectro primo for conexo em
relacao a topologia de Zaraski. Equivalentemente, X é conexo se os seus unicos
idempotentes forem 0 e 1. A categoria A dos anéis conexos é uma subcategoria

multi-reflectiva de Rng.

Para mostrar a veracidade da afirmacao anterior, seja X € Rng e seja J o conjunto

de todos os ideais préprios J de X tais que

P —zeJ=>(xeJouz—1€el).

Dado um ideal I de X, é ébvio que X/I é conexo se e s6 se I € J. Seja K o
conjunto de todos os elementos minimais de J. Entao para cada J € J ha um tnico

K € K tal que K C J. Consequentemente, a fonte
(X L X/K)gex
é uma multi-reflexao de X em \A.

Definigoes 16.3 Um multicolimite de um diagrama D : I — X é uma familia de cofontes
((Di l—f> L)1)k naturais para D tais que para cada cofonte (Di <% X); natural para D
existe um e um sé par (k, Ly LA X)talqueke Keu; =t- lf para todo o i € I. Cada
uma das cofontes naturais (Di l—% Ly)r é chamada componente do multicolimite.

Uma categoria X' é multicocompleta sempre que todo o diagrama pequeno em X tem
um multicolimite.

Em geral, usamos, relativamente aos multicolimites, a terminologia dos colimites

juntando o prefixo “multi”. Por exemplo:

e Uma multi-soma amalgamada é um multicolimite de um diagrama com esquema

e Uma multi-soma amalgamada miltipla é um multicolimite de um diagrama com

esquema
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onde I pode ser um conjunto ou uma classe prépria.

o Um multicoigualizador maltiplo é um multicolimite com um esquema da forma

onde a familia de todos os morfismos é um conjunto ou uma classe prépria.

Observagao 16.4 Algumas das propriedades bem conhecidas de colimites podem ser

facilmente generalizadas aos multicolimites. Por exemplo:
1. Toda a componente de um multicolimite é uma epi-cofonte.

2. Toda a componente de uma multi-soma amalgamada de um epimorfismo ao longo

de outro morfismo é um epimorfismo.
3. Se X tem uma estrutura de factorizacao (€, M) para morfismos, entao:

(a) toda a componente de uma multi-soma amalgamada de um morfismo em £ ao

longo de qualquer outro morfismo pertence a &;

(b) se (X RN Zy, (Vs ik, Z1)1) K € uma multi-soma amalgamada multipla de uma

familia (X N Y;); de morfismos de &£, entao cada morfismo dj pertence a £.

Exemplos 16.5 Em [17], Diers apresenta uma grande variedade de exemplos de cate-
gorias multicocompletas que nao sao cocompletas. E este o caso, por exemplo, das

categorias Fld, Rng e Con°P.

E sabido que as nocoes de reflectividade e cocompletude podem ser interpretadas
em termos da existéncia de objectos iniciais para categorias convenientes. Vamos agora
considerar uma generalizagao de objecto inicial que nos leva a uma interpretacgao similar

acerca de multi-reflectividade e multicolimites.

Definicao 16.6 Uma familia (A;); de objectos de uma categoria A diz-se inicial em A,

se para cada objecto A de A existir um unico par (i, f) comi € [ e f: A; — A.

Observagoes 16.7
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1. Tendo em conta a Defini¢ao 16.6, é claro que, se (4;); é uma familia inicial em A4

e B1, By, B3 sao objectos de A para os quais existe um diagrama da forma

Bl — BQ<—B3,

entdo o tnico i; € I tal que A(A;;, Bj)#0 é o mesmo para todos os j = 1,2,3.

Consequentemente, a familia (A;); ¢ inicial se e s6 se, para cada componente conexa

C de X, existir um unico ¢ € I tal que A; é um objecto inicial em C.

Temos, portanto, que:

(a)

Um functor U : A — X é um multiadjunto direito se e s6 se para cada objecto
X de X a categoria X | U tem uma familia inicial, ou, equivalentemente, cada
componente conexa da categoria X | U tem um objecto inicial. Evi-
dentemente, tal familia inicial forma a fonte universal correspondente de X
para U. Cada objecto inicial que é parte da familia inicial diz-se uma compo-
nente da fonte universal.

Por consequéncia, sempre que dois morfismos X — UB e X 2 Uuc per-
tencem a mesma componente conexa de X | U, entao eles sao factorizaveis
através da mesma componente da fonte universal de X para U. Logo, um
multiadjunto direito é um adjunto direito se e s6 se, para cada X € Obj(X),

a categoria X | U é conexa.
Dada uma categoria X e um diagrama D : I — X em X, denotemos por

D | X a quase-categoria das cofontes naturais para D, ou seja, os objectos de

D : I — X sao todas as cofontes naturais para D e os morfismos sdo todos os
. Ji . 9i
h: (Di =5 X)ieonj) — (Di 5 Y)iconin

onde h : X — Y é um morfismo de X tal que h- f; = g; para todo o i € Obj(I).
O diagrama D : I — X tem um multicolimite se e s6 se a quase-categoria
D | X tem uma familia inicial. Os elementos desta familia sao precisamente as
componentes do multicolimite e, obviamente, cada componente é um objecto

inicial na sua componente conexa em D | X.

2. Por definigao, é claro que cada familia inicial é inica a menos de isomorfismo, i.e., se

(A;i)1 e (Bj) sao familias iniciais de uma dada categoria, entao existe uma bijecgao

¢ : 1 — J e isomorfismos h; : A; — By;) para todo o i € I.
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Consequentemente, uma fonte universal é inica a menos de isomorfismo e 0 mesmo

acontece com um multicolimite.

3. Na definicao de familia inicial dada acima, I é vazio sempre que A é uma categoria
vazia. além disso, em contraste com a definicao de familia inicial apresentada por
Y. Diers ([17]), permitimos que I seja uma classe. De facto, os resultados principais
que obtemos daqui para a frente sdo verdadeiros independentemente de aceitarmos
classes ou nao na definicao de familia inicial. Isto salienta o facto de que a multi-
reflectividade é uma nocao local e que apenas a “pequenez local”tem realmente
um papel a desempenhar. Para ilustrar o significado da obrigatoriedade de I ser
um conjunto, fazemos notar que, por exemplo, uma categoria pequena discreta
tem uma familia inicial, em ambos os sentidos, ao passo que uma categoria grande
discreta s6 tem uma familia inicial se admitirmos que a familia pode ser indexada
por uma classe prépria. De modo semelhante, dada uma subcategoria A de uma
categoria X', uma multi-reflexdo de um objecto X de X em A no sentido “grande”é
uma multi-reflexdo de X para A no sentido “pequeno”se e sé se a familia de todas

as componentes conexas da categoria X | A é um conjunto.

As duas proposigoes seguintes generalizam resultados bem conhecidos acerca dos func-

tores adjuntos aos functores multiadjuntos.

Proposicao 16.8 (c.f. [17])
1. Os functores multiadjuntos o direita preservam limites conezxos.

2. Sendo X uma categoria com limites conexos, um functor U : A — X € um multi-
adjunto direito se e so se preservar limites coneros e, para cada objecto X de X,
toda a componente conexa de X | U tiver um conjunto fracamente ini-

cial. O

De salientar que se considerarmos multiadjuntos direitos no sentido de Diers (i.e., as
fontes universais sao indexadas por conjuntos), entao em 16.8.2 podemos substituir “para
cada objecto X de X, toda a componente conexa de X | U tem um conjunto fracamente
inicial” por “U satisfaz a condicao do conjunto solucao”. Este resultado foi efectivamente

provado em [17]. A assercao 16.8.1 foi também provada por Diers para o caso em que as
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fontes universais sao indexadas por conjuntos. Uma adaptagao facil das demonstragoes
em [17] fornece 16.8 para a presente definicao de multiadjunto direito, i.e., para o caso

em que as fontes universais podem ser indexadas por classes proprias.

Proposicao 16.9 ([17, 74] ) Se A é uma subcategoria multi-reflectiva de uma categoria

multicocompleta, entdo A € multicocompleta. O

A préxima proposicao mostra a importancia do facto de uma familia inicial poder ser
vazia.
Proposicao 16.10 Seja X uma categoria com a propriedade sequinte:

(T) Para quaisquer dois morfismos f e g com o mesmo dominio existem morfismos u e

v para 0s quais o quadrado

o, I

comuta.

Entdo toda a subcategoria multi-reflectiva A de X, tal que X (X, A) # 0 para cada X em

X, € reflectiva em X.

Demonstragao. Seja X um objecto de X e seja (r; : X — A;)r uma multi-reflexado de X
em A, que é nao vazia visto que X (X, .A) # (). Para cada par i, j € I, existe algum par de
morfismos (u: A; = W,v: Aj — W) tal que u-7; =v-rj. Seja s : W — A um morfismo
com codominio em A; entao s-u e s-v sao morfismos de Ae s-u-r; =s-v-rj. Logo r;
e r; pertencem a mesma componente conexa de X | A e, por 16.7.1(a), concluimos que

i = j. Por conseguinte, I é singular e, assim, X tem uma reflexdo em A. O

E evidente que cada uma das seguintes condigdes sobre X’ implica a condic¢ao (T):
e X tem somas amalgamadas;

e X tem multi-somas amalgamadas nao vazias;
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e X tem um objecto terminal.

Definigao 16.11 Seja A uma subcategoria da categoria X. Uma subcategoria B de X
diz-se um invélucro multi-reflectivo de A em X se for multi-reflectiva em X', contiver A
e estiver contida em toda a subcategoria multi-reflectiva de X' que contenha A.

Se, em cima, substituirmos “multi-reflectiva” por “multi-E-reflectiva” (“IM-multi-reflectiva,
respectivamente), obtemos a defini¢ao de invélucro multi-€-reflectivo de A em X (invdlucro

M-multi-reflectivo de A em X, respectivamente).

Seja X uma categoria (£,M). Entéao toda a subcategoria A de X tem um invé6lucro -
reflectivo em X' que consiste exactamente em todos os objectos de X que sao dominios de
fontes de M com codominios em A. Vamos agora provar que, se X é uma categoria (€, M)
que é bem-copotenciada em relacao a &, entao toda a subcategoria tem um invélucro
multi-&-reflectivo.

Faremos uso da definicao e do lema seguintes.

Definicao 16.12 Dado um functor G : A — X, uma fonte (X LN GA;)r diz-se G-
coneza se a subcategoria de X | G constituida por todos os f; é conexa.

Se A é uma subcategoria de X', uma fonte (X R A;)r de X diz-se A-conezxa se for
conexa relativamente ao functor inclusao.

Uma fonte (X LN Xi)r de X que seja X-conexa diz-se simplesmente coneza .

Lema 16.13 Se X € uma categoria (£,M) e A € uma subcategoria multi-E-reflectiva de
X, entao um objecto X de X pertence a A se e s se for o dominio de alguma fonte

A-conexa em M.

Demonstragao. Se X pertencer a A, entao a fonte de todos os morfismos com dominio
X e codominio em A contém a identidade 1x e, consequentemente, é uma fonte A-conexa
que pertence a IM.

Reciprocamente, seja (X fé A;)r uma fonte A-conexa que pertence a M e seja (X Y
Bj)j uma multi-E-reflexdo de X em A. Entao, como (f;)r é A-conexa, todos os morfismos
fi sao factorizdveis através do mesmo r; para algum j € J. Consequentemente, como

rj € € e (fi)r € M, segue-se que r; é um isomorfismo e, portanto, X pertence a 4. O

Para X uma categoria (£,M) e A uma subcategoria de X', consideremos uma cadeia

(An)acora de subcategorias de X definida como segue:
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e A categoria Ag é justamente A.

e Para cada o € Ord,
Aa+1

consiste em todos os objectos X de X tais que X é o dominio de alguma fonte

Ags-conexa que pertence a M.

e Para cada ordinal limite A,

A/\ = Ua</\-’4a'
Denotemos a reuniao de todas estas subcategorias, UpcordAa, POr
cM(A).

Proposicao 16.14 Se A é uma subcategoria de uma categoria X que é (€,M) e bem-
copotenciada em relagio a &, entao cM(A) € o invélucro multi-E-reflective de A em

X.

Demonstragao. Vamos usar os dois resultados seguintes de Salicrup [61]:

I . Se X é uma categoria (£, M) bem-copotenciada em relagao a &, entao, para cada fonte
(m; : X — Y;); pertencente a M, existe um conjunto J C I tal que (m; : X — Y;) ;s

pertence a M.

IT . Se X é uma categoria (£, M) bem-copotenciada em relacao a € e A é uma subcate-
goria de X, entao as seguintes assergoes sao equivalentes:
(i) A é multi-E-reflectiva em X.
(ii) Se, para cada i € I, o diagrama seguinte

my

N/

comuta em X, sendo f; um morfismo de A, e (m; : X — A;); pertencente a

M, entao X € Obj(A).

A;
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Seja A uma subcategoria de uma categoria X que é (£,IM) e bem-copotenciada em
relacao a €. Vamos mostrar que cM(.A) satisfaz a condicao (ii).

Suponhamos que o diagrama
m;
X — Y
g
i
Y
¢ comutativo em X, para cada i € I, sendo todos os f; morfismos de cM(A) e (m; :
X — Y;); pertencente a M. Entao, pela condicao I, existe um conjunto J C I tal
que (m; : X — Y;)y pertence a M. Como J é um conjunto, existe algum a € Ord
tal que f; € Ay, © € J. Logo, X € Obj(Aa+1) e, portanto, X € Obj(cM(A)). Para
mostrar que cM(A) é a menor subcategoria multi-E-reflectiva contendo A, seja B uma
outra subcategoria multi-E-reflectiva de X contendo A. Entdao A C B e, para cada
a € Ord, se A, C B entéo, pelo Lema 16.13, A,11 € B. Consequentemente, atendendo

a construgdo das subcategorias Ay, conclui-se que, para cada ordinal A, Ay C B e,

portanto, cM(A) C B. O

Observagao 16.15 De acordo com a demonstragao de Salicrup do resultado II, sob as
hipéteses do teorema anterior, as multi-E-reflexdes dos objectos de X em ¢M(A) sao

indexadas por um conjunto.

17 Multicocompletude e limites conexos

Como vimos, o papel desempenhado pelos colimites e limites quando lidamos com
o conceito de reflectividade passa, as vezes, a ser desempenhado por, respectivamente,
multicolimites e limites conexos se estivermos a tratar da multi-reflectividade. Vamos
prosseguir na exploragao de algumas outras similitudes entre os pares colimites/limites e
multicolimites/limites conexos. O estudo que se segue foi inspirado pelo artigo [3] (bem
como pela secgdo 12 de [2]) onde os autores dao condigoes sob as quais uma categoria

cocompleta é completa. Vamos portanto examinar a questao da multicocompletude de
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uma categoria que tem limites conexos.

Seja D : I — A um diagrama pequeno em A. Como em [2], denotamos por S a
categoria cujos objectos sdo todas as fontes (A, (fi)osj(r)) naturais para D, cujos morfis-
mos (A, (fi)owj(n)) N (A", (fi)owj(r)) sao todos os morfismos h: A — A’ de A tais que
fl-h = f; para todo o i € Obj(I), e cujas identidades e lei de composicao sdo como em

A. Também denotamos por D* : S — A o functor de esquecimento dado por

D*((A, (f)owir)) —= (A, (fony) = (A5 A7)

Dualmente, definimos a categoria das cofontes naturais para D, que denotamos por Sp,

e representamos por D, : Sp — A o functor de esquecimento correspondente.

Lema 17.1 Se D : I — A é um diagrama pequeno conexo numa categoria A multico-
completa, entdo a categoria SP é cocompleta.

Demonstragao. Seja D, : J — S um diagrama pequeno tal que, para cada j € Obj(.J),
k

Do(j) = (Aj, (fji)1)- Seja ((A; 9, Lk)jeObj(J))keK um multicolimite do diagrama deter-
minado pela composigao J Do, §D 2% A, Verifica-se facilmente que, para cada objecto
ide I, (Aj Ji, Di)jcopj(sy) ¢ uma cofonte natural para D* - D,; entdo existe um tnico
k € K e um tnico morfismo g; : L¥ — Di tal que g; - c;? = fji, para todo o objecto j de
J. Mas o facto de I ser conexa implica que todas as cofontes naturais (A; Q Di) jcowj()
pertencem a mesma componente conexa de Sp+.p,. Portanto, o k de K cuja existéncia
referimos atrds é o mesmo para todos os i em Obj(I). E agora simples concluir que

(gi: LF — Di)icopj(r) ¢ uma fonte natural para D e
k

((Az, (Fi)owi(n) —= (L*, (9:)ovj(1))obj(sy ¢ um colimite de D,. O

Recordemos que uma subcategoria B de uma categoria A se diz densa para colimites
em A sempre que cada objecto de A é o colimite de algum diagrama pequeno com
codominio em B. Dualmente, definimos subcategoria densa para limites.

Introduzimos agora a seguinte defini¢ao:

Definicao 17.2 Uma subcategoria B de A diz-se densa para multicolimites em A se para
cada objecto A em A existir um diagrama pequeno D : I — B e uma cofonte natural

(I; : Di — A);cr que seja uma componente do multicolimite de D.
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Proposicao 17.3 Toda a categoria multicocompleta com uma subcategoria pequena densa

para multicolimites tem limites conexos.

Demonstracao. Seja B uma subcategoria pequena densa para multicolimites de uma
categoria multicocompleta A. Seja D : I — A um diagrama pequeno conexo. Mostrar
que D tem um limite em A é equivalente a mostrar que S” tem um objecto terminal.
Além disso, como, pelo Lema 17.1, SP é cocompleta, para mostrar que S tem um
objecto terminal basta mostrar que tem um objecto fracamente terminal (ver [2]). Seja
I* a subcategoria de SP de todas as fontes naturais para D com dominio em B. Como
B é pequena, também o é I* e o functor inclusdo I* — SP tem um colimite, visto SP

ser cocompleta. Seja
(S S R)ser, com R = (C,(pi)owr))-

esse colimite. Pretendemos provar que R = (C, (pi)oss(r)) ¢ um objecto fracamente
terminal de SP. Com efeito, seja S = (f; : A — Di)owj(r) pertencente a SP. Por
hipétese, existe um diagrama pequeno D : N — B e uma cofonte (¢, : Dn — A)neowi( N)
natural para D que é uma componente de um multicolimite de N E B — A. Para cada
objecto n de N, a fonte S, = (Dn A i> Di)ieObj(I) pertence a I*. Vamos ver
que (D, En, C)neovj(n) ¢ uma cofonte natural para D, ou seja, (Dn N C)neobi(n)
pertence a Sg. Seja, entdao, d : m — n um morfismo de N. Como (t,),copj(n) ¢ uma
cofonte natural para D, segue-se que t,, = t, - Dd e portanto f; - t,, = (fi - tn) - Dd
para todo o i € Obj(I). Isto significa que Dd é um morfismo em I* de S, para S,.
Logo cs,, = Dd - cg,, como pretendido. Por conseguinte, existe uma componente do
multicolimite de NV E B — A que é precisamente o objecto inicial da componente conexa
de S5 que contém (Dn N C)neovj(ny- Mas (Dn N C)neovj(ny € (Dn Lny A)neowi(n)
pertencem & mesma componente conexa de Sz, visto que, dado i € Obj(I), temos os
seguintes morfismos em St

— fi .

_ | pi
(DTL = A)Obj(N) > (Dn = A f# Di)Obj(N)

Consequentemente, (Dn In A)Obj( ~) € a componente do multicolimite de D mencionada

acima. Logo hd um morfismo w : A — C tal que w-t,, = cg, para todos os objectos n de
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N. Atendendo a que, para cada objecto n € Obj(N) e cada objecto i € Obj(I), se verifica
Pi-w- -ty = fi -ty e (tn)Obj(N) é uma epi-cofonte, conclui-se que p; - w = f; para todo o
i € Obj(I). Por conseguinte, w é um morfismo em S com dominio S = (A B} Di)iconj(n)

e codominio R = (C 2y Di)iconj(n)- -

A proposicao seguinte dé condigoes sob as quais uma categoria com limites conexos

é multicocompleta.

Proposicao 17.4 Toda a categoria com limites conexos e tal que cada uma das suas

componentes conexas tem uma subcategoria pequena densa para limites é multicocompleta.

Demonstragao. Seja A uma categoria sob as hipéteses da proposicdo e seja D : [ — A
um diagrama pequeno em A. Queremos mostrar que D tem um multicolimite em A.
Seja (Ck)rer a familia de todas as componentes conexas da categoria Sp de todas as
cofontes naturais para D. Mostrar que D tem um multicolimite é equivalente a mostrar
que cada componente conexa Cj tem um objecto inicial. Assim, basta provar que

(i) Ci tem limites conexos (ent@o, em particular, Cj tem igualizadores)

(ii) Ci tem um objecto fracamente inicial.

Demonstragdo de (i): Seja D : J — C;, um diagrama pequeno conexo tal que Dj =

(D1 ﬁ) Aj)owj(r) € consideremos o diagrama

T2 e sp 2 a

onde Ej, é o functor inclusdao. Como A tem limites conexos, o functor D, - Ej, - D tem

um limite em A, seja ele
l.
(L == Aj)jeonj() -
E f4cil ver que o facto de D ser um functor implica que, para cada i € Obj(I), (Di f#
Aj)jeonj(sy € uma fonte natural para Dy - E - D. Entao, existe um tinico morfismo
ti : D — L tal que [; - t; = f;; para todo o j € Obj(J). A cofonte (D; N L)icowj(r) ¢

natural para D, visto que, dado um morfismo d : ¢ — 4’ de I, as igualdades

lj -ty -Dd= fy;-Dd= fij =1;-t; paratodoo j & Obj(J)
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implicam que t; - Dd = t;. Além disso, a Sp-fonte

((Di == L);econj(r) — (Di == Aj)iconi(n))je0bi(J)
é um limite de D. A naturalidade desta fonte relativamente a D é uma consequéncia da
l; _
naturalidade de (L —%» Aj)obj(J) para D, - E, - D. Para mostrar que ela é um limite de
D, seja
.o uj . fij
((Di =5 V)iconjry — (Di = Aj)iconi(n)) jeobj(J)
uma outra fonte natural para D. A naturalidade desta fonte implica que a fonte (u; :
V — Aj)jconj(s) seja natural para D, - Ey - D. Como (L — Aj)opj(s) € um limite de
D, - E}, - D, existe um tnico morfismo ¢ : V' — L tal que l; -t = uj para todo o j € J.
Ademais, t é um morfismo em Sp definido de (D; — V)owj(ry para (D; N L)owj(r)-

De facto, para cada i € Obj(I), como
lj -t =Uj -V = fij :lj -t para todo o j S Obj(J),

temos t - v; = t;. Consequentemente, t é o inico morfismo em Sp de (D; LN V)Obj(])
para (D; N L)owj(r) tal que l; - t = u; para todo o j € Obj(J).

Demonstragdo de (ii): Seja Aj a subcategoria de A constituida por todos os co-
dominios de cofontes naturais para D pertencentes a Cr. Entao, Ag é conexa, visto Cg
o ser. Por hipétese, a componente conexa de A que contém A tem uma subcategoria
pequena densa para limites, seja ela B. Seja I, a subcategoria de Cj de todas as co-
fontes naturais para D com codominio em B. Como Cj é conexa, para cada par S e
S’ de objectos em Cj, podemos escolher um conjunto finito de objectos de Cj, digamos,
Iig gy ={Sr = (Di EIAN Ar)icovjry» T = 1,...,m}, para os quais existe um diagrama da
forma

S—8+—8 — ..«—8, —5.

Seja L« a subcategoria de Cy constituida por todos os objectos em I, U (Us ser, I(s,57))-
Entéo I, é claramente uma subcategoria pequena conexa de Cp. Consequentemente, por

(i), o functor inclusao I, < Ci tem um limite em Ci. Seja ele
(SO % S)SEI**

com S, = (D; LN A)iconj(ry- Mostremos que S, é um objecto fracamente inicial de

Cr. Na verdade, seja S = (D1 N fl)iGObj(I) pertencente a Cp. Entao, existe um
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diagrama pequeno D:N—>B que tem como limite uma fonte com dominio fl, seja
ela (fl N Bn)neobj(n)- E claro que, para cada n € Obj(N), a cofonte S, = (Di iy
ALy Bh)icowj(r) pertence a ... Por outro lado, a fonte (A Do Bn)neowj(ny é natural
para D. De facto, seja n % ' um morfismo de N. A naturalidade de (tn)obj(v) implica
que Dd - t, = t,y e, portanto, que Dd - (tn + hi) =ty - h; para todo o i € Obj(I). Ou
seja, Dd é um morfismo de I,, S, para S,/. Consequentemente, como (.S, LN S)ser..
é um limite, temos que Dd - ps, = ps,,- Além disso, existe um tnico morfismo A %A
tal que t, - w = ps, para todo o n € Obj(N). Agora, para cada i € Obj(I), temos
th-w-li = ps, - li =ty - hi (n € Obj(N)). Entao, como (t,),ecopj(v) € um limite, segue-se
que w - l; = h; for al i € Obj(I), ou seja, w ¢ um morfismo em Ci definido de S, para S,

a

Recordamos que uma monofonte (m;)s se diz extremal sempre que satisfizer a seguinte
condicao

(E) todo o epimorfismo e através do qual todos os m; se factorizam é um isomorfismo.

E sabido que toda a categoria cocompleta e bem-copotenciada é uma categoria

(Epi, Extr MonoFonte) (isto decorre, por exemplo, de 6.5 e 7.3 de [71]).

Lema 17.5 Se A ¢é uma categoria multicocompleta e bem-copotenciada, entdo:

(i) Toda a fonte conexa em A admite uma factorizag¢ao (Epi, Extr MonoFonte).

(ii) Se (B % B;); € uma monofonte conexa extremal, A 5 C ¢ wm epimorfismo,
AL B éum morfismo e (C Py B;); é uma fonte tal que m; - h = h; - e para todo
o1 €1, entao existe um unico morfismot: C — B tal quet-e=h em; -t =h;

para todo ot € I.

e
A C
h;
h t
B B
m;
Demonstragao. (i) Seja (f; : A — A;); uma fonte conexa e

consideremos a familia indexada por K de todos os pares (ex, (my;);) onde ex : A — Ej,
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é um epimorfismo e, para todo o i € I, my; : Fp — A; sdo morfismos tais que
Mmp; - e = fi. (V.1)

Formemos agora a multicointersec¢ao da familia (ex)rex. De (V.1) segue-se que existem

uma unica componente da multicointersecgao , digamos
(e:A— B;(gk: Ex = B)k),
e um unico morfismo m; : B — A; tais que
m;-e= f; e m;-gr = my para todo o k € K.

Como a A-fonte (f;); é conexa e todos os e, sdo epimorfismos, conclui-se que todos os
(fiy (mp;) k) com ¢ € I pertencem a mesma componente conexa da quase-categoria das
cofontes naturais para o diagrama A % E, k € K. Portanto, a componente (e, (gi)x)
da multicointerseccao, cuja existéncia mencionamos, é a mesma para todo o i € I. Logo,
(A B ™ A); é uma factorizacao de (f;), com e € Epi(A). Como (fi); é conexa e
e é um epimorfismo, é evidente que (m;); é conexa.

Mostremos, em primeiro lugar, que (m;); satisfaz a condigdo (E) acima. Seja d
um epimorfismo e seja (I;); uma fonte tal que m; = [; - d para todo o ¢ € I. Entao
(fi)r = (l;)r - (d- e) e, portanto, d - e = e}, para algum k € K. Logo, temos a igualdade
gr - d-e = e, que implica que g -d = 1. Assim, d é um isomorfismo. Para mostrar
que (m;); é uma monofonte, sejam a e b morfismos com codominio em B e tal que
m;-a =m;-b para todo o i € I. Entdo para cada i € I existem uma componente B — C
do multicoigualizador de (a,b) e um morfismo r; : C — A; tais que r; - ¢ = m;. Como
(m;)r é conexa, a componente B -+ C' é a mesma para todo o m;. Consequentemente, a
igualdade (m;); = (7)1 - ¢, com ¢ um epimorfismo, implica que ¢ é um isomorfismo, visto
que (m;)s satisfaz a condi¢ao (E). Portanto, a = b.

(ii) Formemos uma multi-soma amalgamada de e ao longo de h. Para cada i € I, a
igualdade h;-e = m;-h implica a existéncia de uma tinica componente (€, fz) da multi-soma
amalgamada de (e, h) e de um tinico morfismo ¢; tal que t;-é = m; e ti-h = h;. Como (mg) 1
é conexa e e € Epi(A), todos os pares (m;, h;) pertencem a mesma componente conexa
da categoria das cofontes naturais para o diagrama (e, h) e, assim, o mesmo par (€, ﬁ)

corresponde a cada um deles. Consequentemente, temos que (m;); = (t;)7- € e, como é é
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um epimorfismo (por 16.4.2) e (m;); preenche a condigao (E), é é um isomorfismo. Por

conseguinte, t = ¢! - h é o morfismo pretendido. O

Lembramos aqui que, dada uma categoria A, um objecto S de A se diz um separador
em A se para cada par de morfismos f,g: A — B com [ # g, existir algum morfismo

SlAtalquef-h#g-h.

Teorema 17.6 Toda a categoria multicocompleta e bem-copotenciada com um separador
tem limites conexos.

Demonstragao. Seja A uma categoria multicocompleta e bem-copotenciada e seja S
um separador de A.

1. Mostremos que cada objecto B é um quociente de alguma componente dum mul-

ticoproduto de S indexado por A(S, B). De facto, seja

((5 -2 CYgensm) ) ter (V.2)

um multicoproduto de S indexado por A(S, B). Entao, existe um unico par

(to, Ct % B) tal que os triangulos

Ctn (V3)

sao comutativos para todo o g € A(S, B). Além disso, o facto de S ser um separador
implica que w seja um epimorfismo. Evidentemente, se A(S, B) = (), entdo o multicopro-

duto de S indexado por A(S, B) nao é mais do que uma familia inicial de A.

I1. Provemos que se (B = A;); é uma monofonte pequena nio vazia com A(S, B) # 0
entdao o dominio B é o quociente de alguma componente de um multicoproduto de S
indexado por [[,.;A(S,A;). Atendendo a I. basta mostrar que cada componente do
multicoproduto de S indexada por A(S, B) é um quociente de alguma componente do
multicoproduto de S indexado por [[,c;.A(S, 4;). Mas o facto de (B —% A4;); ser uma
monofonte implica que a fungao ¢ : A(S, B) = [[;c; A(S, A;) que a cada g € A(S, B) faz

corresponder (m; - g); seja injectiva. Basta pois provar o seguinte resultado mais geral:
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Se N e M sao conjuntos nao vazios tais que N C M, e B é um objecto de A, entao
cada componente do multicoproduto de B indexado por N é um quociente de alguma
componente do multicoproduto de B indexado por M.

Seja entao (v, : B — C)pen uma componente do multicoproduto de B indexado por

N. Fixemos n, em N e tomemos, para cada m € M,

Vm seméeN

sem¢& N

Om =

Un,

o

Entao existem uma tnica componente do multicoproduto de B indexado por M, diga-
mos, (0, : B — L)men, € um tnico morfismo u : L — C tais que u - 6,, = 0y, m € M.
Logo (0, : B — L)pen € (v : B — C)pen pertencem a mesma componente conexa da

categoria de todas as cofontes (g, : B — X )nen, ja que
(en : B — L)nEN — (Vn : B — C)nEN

é um morfismo naquela categoria. Isto determina a existéncia de um unico morfismo
v:C — Ltalquev-v, =0, paratodoon € N. Entaou-v-v, =u-0, =6, = v, para

todo o n € N; Portanto, u-v = 1¢ e, assim, v : L — C' é um epimorfismo cindido.

ITII. Provemos que, dada uma familia pequena nao vazia (A;); de objectos em A,
existe um conjunto F(4,), de objectos de A tal que cada dominio B de uma monofonte
com codominio (4;);, i.e., da forma (B —% A;);, é um quociente de algum objecto em
F(4,),- O conjunto F(4,), é a reunido de {C'} e F, para C' e F obtidos como a seguir se

I

descreve:

(a) E claro que todos os objectos B que sio o dominio de uma monofonte com codominio
(A;)r pertencem a mesma componente conexa de A; consequentemente, todos esses
objectos B que, além disso, verificam A(S, B) = ) sdo quocientes dum objecto

inicial da componente conexa de A que os contém.

(b) Vamos mostrar que existe um conjunto F de componentes do multicoproduto de S
indexado por [];.; A(S, 4;) tal que cada dominio B de uma monofonte da forma

(B % A;); com A(S, B) # 0 é um quociente de algum objecto em F.

Para cada monofonte (B — A;); com A(S, B) # 0, seja

G, (mi)y) = {(mi - g)r € [Lies A(S, 4i) | g € A(S, B)}.
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Como a familia {G (g (m,),) | (B ™, A;)r 6 uma monofonte } estd contida no
conjunto de todos os subconjuntos de [[;.; . A(S, 4;), é também um conjunto. Es-

colhamos entdo um conjunto {(B7, (mz )1), j € J} de monofontes com codominio
(A;)r tal que para cada monofonte (B, (m;)r) com codominio (A;)r existe um e um

s6 j € J tal que G (m;);) =G nE Por II., temos assegurada a exis-

(B, (m]
téncia de um conjunto F = {C7,j € J} de componentes de um multicoproduto
de S indexado por [[;c; A(S, A;) tal que BJ é um quociente de CJ. Mostramos a
seguir que para cada monofonte (B —% A;); com A(S, B) # 0 o dominio B é um

quociente de algum C7.

Sejam (B BN A)re (B iz> A;)r duas monofontes tais que G (B,(m)) = G(ij(m{)l).
Entao podemos definir um isomorfismo ¢ entre A(S, B) e A(S, B’) pondo, para cada
g € A(S,B), ¢(g) = h tal que (m;-g);r = (mz -h)1. Consequentemente, é claro que
o multicoproduto (V.2) de S indexado por A(B,S) é também um multicoproduto
de S indexado por A(S, B7). Entéo, existe um tnico par (¢, C* w BY) tal que os

triangulos

Ct’ (V4)

onde ¢(g) = h, sdo comutativos para todo o g € A(S, B). Como anteriormente,
w' é um epimorfismo e podemos assumir que C = C7. Consequentemente, da
J .w/) .0’5 =

comutatividade dos diagramas (V.3) e (V.4), obtemos as igualdades (m]

(m; - w) - crg" para todo o g € A(S, B), o que implica que t' = ¢, e mf cw' = m; - w,
visto que ((0}).4(s,p))7 ser um multicoproduto. Logo B é também um quociente

de 7.

IV. Dado que para cada A € Obj(A) existe um conjunto F(4) tal que cada subobjecto

de A é um quociente de algum objecto em F 4, é agora evidente a boa-potenciagao de

A.

Para mostrar que A tem limites conexos, seja D : I — A um diagrama pequeno
conexo em A. Pelo Lema 17.1, a categoria S” das fontes naturais para D é cocompleta.

Logo, para mostrar que S” tem um objecto terminal - que serd, entdo, o limite de
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D - basta mostrar que tem um objecto fracamente terminal. Seja F(p; o conjunto

Obj(I)
escolhido como atras e seja I* o conjunto de todas as fontes naturais para D com dominio

em F( ) Como I* é pequena, o diagrama I* < ST tem um colimite em SP, seja

Di)owj(r
ele
KB, f;)

((B, (fi)ovj(r)) (C, (Wi)owi(n)) )(B,(f:)el*

Pelo Lema 17.5, a fonte conexa (C' —% Di)op;(1) tem uma factorizacao (Epi, Extr MonoF onte),
digamos (C' 5 L iy Di)oyj(r)- Vamos mostrar que (L LN Di)op;(ry ¢ um objecto fra-
camente terminal de S”. Seja (A N Di)oy;(1y pertencente a SP e seja (A 4 B
Di)oy;(ry uma factorizagao (Epi, ExtrMonoFonte) de (gi)opj(r)- Entdo ha algum ob-

jecto E em F(p;) e algum epimorfismo E % B. E claro que (E 4 By Di)ow(r)

Obj(I)
é natural para D e, portanto, pertence a I*. Consequentemente, temos a igualdade
ni-q =1l (€ l(gn,q) Para todo o i € Obj(I). Entdo, de novo pelo Lema 17.5, existe
um tnico t : B — L tal que t - q¢ = e ligy,.q) € li -t = n; para todo o i € Obj(I).
Por conseguinte, - d é claramente um morfismo de S definido de (A, (9i)ovj(r)) para

(L, (L) obj(r))- O

Observagao 17.7 Seja 4 uma categoria com objecto terminal. Nesse caso, é trivial
concluir que se A é multicocompleta entao é cocompleta. Além disso, se A tem limites
conexos entdao é completa. Isto decorre do facto do produto [];.; A; coincidir com o

limite do diagrama constituido por todos os morfismos de A; para um objecto terminal.

18 Categorias multi-sélidas

O conceito de solidez para uma categoria concreta revelou-se extremamente ttil na
unificacdo das categoria concretas “bem comportadas’na topologia, dlgebra e outros
campos da matematica. Recordamos que, para uma categoria concreta (A,U) que seja
bem-copotenciada e tenha uma categoria base cocompleta, ser sélida é equiva-
lente a A ser cocompleta e U ter um adjunto esquerdo (ver [71]). Na presente secgao
estudamos uma generalizacao das categorias concretas sélidas as multi-sélidas, introdu-
zida por W. Tholen [74] sob a designagao de “strongly locally semitopological”??. O

resultado essencial é que uma categoria concreta (A, U) que seja bem-copotenciada sobre
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uma categoria multicocompleta é multi-sélida se e s6 se A é multicocompleta e U é um
multiadjunto direito. Assim, estas categorias incluem exemplos tais como a categoria
dos conjuntos estritamente linearmente ordenados ou a categoria dos corpos. Este re-
sultado melhora o Teorema 6.3 de [74], usando uma abordagem diferente que realca a

similaridade entre o comportamento das categorias sélidas e o das multi-sélidas.

Definicao 18.1 Uma categoria concreta (A,U) é multi-solida se para cada U-cofonte

S = (UA; B X); existir uma U-fonte (X A UB;j)  tal que

(1) yj - ; é a imagem de um morfismo A; — B; de A por meio de U para cada i € I,

JeJ;

(7i) sempre que um morfismo U-estruturado X % UB é tal que y - x; € a imagem de um
morfismo de A por meio de U para todo o i € I, entao existe um tnico par (j, f)

com j € Je B;j i) B satisfazendo U f - y; = y.

A U-fonte (X _ UB;j) diz-se um multi-levantamento semifinal de S.

Exemplos 18.2 (cf. [73])

1. Categorias sélidas (i.e., o caso em que J é um conjunto singular).

2. A categoria dos conjuntos estritamente linearmente ordenados é multi-sélida sobre

a categoria dos conjuntos estritamente parcialmente ordenados.

3. A categoria Fld dos corpos é multi-sélida sobre a categoria Rng dos anéis comu-

tativos unitarios.

4. Um functor U : A — X diz-se localmente pleno se, para cada diagrama comutativo

da forma

UA UB
Ua Ub

UC/

f é o morfismo de X subjacente a algum morfismo de A definido de A para B.
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Se U : A— X é um multiadjunto direito fiel e localmente pleno, entao a categoria
concreta (A, U) é multi-sélida. Para o mostrar, seja (UA; = X); uma U-cofonte e
consideremos a U-fonte (X AU Cy)r de todos os U-morfismos tais que z; - z; é a
imagem por U de um morfismo de A com dominio A; e codominio C%, para todo
oi € I. Seja (X LS UBy) i a sub-fonte da fonte universal de X para U de todos
os morfismos X & UBgtal que Ug; - np = 2z para algum ¢t € T e algum morfismo

gt : By — Cy de A. Entéo, para cada i € I, temos o diagrama comutativo seguinte

UAH X HUBIg

Zt - xz\ /Ugt

UCy

onde z; - x; é o morfismo de X subjacente a algum morfismo de A; para C;. Con-
sequentemente, como U é localmente pleno, temos que 7 - x; é a imagem de um
morfismo de A definidode A; para By. E agora claro que (X 5 UBy)x constitui

um multi-levantamento semi-final de (x;);.

Muitos outros exemplos de topologia, dlgebra e geometria podem ser encontrados em

[73].

Observagoes 18.3

1. E claro que uma categoria multi-sélida é sélida se e s6 se, para cada X € Obj(X),

a categoria X | U é conexa.

Atendendo & defini¢ao, conclui-se imediatamente que se (A,U) é uma categoria
multi-sélida, entao U é um multiadjunto direito, sendo a fonte universal de X para

U um multi-levantamento semifinal da fonte vazia com dominio X.

Além disso, como observado por W. Tholen em [74], se (A,U) é uma categoria

multi-sélida sobre uma categoria multicocompleta, entao A é multicocompleta.

Teorema 18.4 Seja X uma categoria multicocompleta. Entao wma categoria concreta

(A,U) sobre X com A bem-copotenciada é multi-sdlida se e sé se U é um multiadjunto

direito e A é multicocompleta.
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Demonstracao. Atendendo a 18.3.2, falta apenas provar a suficiéncia. Seja U : A — X
um multiadjunto direito fiel. Mostremos que toda a U-cofonte (UA; =% X); tem um
multi-levantamento semifinal. Consideremos a fonte U-estruturada (X =% UCy)r de
todos os U-morfismos z; tais que, para todo o i € I, z; - x; é o morfismo de X subjacente

a algum morfismo deA definido de A; para C;. Entao

T :UjeJ T3,

onde, para cada j € J, (X 2 UC)r; é uma componente conexa da U-fonte (z;)r.
Como U é um multiadjunto direito, para cada ¢t € T existe um tunico par (7, f) tal que
n: X — UD pertence a fonte universal de X para U e f: D — C, preenche Uf -n = z.
Para cada j € J, a U-conexidade da fonte (Z 2% U Cy)1; implica que o U-morfismo 7 seja

o mesmo para todo o z; com t € T}. para cada t € T; denotamos o par anterior por
(T]j X — UDj, ft : Dj — Ct)

d.:
Para cada j € J, seja (D; = B; LN Ct)1; uma factorizagao (Epi, ExtrMonofonte) de

( ft)Tj que, pelo Lema 17.5, existe. Pretendemos mostrar que
(X BUD; ¥ UB;),

¢ um multi-levantamento semifinal de (U 4; KX )1. De facto, se X % UB é tal que y - ;
é a imagem de um morfismo de A para todo o i € I, entao B = C, e y = z; para algum

t € T. Seja j o tnico elemento em J tal que t € T}; entao
Yy = Ult . (Udj . T]j). (V5)

Além disso, como (n;); é uma sub-fonte de uma fonte universal de X para U e d; é
um A-epimorfismo, conclui-se que (7, ;) é o unico par para o qual a igualdade (V.5) se

verifica. O
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Capitulo VI

Multi-reflectividade e

multiortogonalidade

Nos dois primeiros capitulos estuddamos as relagoes existentes entre invélucros orto-
gonais e reflectivos; em particular, foram dadas condigbes sob as quais uma subcategoria
ortogonal é reflectiva. No presente capitulo estudamos a existéncia e a caracterizagao do
invélucro multi-reflectivo de uma dada subcategoria. Nomeadamente, investigamos uma
generalizacao dos resultados sobre ortogonalidade e reflectividade no contexto da multi-
ortogonalidade e multi-reflectividade. Relacionamos multiortogonalidade com ortogona-
lidade via completamentos para produtos grandes livres e obtemos condicoes suficientes
para o invélucro multiortogonal de uma subcategoria ser o seu invélucro multi-reflectivo.

Para além disso, estendemos a nocao de operador de fecho ortogonal a categorias com
multi-somas amalgamadas - em vez de somas amalgamadas - e usamos este operador de
fecho para exprimir a multiortogonalidade de fontes em termos de densidade e invélucros

multi-reflectivos em termos de fechamento.

19 Multiortogonalidade

O principal propdsito desta e das secgoes segintes é encontrar condigdes sob as quais

o invoélucro multiortogonal seja um invélucro multi-reflectivo.

131
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Comegamos por recordar o conceito de multiortogonalidade.

Seja A uma subcategoria de X'. Quando passamos da nocao de reflectividade para a
de ortogonalidade, alargamos a classe de todas as reflexdes de objectos de X em A, ou

seja, a classe de todos os morfismos X i> A com codominio em A tal que

(o) cada morfismo X 4, A’ com codominio em A é factorizado através de f de modo

unico,

. f - ~ .
considerando a classe de todos os morfismos X = Y, com codominio nao necessariamente

em A, que preenchem a condigao (o).

A nocado de multiortogonalidade é obtida de forma andloga a partir da de multi-
reflectividade. Este conceito tem sido estudado por vérios autores (veja-se, por exemplo,

[10] na situac@o dual, [6] e suas referéncias).

Definigoes 19.1 Seja X € Obj(X) e seja S = (Y, (f; : Y — Z;)icr) uma fonte em
X. Dizemos que X ¢ multiortogonal a S, ou S € multiortogonal a X, e escrevemos
XLS, sempre que, para cada morfismo Y EN X, existir um unico par (i,g) onde i € I e

g:Z; — X é um morfismo tal que g- f; = g.

Se A é uma subcategoria de X, denotamos por AJ; o aglomerado de todas as fontes

S tal que, para cada A € Obj(A), ALS.

Se § é um aglomerado de fontes, denotamos por | a subcategoria de todos os X

em X tais que, para cada S € S, XLS.

Uma subcategoria A de X diz-se multiortogonal se coincidir com S§| para algum

aglomerado S de fontes.

Observagao 19.2 Para cada fonte S = (X TS Y;)r em AJ;, temos que,seg: X — Aeh:
X — A’ pertencem & mesma componente conexa de X | A, entdo g e h sao factorizdveis
através do mesmo f;. Com efeito, sejam g e h pertencentes & mesma componente conexa;

isto significa que existe um diagrama comutativo do tipo
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g h

A - X - A
i | bdn

= g1 An
AN - “=

AQ An—l
dg\ .
Az — Ay
dy

com Ay, As ..., A, em A. Sejam g e g1 factorizdveis através de f; e fi, respectivamente.
Entao, o morfismo dy - g = ds - g1 € factorizavel por f; e fi simultaneamente; portanto,
i = 1. Usando o mesmo argumento para g; e g2, e assim por diante, concluimos que h é
também factorizado através de f;.

Como consequéncia, se para cada X em X a categoria X | A é conexa entao A£ =

AL

As proposicoes seguintes mostram que a interdependéncia entre as noc¢oes de multi-
reflectividade, multicocompletude, multiortogonalidade e limites conexos é paralela a

existente entre as nogoes de reflectividade, cocompletude, ortogonalidade e completude.

Proposigao 19.3
1. Se A e B sao subcategorias de X e S e T sdo aglomerados de fontes de X, entdo:
o« ACB— AL D BE

. AQSL<:>SQJ4%

2. Para toda a subcategoria A de X, cada uma das asser¢ées (a)-(c) a sequir implica

a proxima:

(a) A € multi-reflectiva;
(b) A é multiortogonal;

(c) A é fechada para limites conezos.

3. Para toda a familia (S;); de aglomerados de fontes, temos que
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ﬂie](si); = (Uie[ Si);

Demonstragao. As demonstragoes de 1. e 3. e da implicacao (a) = (b) de 2. fazem-
se sem dificuldade. A implicacao (b) = (¢) de 2. ¢é provada em [6] para o caso da
multiortogonalidade relativamente a fontes pequenas. A demonstracido facilmente se

adapta para o caso em que as fontes sdo indexadas por classes. O

De 19.3.1, tira-se que a subcategoria A de X é multiortogonal se e s6 se A = (.AJ;)J_

e que a subcategoria (AJ; )| € a menor subcategoria multiortogonal de A’ contendo A.

Assim, faremos uso da seguinte
Definigcao 19.4 Dada uma subcategoria A de X, o invdlucro multiortogonal de A em X

é a subcategoria (.AJ;) | que serd denotada por O(A).

Definigoes 19.5 Um aglomerado S de fontes em X diz-se

fi

e canceldvel d esquerda sempre que para quaisquer fontes S = (X — Y;)r e S; =
(Y; EEN Zij)jet;» © € I, tais que S; pertence a S for all i € I e a composigao

gij-fi

(Si)r-S = (X = Zij)icr jes, também pertence a S, entao S pertence a S.

e canceldvel a direita sempre que para quaisquer fontes S = (X i) Yi)reS; =

(Y; KN Zij)jes;» © € I, tais que a fonte S e a composigao (S;);-S = (X gif)i

Zij)iel jeJ, pertencem a S, entao S; também pertence a S para todo o i € I.
Proposicao 19.6 Seja A uma subcategoria de X.
L . ; .
1. Se (fi)1 pertence a A=, entdo cada f; é A-canceldvel.

2. AL C AL e O(A) CO(A).

3. .AJ; ¢ fechada para a composicio, ou seja, se as fontes S = (X iy Yi)reS; =

(Y; 2, Zij)jes;» © € I, pertencem a .AJ;, entao a composicao (S;)r - S = (X 9ia-ls

Zij)ier,jeg; também pertence a AJ;.

L PR N
4. A= € canceldvel a esquerda e o direita.

Demonstracgao.
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1. e 2. sao Obvias.

3. Sejam (X Lt Yi)re(Y; 9y Zij) g, © € I, fontes em AL e seja h : X — A um morfismo

com codominio em A. Entdo, existe um tnico par (i, h) tal que h - f; = h; e assim

existe um tnico par (j, h) tal que j € J; e T gij = h. E claro que, entéo, ((4,5),h)

¢ o tnico par com (i,7) € ;e J;, onde
WierJi = Uier{(i,J) | j € Ji},
e tal que ﬁ : (gij : fz) = h.

4. Para mostrar que .AJ: é canceldvel a esquerda, sejam S = (f; : X — Yi)ier €
Si = (9ij : Yi = Zij)jeu,, © € I, fontes tais que S; pertence a AJ; para todooi e [
e a composigao (S;);r - S também pertence a .AJ:. Seja h : X — A um morfismo
com codominio em A. Entao existe um tnico par ((z,7), k") tal que (i,7) € e J;

e W' - gij - fi = h. Logo, o par (i,h’ - g;;) é talquei € [ e
(h/ . gij) . fz = h. (VIl)

Para mostrar que este par é tnico, seja (i',h”) um par com i/ € I e h" - f;y = h.
Entao, como Sy € AJ;, existem j' € Jy e g : Zyy — A tais que g - girjy = I
Consequentemente, g - (girj» - fir) = h e, como (S;)r-S € .AL, segue-se que i = 7’
e j = j. Quanto & unicidade de h' - g;; na igualdade (VI.1), seja u um morfismo
tal que u - f; = h. Entao, como S; € AJ;, existe um tnico par ((z,;),u’) tal que

u = g;y e, portanto,
u' - (giy - fi) =u-fi=h="0" (g5 fi);
entdao, j/ = jeu =, pelo que u =u'- gg =h"- g

Mostremos que AJ; também é cancelavel a direita. Sejam S = (f; : X — Yj)ier e
Si = (gij : Yi = Zij)jeu;, © € 1, fontes tais que S e a composicao (S;)r - S pertence
a AJ:. Fixemos i € I e seja h : Y; — A um morfismo com codominio em A. Entéao,
existe um tnico par ((¢/, j), h') tal que ' - (girj - fir) = h- fi. Mas, como (f;)I € S,
esta igualdade garante que i = ' e b’ - g;; = h. Agora, se j' € J; é tal que, para
algum morfismo h”, se tem que h'-g;; = h = h"-g;;, entao b'-(gi;- fi) = h"- (g5 - f3)
e, como (S;);-S € AJ;, j=j" e h="h". Por conseguinte, (j,h') é o dnico par com

J € J;i e b preenchendo a igualdade ' - g;; = h. O
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Definimos a seguir o completamento livre para produtos grandes de uma dada cate-
goria, o que nos permite estabelecer relacoes interessantes entre as nogoes de multiorto-

gonalidade e ortogonalidade.

Definigoes 19.7

1. Dada uma categoria X, o completamento livre para produtos grandes de X, denotado
por IT'(X), é a quase-categoria definida do seguinte modo:
e 0s objectos sao familias (possivelmente grandes) (X;); de objectos de X

e 0s morfismos sdo da forma

(o, (f5))

(Xa)1 (Y;).
onde a : J — I ¢ uma fungao e, para cada j, f; : Xo(;) = ¥; é um morfismo

de X;

e a composicao e os morfismos identidade sdo dbvios.

E claro que X é uma subcategoria de II'(X), identificando os objectos de X com

as familias indexadas por conjuntos singulares.

2.S¢ U : A — X é um functor entre as categorias A e X, definimos o functor
nY(v) : m'(A) — I4(X) pondo
I (U)((Ai)r) = (UA);
'(U) (e, (£7)5) = (a, (U f;))-

Observagao 19.8 Denotemos por I15(X) a subcategoria da quase-categoria IT'(X’) cons-
tituida por todas as familias (X;); tais que I é um conjunto; analogamente, dado um
functor U : A — X, definimos o functor II*(U) : 11*(A) — II*(X’). Conforme observado

por Y. Diers [17], II¥(X') é o completamento livre para produtos de X', nomeadamente:
(i) II*(X) tem produtos.
(ii) Para cada functor F' : X — ), onde ) é uma categoria com produtos, existe um

functor F* : II*(X) — ) que preserva produtos e estende F (i.e., FX = F*X e

Ff = F*f), tinico a menos de isomorfismo.
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Passa-se com Hl(X ) uma situagao andloga, apenas com a diferenga de que os produtos
sao substituidos por produtos grandes (e ) é agora uma quase-categoria arbitraria com
produtos grandes).

Além disso, Y. Diers ([17]) provou que
A. X tem limites conezos se e sd se II¥(X) € completa;
B. X ¢ multicocompleta se e sé se 11°(X) € cocompleta;
C.U: A— X éum multiadjunto direito se e sé se II*(U) : II*(A) — TI°(X) é um

adjunto direito (veja-se também [74]).

Os dois lemas seguintes sao uteis para o que se segue. Fazemos notar que eles estendem
as assergoes B. e C. em 19.8 ao caso em que as multi-reflexdes e os multicolimites podem

ser indexados por classes proprias.

Lema 19.9

1. Se A é a subcategoria de X, entdo um objecto (X;); de TI'(X) tem uma reflexdo

em II'(A) se e s6 se, para cada i € I, X; tem uma multi-reflexio em A.
2. U : A —= X éum multiadjunto direito se e sé se II'(U) : II'(A) — TIHX) é um
adjunto direito.
Demonstragao.

1. Seja

X (e, (aj).)

(4;)
uma reflexdo de (X;); em I1'(A). Vamos mostrar que para cada i, € I a fonte

(X, 3 Aj)

a(j)=io

¢ uma multi-reflexao de X;, em A. Na verdade, se X;, 4 A ¢ um morfismo com
codominio em A, entdo (X;)s (29) A, com ((e) = i,, é um morfismo de IT'(X)
com codominio em IT'(A); entdo, existe um tnico morfismo (3,9) : (4;); — A

em IT'(A) tal que (8,7) - (o, (a;)) = (B,9), ouseja, a-f=PBeg- Ya@e) = 9
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Por conseguinte, tomando j = B(e), o par (j,g) é o tinico para o qual a(j) =i e
g-a;=g.

Reciprocamente, para cada i € I seja
"o
(Xi — Aj)jEJi
uma multi-reflexao de X; em A. Seja
K =Uier Ji = Uier{(j,9) |7 € Ji}

e definamos o : K — I por «(j,i) = i. E f4cil concluir que

(a, (5 iyex) .
(Xi)r . - (AY)Giex

é uma reflexdo de (X;); em IT'(A).
2. E uma consequéncia de 1. O

Lema 19.10

1. Seja D uma quase-categoria cujos objectos formam wm conjunto. Para cada ca-
tegoria X, todo o diagrama D : D — X tem um multicolimite se e s6 se todo o

diagrama D : D — T X) tem um colimite.

2. X é multicocompleta se e s6 se II'(X) tem colimites de todos os diagramas D : D —

HZ(X) tais que D ¢é uma quase-categoria cujos objectos formam um conjunto.

Demonstracgao.

1. Seja D uma quase-categoria tal que Obj(D) ¢ um conjunto. Seja D : D — X um

l'L
diagrama em X, e seja (Dd (dg (Xi)1)aconj(py um colimite de D Bx o (X))
, i
em II(X). E entdo imediato que ((Dd — X;)qeonj(p)),c; ¢ um multicolimite de

Dem X.

Jiel

Reciprocamente, seja D : D — II'(X) um diagrama em IT'(X) tal que, para cada
objecto d de D,
Dd = (Xi,)1

d

e para cada morfismo ¢ : d — d’,
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D(d 5 d) = (X)), e ) - (Xi,)1, -

Seja I a subclasse da classe J = Iljcopj(p) a constituida por todos os (iq)acon;(p) €
t
J tais que para cada D-morfismo d Ld a funcdo Iy — I, satisfaz al(ig) = ig.

Assim, para cada i = (ig)geopj(p) € I obtemos um functor D; : D — & definido por
i
D;d = X;, e D;i(d 4 d) = (Xi, =% X; ,). Por hipétese, para cada i € I, o functor

gt

D; : D - X tem um multicolimite em X, seja ele ((D;d LN Lik)deonj(p) ke k-
Seja K =Ujer K; = Ujer{(k,i) |k € K;} e seja a : K — I definido por a(k,i) =

a(k, (id)deobj(p)) = ia- Entdo, conclui-se facilmente que

(v, (lik) (k,i)ek)
( (X »  (Lik) (ki)ek ) deobj(D)

é um colimite do functor D : D — II{(X).

2. Decorre de 1., visto que o facto de X’ ter multicolimites de functores cujo dominio é
uma categoria pequena implica que X tem multicolimites de functores cujo dominio
é uma quase-categoria com apenas um conjunto de objectos. De facto, isto é uma

consequéncia da assercao seguinte cuja verificacdo nao oferece dificuldade:

Seja D : D — X um functor tal que D é uma quase-categoria cujos objectos
constituem um conjunto. Seja D a categoria quociente obtida de D do se-
guinte modo: Obj(ﬁ) = Obj(D), e, para cada par de objectos d,d" € Obj(D),
definimos uma relacao de equivaléncia ~ na classe D(d,d’) pondo f ~ f' se e
s6se Df = Df’ e definimos 75(d, d") como sendo o conjunto de todas as classes
de equivaléncia de ~ em D(d,d’).

Seja D :D — X o functor quociente correspondente.

Entao, se D : D — X tem um multicolimite em X', o mesmo acontece a

D :D — X e, ademais, os dois multicolimites coincidem. O

Observagao 19.11 Se é verdade que, quando passamos da categoria I1°(X) para a
quase-categoria II'(X), obtemos ainda relacdes interessantes entre os colimites desta e

os multicolimites da categoria X', o mesmo nao acontece relativamente aos limites em
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ITY(X) versus limites conexos de X. Com efeito, o facto de X ter limites conexos ndo
implica a existéncia de igualizadores em IT'(X’) como mostra o exemplo seguinte:

Seja X = Set e consideremos o seguinte diagrama em I1'(X)

(o, (fi)1)
(Ai)r X (Bi)1
(B, (9i)1)

onde I é a classe de todos os ordinais, a funcao « : I — I leva cada ordinal para zero,
B = idr e, para cada i € I, A; = {0,1} e B; = {0}; fi : Ap = Bieg, : A; —
B; sao obviamente funcoes constantes. Vamos mostrar que este par de morfismos nao
tem igualizador em IT'(Set). Assumamos que, pelo contrério, (cx) s (rlhir) (4;)r é um
igualizador do par. Entao, em particular, v-a = = - § e, consequentemente, para cada
i€, v() =~v(B()) =v(a(i)) = v(0); entdo, v é uma aplicacao constante. Além disso,
o IT'(Set)-morfismo Cy0) (il (Ai)r igualiza o par ((«, (fi)r), (5, (gi)r)). Mas, entao,

por um lado, C.q) (hidg (A;)r igualiza o par ((«, (fi)1), (B, (g9i)1)) e, por outro lado, o

tridngulo
(COx (s (hi)l)(Ai)I
(8,idc ) (hi)1
0

onde a aplicacdo 0 : {e} — K é definida por §(e) = (0), é comutativo. Consequente-

mente, K tem de ser singular e
(o, (fi)1)

Cy(0) - (A1 , (Bi)r
(8, (9i)1)

é o diagrama de um igualizador. Mostremos agora que, entao, para cada ordinal c,
existe uma aplicagao injectiva do produto {0, 1}* em Cy(0), 0 que € absurdo. Seja v um
ordinal. Sejam m; : {0, 1}* — {0, 1} , i € «, as projecgdes correspondentes e definamos
{0, 1} Ly A; pondo r; = m; se i € o, 7; = o, caso contrario. Entdo {0, 1}« (T—Z)I> (A)r

é um morfismo em II'(Set) que igualiza o par ((o, (f;)1), (B, (g:)1)). Entdo, existe um
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unico morfismo ¢ : {0,1}* — Cy(0) tal que h; -t = r;, para todo o ordinal i. De facto, ¢ é
injectiva:
t-a=t-b = h;-t-a=h;-t-b paratodoo 1
=r;-a=r;-b paratodo o 1
= m-a=m;-b paratodoo i€ «

=a=0>0.

Com a finalidade de relacionarmos multiortogonalidade com ortogonalidade via com-

pletamentos livres para produtos grandes, vamos usar a definicdo seguinte.

Notagao 19.12 Dado um aglomerado S de fontes em X', denotamos por IT'(S) o aglo-

merado de todos os morfismos (X;)r (a’(ﬁ;J )

fonte (X; LA Yj)a(j)=i Dertence a S

(Y;)s de I}(X) tais que para cada i € I a

Daqui para a frente, quando usarmos os operadores L e L, consideraremos sempre L

em X e L em ITH(X).

Proposicao 19.13 Para uma subcategoria A da categoria X e um aglomerado S de

fontes em X que contenha todos os isomorfismos, verificam-se as sequintes propriedades:
1L 1AL
1 I0(AT) = (IT(A))~;
2. (IIY(S)) L =148 );

3. I(O(A)) = O(IT'(A)).

Demonstragao.

1. Esta igualdade decorre das seguintes equivaléncias cuja veracidade é simples de

concluir:
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(O‘a (f])J)

uma fonte (Xi)1 (Y;); Dertence a HI(AJ;)

se e s6 se, para cada i € I, (X; L Yj)a(j)=i Dertence a .A;

(fj)a(j):i

se e sO se, para cada 1 € I, X;

(Y})a(j= Pertence a (TTH(A))*

(o, (f5)7)

se e sése  (X;); (Y;); Dpertence a (I (A))*L .

2. Seja (Bg)g € (II'(S))1; com o intuito de provar que (Bg)x € II'(S| ), mostremos
que, para cada k € K, By € §|. Seja (X 5 Y;)r € S. Fixemos k, € K e seja

h: X — By, um morfismo de X. Podemos definir um morfismo em IT(X),

(Zox (v, (95)7)

(Wj).s
do modo seguinte:

X se k=k,

By, se k#k,

Zy =

J=TU(K\{ko})

Y, se jel
W; =
B; se jeKN\({ko}
) ko se jel
a(j) =

j se jeK\{ky}

os X-morfismos g; : Z,(;) — W sdo definidos por

fi se jel

9i = :
T 1 se je K\ (k)

Como Iso(X) C S, é evidente que o morfismo (Zi) K (o (95)) (W;), Dper-

tence a II1(S).
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Por outro lado, podemos definir um morfismo em Hl(X )

(h
(Zox (B, (hi)K)

(Br)x

pondo

h se k=k,
1p, se k;«éko.

Entdo, existe um tinico morfismo em IT'(X),

(B, () k) : (Wy) g = (Br)k,

tal que

(B, (hi) k) - (e, (g5)5) = (B, (i) )-

E agora facil concluir que o par

(B(ko)v hko)

é o tinico tal que B(k,) € I e o morfismo hy, : Ys(k,) — Bk, satistaz a igualdade
hie, * f8(k) = h-

(o, (f5))

Reciprocamente, seja (By)x € II'(S) ) e seja (Xi)1 (Y5) s

pertencente a I1/(S). Para mostrar que (o, (f;)s) L (By)k, seja
(8, (9r)x)

(X1 (Bp)g um morfismo em IT'(X). Para cada k € K, consi-

deremos i = f(k); a fonte (X; N Y;)a(j)=i Pertence a S; logo, existe um e um s6

par (ji, gx) com ojy) =1 e g, : Y; — By tal que gy, - fj, = gk- E simples verificar

que o IT'(X)-morfismo

(77 (?k)K))

com v : K — J definido por (k) = ji, é o tnico tal que

(v @) K) - (e, (f).0) = (B (gr) K)-
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3. Decorre de 1. e 2. De facto, temos que

(O(A) = TH((AY) ) = (I (A)) L = (I (A)*).

= O(IT(A)).

20 Invdlucros multiortogonais e multi-reflectivos

Nesta secgao, investigamos condigoes sob as quais o invélucro multiortogonal é multi-
reflectivo. Em particular, vamos mostrar que o Teorema 2.10 para reflectividade tem um

paralelo para multi-reflectividade.

Seja A uma subcategoria de X.
Para cada X € Obj(X), consideramos a quase-categoria X /AJ: definida como se

segue:
. - 1 .
e 0s objectos sao todas as fontes em A= com dominio X;

e 0s morfismos sdo os morfismos (a, (a;);) : (Yi)r — (Z;); em II'(X) com aj-fa(j) =

gj para cada j € J;
e as identidades e a composicao de morfismos sdo como é de esperar.

Evidentemente, quando a categoria X | A é conexa, a quase-categoria X/ AJ; coincide
com a categoria X/ AL definida na segunda seccio do Capitulo I, imediatemente antes

de 2.6.

O lema seguinte é ébvio.

Lema 20.1 Seja A uma subcategoria de X e seja (X, (rj : X — Aj)jcs) uma fonte em
X. Entao:

1. (r5); € uma multi-reflexdo de X em A se e s6 se pertencer a AL e A; € Obj(A),
jeJ.

2. Toda a multi-reflexdo de X em A € um objecto terminal de X/AJ;. O
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O teorema seguinte estabelece condigoes sob as quais o segundo item do lema anterior

admite a reciproca.

Teorema 20.2 Se X' € uma categoria com multicolimites conexos e A é uma subcategoria
de X, entdo o invélucro multiortogonal de A em X, O(A), é multi-reflectivo em X se
e s0 se para cada X € Obj(X) a quase-categoria X/AJ: tem um conjunto fracamente

terminal.

Demonstragao. A necessidade é clara. Reciprocamente, assumamos que, para X €
0bj(X), X /.A; tem um conjunto fracamente terminal. Queremos provar que X tem
uma multi-reflexdao em O(A). Pelo Lema 19.9 e pela Proposicao 19.13, basta mostrar
que X tem uma reflexdo em O(IT'(A)). Mas, em 2.9 e 2.10, provamos o seguinte:

Se X tem colimites conexos, A é uma subcategoria de X' e X é um X-objecto tal que
X /At tem um conjunto fracamente terminal, entio X /AL tem um objecto terminal e,
mais, ele é uma reflexdo de X para O(A).

Por 19.10.1, o facto de X ter multicolimites conexos implica que a quase-categoria
IT'(X) tem multi-somas amalgamadas e multi-igualizadores de familias, eventualmente
grandes, de morfismos. Consequentemente, como X/(II'/(A4))* tem um conjunto fra-
camente terminal, verifica-se facilmente, usando uma técnica semelhante a de 2.9, que
X/(IT'(A))* tem um objecto terminal que é uma reflexdo de X em O(IT'(A)). Por con-

seguinte, X tem uma multi-reflexao em O(A). O

Consideremos as categorias A, B e X do Exemplo 2.11. Para cada objecto X de
X, a categoria X | A é conexa, o que implica que os invélucros multiortogonais de A
em B e em X coincidam com o invélucro ortogonal de A em B e o invélucro ortogonal
em X, respectivamente. Fazemos notar que, em particular, este exemplo também nos
permite concluir que é possivel ter subcategorias A e B de X tais que A estd contida em
B mas o invélucro multiortogonal de A em X é diferente do invélucro multiortogonal de
A em B, mesmo quando B é multiortogonal em X. Vamos mostrar que os dois invélucros

multiortogonais coincidem quando B é multi-reflectiva em X.

Observagao 20.3 Seja B uma subcategoria multi-reflectiva de X e, dada uma fonte
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S=(X f% Y;)r em X, consideremos os seguintes diagramas comutativos

fi
X Yi
Tes(ik) =T ik
Gik
Besiik) = B Biy (VL.2)

onde (r; : X — Bj)jes é a multi-reflexao de X em B, (ri : Y = Big)kek, ¢ a multi-
reflexdo de Y; em B, i € I, e, para cada (i,k) com i € I e k € Kj;, j é o tinico elemento
de J tal que 7y, - f; é factorizdvel através de r;j e g;;, : Bj — Bj; é o inico morfismo tal
que gik, - 1 = Tik - fi. Ponhamos j = eg(i, k).

Sabemos que IT'(B) é reflectiva em IT'(X) e, a partir dos diagramas anteriores, obtemos

o diagrama seguinte

(fi)1
X (Yi)1
(15)J (Tik ) ke, icl
(9ix)
(Bj)J (Bik)kek, icl (VL.3)

em IT'(X), onde (r;); é a reflexdo de X em HY(B), (rik)kek;, ic1 ¢ a reflexdo de (Y;); em
Y (B) e (gik)kek,. icr ¢ a imagem de (f;); em II'(B) através do reflector.

Consequentemente, de 2.12.1 e 19.13 segue-se que se B é uma subcategoria multi-
reflectiva de X’ e A é uma subcategoria de B, entao AJ;X é a coleccao de todas as fontes
S=(X Lt Y;)r tais que no diagrama acima a fonte (B; %% Bik)(i,k)eegl({j}) pertence a
AJ;B para todo o j € J.

Por outro lado, como para uma subcategoria reflectiva A de uma categoria X os
morfismos de AT sdo exactamente aqueles cuja imagem pelo reflector é um isomorfismo,
conclui-se que: Se B é uma subcategoria multi-reflectiva de X, a fonte S = (f; : X —
Y;)icr pertence a BJ; se e 86 se gg : ;7 K; — J é uma bijeccao e todos os morfismos

gi - .
B; 2% B;i. sdo isomorfismos.
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Usando novamente a relacdo entre multiortogonalidade e ortogonalidade via “operador”IT,

obtemos a seguinte

Proposicao 20.4 Se B é uma subcategoria multi-reflectiva de X e A é uma subcategoria

de B, entdo o invdlucro multiortogonal de A em B coincide com o invélucro multiortogonal

de A em X.

Demonstragao. Seja B uma subcategoria multi-reflectiva de X’ e seja A uma subcate-
goria de B. Entao IT'(B) é uma sub-quase-categoria reflectiva de IT'(X) e II'(A) é uma
sub-quase-categoria de IT'(B). Atendendo a 2.12.2, temos que

('), = () TE)

ol (x) k)’
0 que, por 19.13, implica que
(AT ) = TU((AS8)) ),
logo,
M((AT¥)) ) n& = TI((A5); )N,
ou seja,
(AF)) = (AE)

a

O lema seguinte mostra que, se X é uma categoria (£,IM), o aglomerado .AJ; tem

propriedades interessantes quando considerado no E-invélucro reflectivo IM(.A).

Lema 20.5 Seja X uma categoria (£,M) com M C MonoFonte(X). Se A é uma
subcategoria de X tal que M(A) = X e (fi : X — Y))ier pertence a Aé, entao

1. fi € Epi(X), 1€ 1;

2. (fi)r pertence a M.

Demonstracgao.
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1. Para ¢ fixado em I, sejam g¢,h : Y; — Z morfismos tais que g - f; = h- f;. Como
Z € M(A), existe uma fonte (m; : Z — A;); pertencente a M e com A; € Obj(A),
Jj € J. Para cada j € J, temos que a igualdade m; - g - f; = m; - h - f; implica
que m; - g = my - h, visto f; ser A-canceldvel. Consequentemente, como M C

MonoFonte(X), g = h.

2. Seja f; = n;-e, i € I, uma factorizacao (£,M) de (f;); e seja (mg : X — Ak
uma fonte em IM com Ay € Obj(A). Para cada k, existe um tunico par (a(k), s :
Yo — Ax) tal que a(k) € I e my, = si - four). Entdo, atendendo as igualdades
my -idx = (Sg - Nak)) - € k € K, e a propriedade da diagonal para (€, M), segue-se

que e é um isomorfismo, pelo que (f;); pertence a M. |

Combinando agora este lema com 20.4 e 20.2, obtemos o seguinte

Teorema 20.6 Seja X uma categoria (E, M) com M C MonoFonte(X) e supo-
nhamos que X tem multicolimites conexos. Se A é uma subcategoria de X tal que IV(A)
€ bem-copotenciada, entdo o invdlucro multiortogonal de A é multi-reflectivo e, portanto,

€ o invdlucro multi-reflectivo de A em X.

Demonstragao. Sob estas hipdteses, IM(.A) tem multicolimites conexos. Por outro
lado, a boa-copotenciacao de M(.A) garante, por 20.5.1., que X/AJ; tem um conjunto

fracamente terminal. Por conseguinte, por 20.2, vem que O(A) é multi-reflectiva. a

Observagao 20.7 E evidente que, sob as condigoes do teorema anterior, toda a A-multi-

reflex@o é apenas um conjunto.

Na ultima secgao do primeiro capitulo estuddmos o conceito de classes firmes de

morfismos. A seguir, estendemos o conceito de firmeza a aglomerados de fontes.

Definicao 20.8 Um aglomerado S de fontes diz-se subfirme sempre que existir uma
subcategoria A S-multi-reflectiva tal que & C .AJ:. Se, além disso, § = .AJ:, S diz-se
firme.

Uma tal subcategoria A diz-se subfirmemente (respectivamente, firmemente) S-multi-

reflectiva em X.
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Proposicao 20.9 Um aglomerado S de fontes € subfirme se e s6 se S| € S-multi-

reflectiva e, neste caso, S| € a tnica subcategoria de X subfirmemente S-multi-reflectiva.

Demonstragao. Se S| é S-multi-reflective, entdao, como S C (S J_)J;, S ¢é subfirme.
Reciprocamente, se}a S subfirme. Isto significa que existe u?na subcategoria A S-
multi-reflectiva em X tal que S C AL Consequentemente, A = (AJ; )L € 8. Mos-
tremos agora que a inclusdo contraria também se verifica e, portantojS 1 éia Unica
subcategoria subfirmemente S-multi-reflectiva. Seja X € S| e seja (r; : X7—> Aj)ier a
S-multi-reflexdo de X em A. Entao, existe algum i € [ eialgum t: A; - X tal que
t-r; =idx, porque X € §| . Isto implica r; -t - r; = r; e, consequentemente, r; -t = ida,.

Logo r; é um isomorfismo e X € A. O

Definigoes 20.10 Seja S um aglomerado de fontes numa categoria multicocompleta X.

(a) Dizemos que S satisfaz a condigdo do multicoigualizador se, dadas fontes (X f# Y
e (X kS Zj)j em S e uma familia de pares (a¥, (h?)]), indexada por K, tal que
af : J — I é uma fungio e hf : Yor(j) = Z; € um X-morfismo com

h - far) = 9is
entao para cada (i,j) € I x J o multicoigualizador multiplo da familia
(B} .Y = Z; | a(j) = i}
pertence a S.

(b) Dizemos que S é estdvel para multi-somas amalgamadas sempre que, dada uma fonte
(X 5 Yi)r em S e um X-morfismo X Y Z, se, para cada i € I, (Z ik Wik )kek;
é a multi-soma amalgamada de f; ao longo de g, entao a fonte (Z %k Wik)kek,, icl

pertence a S.

(c) Dizemos que S é estavel para multi-somas amalgamadas multiplas sempre que, dada

uma familia {7, k € K} de fontes em S indexada por um conjunto K, com
ok
Ty = (X = Y )ier,,

se, para cada i = (ix)rex em I = eIy, a multi-soma amalgamada multipla de

fh
(X & Yii)keK é uma fonte de S.
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Observagao 20.11 Comparando as definigbes anteriors com 2.6, vé-se imediatamente
que (a) é equivalente a afirmar que IT/(S) satisfaz a condigdo do coigualizador em IT(X),
(b) é equivalente a afirmar que IT'(S) é estdvel para somas amalgamadas em IT'(X) e
(c) é equivalente a afirmar que IT(S) é estdvel para somas amalgamadas muiltiplas em
Il (x).

Logo, atendendo a 1.4.4-5, 2.7.1 e 19.13, conclui-se que, dada uma subcategoria A de
X, o aglomerado AL satisfaz as condigoes (a), (b) e (c).

E fécil verificar que o aglomerado I1'(S) contém todos os IT!(X)-isomorfismos, é fe-
chado para a composicao e canceldvel & esquerda se e s6 se, respectivamente, a classe S
contém todos os X-isomorfismos, é fechada para a composigao e cancelavel a esquerda.

Portanto, usando 3.5, obtemos o seguinte

Teorema 20.12 Se X € uma categoria multicocompleta e S é um aglomerado de fontes

em X, entao S € firme se e so se as condi¢des sequintes forem preenchidas:
1. Iso(X) C S.
2. § € fechado para a composicao.
3. § € canceldvel a esquerda.
4. S satisfaz a condicdo do multicoigualizador.
5. S € estdvel para multi-somas amalgamadas e multi-somas amalgamadas mailtiplas.

6. Para cada X € Obj(X), a quase-categoria X/S tem um conjunto fracamente ter-

minal. O

Exemplo 20.13 Seja X' = Top® e seja A = Con°?. Entao o aglomerado firme .AJ; é
constituido por todas as fontes duais das epi-cofontes (Y; L X)y em Top tais que
(a) f; é uma imersao, para todo o j € J;

(b) as imagens I'm(f;) sdo disjuntas duas a duas;

(c) toda a imersao f; preserva componentes conexas, isto é, se C' é uma componente

conexa de Yj entao f;(C) é uma componente conexa de X.
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De facto, para a classe M de todas as imersces em Top e IE o aglomerado de todas
as epi-cofontes em Top, temos que Top® é uma categoria (M°P,IE?). Como Con? é
[E°P-multi-reflectiva em Top? (ver 16.2.3), decorre de 20.5 que

(i) AJ: C IE?, ou seja, cada fonte em AJ; ¢ a dual duma epi-cofonte (Y i, X)yem
Top°P e

(ii) tal epi-cofonte (f;) satisfaz a condicao (a).
A condigao (b) é clara visto que, se Im(f;) N Im(f;) # 0, entdo cada componente conexa
dessa interseccao teria de ser factorizavel por simultaneamente f; e f;. Para mostrar que
(fj). satisfaz (c), seja C < Im(f;) a imersao duma componente conexa de Im(f;) e seja
C" a componente conexa de X que contém C. Entao, como (f;); € .AJ;, existe ¢ € J
tal que C' C Im(f;). Mas entao f; - ¢ é factorizado por simultaneamente f; e f;, o que
implica que i = j e, consequentemente, C’ C I'm(f;). Portanto, C = C".

Reciprocamente, seja (Y; — X); uma epi-cofonte onde cada Y; é um subespaco de
X, os subespacos Y sao disjuntos dois a dois e cada componente conexa em Y; é uma
componente conexa em X. Seja C Y X uma aplicagdo continua dum espago conexo C
para X. Entao, como (Y; — X); é uma epi-cofonte, temos que ¢g(C) C UjcsY;. Logo
g(C)NY; # 0 para algum j € J. Seja C" a componente conexa de X que contém g(C');
entdo C'NY; # 0 e, por (c), tem de ter-se C’ C Yj; consequentemente g(C) C Y;. A

condicao (b) assegura que este j é o tnico tal que g se factoriza através de Yj.

Observagao 20.14 Interessa salientar que todos os resultados que obtivemos sobre mul-
tiortogonalidade se mantém validos se consistentemente interpretarmos multi-reflexoes e
multicolimites como sendo indexados s6 por conjuntos, .AJ; for constituido apenas pelas
fontes pequenas multiortogonais a A e o aglomerado de fontes S consi-

derado nesta secgao for suposto conter apenas fontes pequenas.

21 Uma generalizacao do operador de fecho ortogonal

Vamos agora tratar da generalizacao do operador de fecho ortogonal definido no
Capitulo II. Mostraremos que o operador de fecho ortogonal é também um bom utensilio

no estudo da multi-reflectividade do invélucro multiortogonal de uma dada subcategoria.

De agora em diante, X é uma categoria com multi-somas amalgamadas e M é uma
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classe de monomorfismos de X que contém todos os isomorfismos, é fechada para a
composicao e tal que X é M-completa. Além disso, (£, M) a estrutura de factorizagao

para morfismos determinada pela M-completude de X.

Notagoes 21.1 Dada uma subcategoria A da categoria X, denotamos por
Xa

a subcategoria de X de todos os objectos X de X tais que X (X,.A) # 0.

Para cada classe M de morfismos de X,
My =MnNMor(X,).
Analogamente, para cada aglomerado M de fontes em X,

M = MnN Fonte(X4).

Proposicao 21.2 Para toda a subcategoria A de uma categoria X,
1. X4 € multi-reflectiva em X .

2. Se X € uma categoria (€,M), é M-completa e tem multi-somas amalgamadas,
entdo a subcategoria X4 € uma categoria (E4,My), é M y-completa e tem multi-

somas amalgamadas.

Demonstragao.

1. E claro que, dado um objecto X de X, se ele pertencer a X 4, entao a multi-reflexdao
¢é constituida apenas pela identidade 1x; caso contrario, a multi-reflexdo de X em

X4 € a fonte vazia com dominio X.

2. O facto de a M-completude de X implicar a M 4-completude de X4 e X4 ser
uma categoria (€4, M 4) sempre que X é uma categoria (£, M) é uma consequéncia
da seguinte propriedade 6bvia de X4: Se X i> Y é um X-morfismo tal que Y

pertence a X 4, entao X também pertence a X 4. O
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No seguimento, a categoria X4 desempenha um papel importante. Pela proposicao
anterior, a questao da existéncia de uma multi-reflexdo para cada objecto de X em A
reduz-se a da existéncia de uma multi-reflexdo para cada objecto de X4 em A. Além disso,
por 20.4, o invélucro multiortogonal de A em X coincide com o invélucro multiortogonal
de A em X4, e, entdo, podemos restringir o estudo da multi-refletividade do invélucro

multiortogonal de A em X a categoria X 4.

Definicoes 21.3 Seja A uma subcategoria de X.

Para cada morfismo m : X — Y em My, seja P4(m) a classe de todos os morfismos
n: N — Y tais que existem um morfismo g : X — A, com A € Obj(A), e morfismos
m, g, m, e tais que (T, ¢’) é uma componente da multi-soma amalgamada de (m, g) em
X4, m=m'-e é a factorizagdo (E4, M4) de men: N — Y é o produto fibrado de m’

ao longo de ¢'.

X Y

\/
, 1 y
X

A

E claro que cada morfismo n em Pg(m) é um M 4-subobjecto de Y que contém m.

Seja
ca(m) = \ Pa(m).

Denotamos por d_4(m) o tnico morfismo de M 4 tal que m = c4(m) - da(m).

Proposicao 21.4 Para cada subcategoria A de X, cq : My — M4 € um operador de
fecho em X 4.
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Demonstragao. Atendendo a 4.3, basta provar que, para cada diagrama comutativo

X Y

f

W (V1.4)

Z

com m,n € My, existe um tnico morfismo f’ tal que o diagrama seguinte

7 . e - (VL5)

é comutativo.

Seja (7, h') uma componente de uma multi-soma amalgamada de n ao longo de algum
morfismo h : Z — A com A em A. Entado, a multi-soma amalgamada de m ao longo
de h - p é nao vazia, visto que a multi-soma amalgamada de n ao longo de h também
o é. Além disso, atendendo & universalidade, existem uma unica componente (7, g’)
da multi-soma amalgamada de (m,h - p) e um tnico morfismo d tais que d-m = 7 e
d-g =h'-f. Sejam n'-qem’ e as factorizagoes (£, M) de I e m, respectivamente,
seja (s, h*) um produto fibrado de (n’, ') e seja (r,¢*) um produto fibrado de (m/,g’).
A igualdade n' - ¢ = (d-m’) - e implica a existéncia de um tinico morfismo [ tal que

n'-l=d-m'el-e=q. Consequentemente,
n-(l-g)y=d-m-g-=d-g-r=0-(fr)
e, como (s,h*) é um produto fibrado de (n’,h'), existe um unico morfismo ¢ tal que

s-t=f-reh*-t=10-g* Concluimos assim que, para cada s € Py(n), existem

morfismos r € P4(m) e t tais que o diagrama
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X

Y

\/

pitf
N

é comutativo. Por conseguinte, como c4(m) e cq(n) sao as intersecgoes de, respecti-

Z

W

vamente, Pa(m) e Py(n), isto prova a existéncia de um unico morfismo f’ tal que o

diagrama (VL.5) é comutativo. O

Definicao 21.5 O operador de fecho ¢y : M 4 — M4 acabado de definir serd chamado

o operador de fecho ortogonal em X 4 relativamente a M 4 induzido por A.

Observagoes 21.6

1. Se X tem somas amalgamadas e A é uma subcategoria de X tal que X4 = X,
entdao cq : My — M4 é precisamente o operador de fecho ortogonal definido no

Capitulo IT (ver 5.1 e 5.3).

2. Analogamente ao que acontece para o operador de fecho ortogonal definido no
Capitulo II, para o presente operador de fecho ortogonal e para subcategorias A e

B de X temos que:

(a) O operador de fecho c4 é discreto na subclasse dos morfismos com dominio
em A.

(b) Se A C B entao c¢g < ca.

(c) Se SplitMono(X4) C M4, entdo, para cada par a,b: Y — A de morfismos,
com A € Obj(A) e cada X —5Y em My

a-m=>b-m = a-ca(m)=">-ca(m).

3. Do mesmo modo, tal como para o operador de fecho ortogonal definido no Capitulo

II, para a generalizacao dada, temos que, se MonoReg(X4) C M 4, entao:
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(a) ca < 14, onde 74 denota o operador de fecho regular relativamente a M4

induzido por A;

(b) todo o morfismo c4-denso em M 4 é A-canceldvel.

22 Densidade e multiortogonalidade

Até ao fim do capitulo, assumimos que a categoria X (que é suposta ter multi-
somas amalgamadas e ser M-completa) é, além disso, uma categoria (£, M), com IM C
MonoFonte(X) e M =MnN Mor(X).

Seja A uma subcategoria de X e seja IM(.A) o invélucro E-reflectivo de A em X.

Tendo em conta que, por 20.4, o invélucro multiortogonal de A em X coincide com
o inv6lucro multiortogonal de A em IM(.A), daqui para afrente assumiremos vérias vezes
que X = M(A), o que claramente implica X4 = M 4(A).

Por outro lado, recordemos que em M(A) todo o morfismo A-cancelavel é um epi-

morfismo, atendendo a 2.17. Logo, por 21.6.3(b), segue-se que:
Todo o morfismo ca-denso em X4 € um epimorfismo.

Este facto serd usado frequentemente.

Definigao 22.1 Seja A uma subcategoria de X. Uma fonte (f; : X — Y)ier de X
diz-se A-disjunta sempre que, para cada par (i,7) em I? com i # j, ndo existir nenhum

diagrama comutativo da forma

XL»Y

F

Yj — A
com A € Obj(A).

Observagao 22.2 E claro que obtemos uma definicao equivalente a dada em 22.1 se
substituirmos “A € Obj(A)"por “A € Obj(X4)”. Além disso, se (f; : X — Y;);es é uma
fonte A-disjunta de X4, entdo, para cada par (i,j) € I? com i # j, o par (f;, f;) tem

uma multi-soma amalgamada vazia em X 4.
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Definigoes 22.3 Dada uma subcategoria A de X, consideremos as seguintes classes e

aglomerados:

PC(My) é a classe constituida por todos os morfismos f de X4 tais que todas as
componentes da multi-soma amalgamada de f em X4 ao longo de um morfismo

com codominio em A pertencem a M 4.
PS(M_4) é a intersec¢ao de PC'(M 4) com M 4.

PS(IM_4) é o aglomerado constituido por todas as fontes (X, (f;)7) € M4 tais que cada
fi pertence a PC' (M 4) e para cada morfismo g com dominio X e codominio em A
existe algum 4 € I tal que a multi-soma amalgamada de f; ao longo de g em X4 é

nao-vazia.

Observagao 22.4
E ébvio que, se X4 tem somas amalgamadas, entdo PS(M 4) é constituido por pre-
cisamente todos as fontes disjuntas de PS(IM 4) e este aglomerado nao é mais do que a

classe PS(M 4) no sentido usado no Capitulo II.

Os dois lemas seguintes reunem algumas propriedades das multi-somas amalgamadas

que serao muito 1teis no que se segue.

Lema 22.5

1. Se f, g, f, 9, f eg sdo morfismos de X tais que (f,q) € uma componente da multi-
soma amalgamada de (f,g) e (f',g') € o produto fibrado de (f,q), entdo (f,q) ¢

também uma componente da multi-soma amalgamada de (f',g').

2. Seja

f1

N
g |n

! 632/(;2%2‘

e — > o

Q
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um diagrama comutativo e sejam ey e ea epimorfismos. Se (f2,G) € uma componente
da multi-soma amalgamada de (f1,qg), entdo (ma,g) é uma componente da multi-

soma amalgamada de (mq,h); o reciproco é verdadeiro se es for um isomorfismo.

Demonstragao.

1. No seguinte diagrama

f
X Y
y y
g P g
%f
Z w

seja (f,g) uma componente da multi-soma amalgamada de (f,g), seja (f',g') o
produto fibrado de (f,g) e seja d o tinico morfismo que torna ambos os triangulos
mais pequenos comutativos. Entao existem uma unica componente (f*, ¢*) da
multi-soma amalgamada de (f’,¢’) e um dnico morfismo ¢ tais que t - g* = g e
t-f* = f. Mas entdo (f*, g*) pertence & mesma componenete conexa que (f,g) na

categoria de todas as cofontes naturais para o diagrama

f
X—>Y
v 9
z

Portanto, existe um tnico morfismo ' tal que ¢’ - f = f* e t'- g = g*. Agora, como
(f,9) e (f*,g%) sdo componentes de multi-somas amalgamadas, siao epi-cofontes e,

consequentemente, das igualdades
t-t - f=t-ff=Ff e t-t'-g=t-g-=g

tt-ff=t.-f=f e t' - t-g-=t.-g=g"

decorre que ¢t é um isomorfismo.
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2.

Sob as condigbes dadas, seja (f2,g) uma componente da multi-soma amalgamada
de (f1,9). Queremos mostrar que (ms,g) é uma componente da multi-soma amal-
gamada de (mq,h). Como mg - h = g-mj, existem uma tnica componente (1, iL)
da multi-soma amalgamada de (m1,h) e um tnico morfismo ¢ tais que ¢ - h = ge

t-1m = mao. Comom-h:fz-ml,temosque
(m-eg)~g:m-h-elzfz-m1-el:ﬂ-fl.

Por outro lado, como

t-(Mm-ex)=ma-ea=1fr e t-h=g,

~

segue-se que (7h-e2, h) e (f2, ) pertencem a mesma componente conexa da categoria

de todas as cofontes naturais do diagrama

fi
.—»Y

V9

Por conseguinte, existe um unico u tal que u- fo =m-eseu-g= h. Logou-t=1

et-u=1, pelo que t é um isomorfismo como pretendido.

Seja agora ey um isomorfismo e seja (mg,g) uma componente da multi-soma amal-
gamada de (m1,h). Seja ((f,§), s) o tnico par tal que (f,§) é uma componente da
multi-soma amalgamada de (f1,¢g) e s verifica as igualdades s - f =foes-g=7.
Entdo, como e; é um epimorfismo, segue-se que (s- fa-e5 1) -h = (s-§)-my. E agora
facil ver que s é um isomorfismo e, consequentemente, (f2,g) é uma componente

da multi-soma amalgamada de (f1, g). O

Lema 22.6 Seja A uma subcategoria de X e seja f: X — Y um morfismo de X4 em
PC(My). Entao

1.

Toda a componente da multi-soma amalgamada de f em X4 ao longo de outro

morfismo pertence a PC(M 4).
Sem-e é uma factorizagio (Ea, M 4) de f, entao m € PS(My).

Se f € cq-denso, entdo toda a componente da multi-soma amalgamada de f em X4

ao longo de outro morfismo € c4-densa.
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Demonstragao.

1. Seja (f,g) uma componente da multi-soma amalgamada de f ao longo de um mor-
fismo g : X — Z de X4. Seja (?, h) uma componente da multi-soma amalgamada
de f ao longo de um morfismo h : Z — A com codominio em A. Entdo vé-se
facilmente que (?,E -g) é uma componente da multi-soma amalgamada de f ao

longo de h - g. Consequentemente, ? € My.

2. Sejag:Z — A, onde Z é o dominio de m, um morfismo com codominio em A. Se
(m,g) é uma componente da multi-soma amalgamada de m ao longo de g entao,
usando o facto de e ser um epimorfismo, é facil concluir que (7,7) é também uma
componente da multi-soma amalgamada de f ao longo de g -e. Por conseguinte,

como f € PC(My), temos que m € M 4.

3. Seja f : X — Y cy-denso e seja (f,g) uma componente da multi-soma amalgamada
de f ao longo de g : X — Z. SejamX@EgYeZgEQWas
factorizacoes (€4, M) de f e f, respectivamente. Entdo existe um tnico h tal que
n-h=g-med-g=h-e. Assim, por 22.5.2, (n,g) é uma componente da multi-soma
amalgamada de (m, h). Mostremos que n é c4-denso. Sejal: D — A um morfismo
com codominio em A, seja (7,1) uma componente da multi-soma amalgamada de
(n,1) e seja (7,1) o produto fibrado de (72,1). Que-
remos mostrar que 1 é um isomorfismo. Seja (711, g) o produto fibrado de (7, g);
entdo (i, [ - §) é o produto fibrado de (72,1 - §). Mas entdo, como (7,1 - §) é uma
componente da multi-soma amalgamada de (m,[-h) e m é c4-denso, m tem de ser
um isomorfismo; entao, por 22.5.1, m é um isomorfismo, e 0 mesmo acontece a 7.

O

Definigoes 22.7 Seja A uma subcategoria de X, seja (X N Y;); uma fonte em X4 e

seja m; - e; uma factorizagao (€4, M 4) de f;, para cada i.
1. A fonte (X i> Y;)r diz-se c4-densa se cada morfismo m; é c4-denso.

2. O operador de fecho ortogonal c4 diz-se fracamente hereditdrio relativamente ao
aglomerado N C M 4 sempre que, para cada (f;); € IN, a fonte (da(m;) - e;)r é

c4-densa e pertence a IN.
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Proposicao 22.8 Se A é uma subcategoria de X tal que M(A) = X, entdo a classe
.AJ; em X4 consiste em precisamente todos as fontes ca-densas em PS(M4) que sdo

A-disjuntas.

Demonstracao. Seja (f; : X — Y;);er pertencente a .AJ; em X4. Entdo (f;); per-
tence a M4 (por 20.5) e é claramente A-disjunta. Para mostrar que (f;); pertence
a PS(My), seja i € I, seja X 75 A um morfismo com codominio em A e seja
(A L W.,Y; N W) uma componente da multi-soma amalgamada de (f;,g) em X4.
Entao, como W € Obj(X4), existe algum morfismo h : W — A’ com codominio em A.
Mas entao g e h - g - f; pertencem a mesma componente conexa de X | A; portanto,
como h -G - f; se factoriza através de f;, o morfismo g é também factorizdvel por meio
de f;, atendendo a 19.2. Isto implica que hd um morfismo W s Atal que t- f =1y
Mas, por outro lado, f; é A-cancelavel, entdo, por 2.17, é um epimorfismo e, assim, f é
também um epimorfismo. Por conseguinte, f é um isomorfismo. Isto mostra que (f;)s
pertence a PS(IM_4). Para mostrar que cada f; é c4-denso, seja X S X, 25 Y uma
factorizacao (E4, M) de f; e seja X; ™ A um morfismo com codominio em A. Seja
(m, h) uma componente da multi-soma amalgamada de m; ao longo de h, em X 4. Entdo
por 22.6.2, m € M. Consequentemente, por 22.5.2, (7, h) é também uma componente
da multi-soma amalgamada de f; ao longo de h-¢e;. Logo, como mostramos atras, m é ne-
cessariamente um isomorfismo e, assim, o produto fibrado de 7 ao longo de h é também
um isomorfismo. Como a classe P4(m;) é constituida apenas por isomorfismos, segue-se
que c4(m;) é um isomorfismo, ou seja, m; é c4-denso. Além disso, como a multi-soma
amalgamada de m; ao longo de g é também a multi-soma amalgamada de m; ao longo
de g-e (por 22.5.2) e o produto fibrado de um isomorfismo é um isomorfismo, conclui-se
que todo o f; é c4-denso.

Reciprocamente, seja (f; : X — Y;)ic; uma fonte A-disjunta e c 4-densa em PS(IM 4)
e seja g : X — A um morfismo com codominio em A. FEntado para algum i € [ a
multi-soma amalgamada de f; ao longo de g é nao vazia e, ademais, cada uma das suas
componentes pertence a M 4. Seja (f,g) uma componente desta multi-soma amalgamada
e seja X —5 X; % Y; uma factorizacio (€4, M) de f;. Entdo, como f € M4, hd um
morfismo ¢ tal que t-e; = g e f-t = g-m;. Logo, por 22.5.2, (f,g) é uma componente da
multi-soma amalgamada de m; ao longo de t. Consequentemente, como m; é c4-denso,

o produto fibrado de f ao longo de § é um isomorfismo e, entdo, atendendo a 22.5.1, f
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é também um isomorfismo. Consequentemente, g é factorizavel através de f;. Ademais,
?71 - g é o tnico morfismo tal que g = (?71 - ) - fi, visto o facto de f; ser c4-denso
implicar que seja um epimorfismo (por 21.6.3(b) e 2.17). Por outro lado, a A-disjuncao

de (fi)r assegura a unicidade do i tal que g é factorizavel por meio de f;. a

23 Fechamento e multi-reflectividade

Nesta seccao, determinamos condigoes para que o invélucro multiortogonal de uma
subcategoria seja um invélucro multi-reflectivo e caracterizamos tal invélucro multi-

reflectivo em termos de fechamento via operador de fecho ortogonal.

Definigao 23.1 Dada uma subcategoria A de X', um objecto X de X4 diz-se fortemente
multi-A-fechado sempre que, para cada fonte (f; : X — Y;);er em PS(IMy4), todos os f;

sao M _4-morfismos c 4-fechados.

Denotamos por SCI(A) a subcategoria de X4 de todos os objectos fortemente multi-

A-fechados.

Observagao 23.2 Se X4 tem somas amalgamadas, entdao SCI(A) é a subcategoria SCI(A)

de todos os objectos fortemente A-fechados em X 4, como definido no Capitulo II.

Proposicao 23.3 Dada uma subcategoria A de X, we have that:
1. A C SCUA);
2. Se Ma(A) = Xy, entdo SCI(A) C O(A);

3. Se A é M-multi-reflectiva em X, entio A = SCI(A) = O(A).

Demonstragao.

1. Seja A € Obj(A) e seja (A LN Y;); uma fonte em PS(M_4). Entao, para algum
i € I, a multi-soma amalgamada de f; ao longo de 14 é nao vazia. Seja (7, d) uma
componente dessa multi-soma amalgamada. Se A —% X; — Y; é uma factorizacio

(Ea,My) de f;, obtemos a igualdade

(d-mi)-ei:m-l,q.
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Consequentemente, existe um tunico morfismo ¢ tal que t-e; = 14 e, assim, e; é
um isomorfismo. Logo, f; € M 4. Atendendo a 21.6.2(a), é claro que f; é também

c4-fechado.

2. Consideremos, em X 4, um objecto X fortemente multi-.A-fechado, uma fonte (Y’ i>
Z;); multiortogonal a A e um morfismo g : ¥ — X. Para cada i € I, seja

((h¥,d*))kex, a multi-soma amalgamada em X4 de f; ao longo de g. A familia

(R

(hf)keKi,iEI é nao vazia, visto X € X 4. Além disso, a fonte (h?)keKi,iel pertence
a AL (por 20.11), logo também pertence a PS(IM 4) (por 22.8). Agora, como X é
fortemente multi-A-fechado, temos que todos os hf sao M 4-morfismos c 4-fechados.
Por outro lado, como (hf)ke&,z’el € AJ:, cada morfismo hf é c4-denso, por 22.8.
Sendo c4-fechado e ¢ 4-denso, hf é um isomorfismo e, consequentemente, g : Y — X
é factorizdvel através de f;. E evidente que existe apenas um tal 4, visto que (f;)r

é A-disjunta. E a factorizacio é unica visto f; ser c4-denso, logo um epimorfismo.

3. Se A é M-multi-reflectiva, entao, atendendo a 19.3, A = O(A) e, por outro lado, por
1. e2, ACSCI(A) C O(A). Por conseguinte, segue-se que A = SCI(A) = O(A).
O

Teorema 23.4 Seja A uma subcategoria de X tal que:
1. Ma(A) = Xy;
2. cp € fracamente hereditdrio relativamente a PS(IM 4);

3. para cada objecto X em Xy, existe uma fonte (fi + X — Y;)r em PS(My) com
Y; € SCI(A) para todo o i € I.

entao O(A) coincide com SCI(A) e é um invélucro multi-reflectivo de A em X.

Demonstracao. Em primeiro lugar, mostremos que

(i) c4 é fracamente hereditdrio relativamente a PS(M 4),
(ii) c4 preserva morfismos de PS(My),
(iii) o operador de fecho ortogonal

cq: PS(My) — PS(My)

¢ idempotente e fracamente hereditario.
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De facto:

(i) Sejam : X — Y um morfismo de PS(M 4), entao a fonte constituida pelos morfismos
m e 1x pertence a PS(IM 4); logo, por hipétese, a fonte (X, (d4(m),1x)) é c4-densa

e, em particular, d4(m) é c4-denso.

ii) Seja m : X — Y um morfismo de PS(M4) e seja X dﬂ) X CA—(TL) Y a facto-
(i) Sej ]

rizacdo determinada por c4. Seja g : X — A um morfismo com codominio em
A e seja (M, g) uma componente da multi-soma amalgamada de c4(m) ao longo
de g. Como d4(m) é cs-denso, é um epimorfismo e, entao, de 22.5.2, (m,g) é
uma componente duma multi-soma amalgamada de m ao longo de g - d4(m), logo

m € M 4; consequentemente, c4(m) € PS(M4).

(iii) Resta mostrar que cq : PS(M_4) — PS(My4) é idempotente e, por 4.4, basta
mostrar que a classe de todos os morfismos ¢ 4-densos de PS(M 4) é fechada para
a composicio. Sejam X Y e Y % Z morfismos c4-densos de PS(M4) e seja
X % A um morfismo com codominio em A. Seja (r,s) uma componente da multi-
soma amalgamada de (n - m,g). Vamos mostrar que, por um lado, r € M 4 e, por
outro lado, o produto fibrado de 7 ao longo de s é um isomorfismo. Seja ((7m,9), t)
o par tnico tal que (77, 7) é uma componente da multi-soma amalgamada de (m, g)
et é um morfismo tal quet-m =ret-g=s-n. Entdo, comom € My em é cy-
denso, o produto amalgamado de 7 ao longo de g é um isomorfismo e, assim, por
22.5.1, conclui-se que m é um isomorfismo. Agora, como m é um epimorfismo, por
ser c4-denso, atendendo a 22.5.2, decorre que (r,s) é uma componente da multi-

1.9). Logo, como o codominio do morfismo m~! - ¢

soma amalgamada de (n,m~
estd em A e n € PS(My), temos que r € My. Por outro lado, o facto de n
ser c4-denso implica que o produto fibrado de r ao longo de s é um isomorfismo.
Por conseguinte, P4(n - m) sé contém isomorfismos e, consequentemente, n - m é

c4-denso.

A inclusao SCI(A) € O(A) é imediata de 23.3.2.
Mostremos agora que SCI(A) é multi-reflectiva em X4, pelo que se conclui que

SCI(A) = O(A) e O(A) é o invélucro multi-reflectivo de A em X. Seja X um objecto em

Xy eseja (f; + X — Y;)s pertencente a PS(IMy4) com Y; € SCI(A) para todo o i € I. Seja

) ) d i) < i
X % X; ™ Y; uma factorizacio (E4, M 4) de cada f; e seja m; = X; *ﬂ’&) X; ”ﬂ) Y.
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Vamos ver primeiro que, para cada i € I, X; é um objecto de SCI(A). Dado i € I,
seja (X & Z;)j pertencente a PS(IM 4). A familia ((hf, dé‘?))keKjJeJ, onde (h?, d?))keKj
¢ a multi-soma amalgamada de g; ao longo de c4(m;) em X4, é nao vazia, visto (g;)s
pertencer a PS(IMy) e Y; € Obj(X4). Além disso, usando 22.6.1, é 6bvio que a fonte
(hé‘?)keKj,jEJ pertence a PS(M4). Entdo, como Y; pertence a SCI(A), todos os hf s80
M g-morfismos c4-fechados. Para cada j € J, seja gj = n; - e; a factorizacao (€4, M4)
de g;. Agora, para cada j € J e cada k € K, como h;‘? € My eej € E4, segue-se, de

4.3, que existe um tnico morfismo ¢ tal que

Wt =dfn; (VL6)

e t-ej=ca(my). (VL.7)
Da igualdade (VI.6), conclui-se que hé‘? -t = d;? ~ca(nj) - da(n;) e assim, como hf é
c4-fechado, existe um tnico morfismo ¢’ tal que h? -t = d;‘? cca(ng) et -da(ng) =t.

B 9j
X - Zj

ca(m;) dg?
Y Y
Yi - o
Consequentemente, temos
ca(mi) =t-ej =t -daln;) - e;. (VL8)

Agora, o facto de, na igualdade (VL.7), e; € £4 e ca(m;) € M4 implica que e; seja
um isomorfismo, porque (€4, M 4) é um sistema de factorizagdo para morfismos e £4 C

Epi(X4). Por conseguinte,
ca(m;) - e}l =t - da(nj). (VL.9)

Por outro lado, o facto de cq : PS(M4) — PS(M_4) ser um operador de fecho
idempotente e fracamente hereditario implica que d4(n;) seja c4-denso (logo, um epi-

morfismo) e, ademais, que c4(m;) seja c4-fechado.
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Entéao, pela igualdade V1.9, hd um e um s6 morfismo s tal que
s-da(ng) = e;l.

Esta igualdade implica que o epimorfismo d 4(n;) seja também um isomorfismo, ou seja,
n; é ca-fechado. Consequentemente, como e; ¢ um isomorfismo, g; ¢ um M 4-morfismo
ca-fechado. Logo, X; pertence a SCI(A).

Por conseguinte, atendendo ainda ao facto de ¢4 ser fracamente hereditario relativa-

mente a PS(IMy), a fonte
(X %X, = (x % x, M0 X,

¢ uma fonte de PS(IM4) c4-densa e com codominio em SCI(A). Mostremos que existe
uma subfonte de (d;); que pertence a PS(IM 4) e é A-disjunta. Para isso, basta mostrar

que se 7 e 7 sao tais que existe um diagrama comutativo em X4 da forma

di
o |
T h

°

Xy—

entao d; = dy. Consideremos tal diagrama comutativo. Sem perda de generalidade,
podemos supor que (h,g) é uma componente da multi-soma amalgamada em X4 de
(d;,dy). Entao, como d; é parte de uma fonte de PS(IM 4), é facil verificar que o morfismo
h é também parte de uma fonte de PS(My); assim, como X é fortemente multi-.A-
fechada, h é um morfismo c4-fechado de M 4. Por outro lado, como d; é um PC(M 4)-
morfismo c4-denso, o morfismo h é também c4-denso (por 22.6.2). Por conseguinte, h
é um isomorfismo e d; é factorizavel através de d;. Analogamente, concluimos que d;
é factorizavel por meio de dy. Consequentemente, como d; e dy sdo epimorfismos, isto
implica a existéncia de um isomorfismo ¢ tal que dy =t - d;.

Seja agora (X R X j); uma subfonte de (d;); pertencente a PS(IM 4) e A-disjunta.
Tal fonte (dj); pertence a .AJ: em X4, por 22.8. Entao, como SCI(A) C O(A), segue-se
que, ademais, por 19.3.2, O(A) = SCI(A). Por conseguinte, O(A) ¢é o invélucro multi-
reflectivo de A em X. O
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