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1. Introducao

O material que aqui publicamos foi resultado de varias sessdes que fizemos no
ambito do Ano Mundial da Matemdtica em algumas Escolas do Ensino Secundario.
Estas sessOes tiveram por objectivo mostrar aos alunos uma aplicacdo da Matemética,
tendo em ateng@o os conhecimentos que os alunos tinham nesse grau de ensino. Deste
modo, tentdmos arranjar um problema simples que contemplasse algumas situacdes reais
e de dimensao reduzida. O modelo matemadtico que foi tratado usava apenas equacdes e
inequacdes e tinha por objectivo a minimizacio de custos com a contratacdo de pessoal
para serem afectados a um conjunto de hordrios num hipermercado. Na formulagcdo
matemadtica teve-se em conta algumas normas laborais, assim como o nimero minimo de
pessoal que devia estar ao servico em cada periodo de tempo. Muitos problemas deste
tipo que envolvem a formacdo de hordrios tem sido tratados quer a nivel nacional quer a
nivel mundial. A nivel nacional é de referir alguns trabalhos na recolha de residuos
s6lidos municipais [3,4], elaboracdo de hordrios escolares [1] e escalonamento de

servigcos de pessoal tripulante em empresas de transportes de passageiros [2,3,5].

2. Definicao do Problema

Uma empresa da drea da distribui¢do vai abrir um novo hipermercado numa
grande cidade e neste momento pretende fazer um estudo do nimero de funciondrios

necessarios para as caixas. Uma andlise preliminar do comportamento dos
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consumidores, relativo ao hordrio em que efectuam as compras, prevé que o nimero
minimo de caixas em funcionamento para um bom atendimento ao publico é dado pela

seguinte tabela:

Hordrio Numero rm’pimo de caixas em
funcionamento
9h - 10h 10
10h - 11h 14
11h-12h 14
12h - 13h 20
13h - 14h 24
14h - 15h 20
15h - 16h 18
16h - 17h 26
17h - 18h 32
18h - 19k 36
194 - 20h 30
20h - 21h 20
21h-22h 10

A empresa pode contratar funciondrios em regime de tempo integral ou em
regime de tempo parcial. Um funciondrio em regime de tempo integral trabalha oito
horas por dia distribuidas em duas partes com um intervalo de uma ou duas horas. Uma
dessas horas de intervalo servird para o funciondrio tomar uma refei¢do e tem de
pertencer a um dos periodos das 11 horas as 15 horas ou das 19 as 22. Além disso cada

funciondrio ndo pode trabalhar mais de cinco horas consecutivas.

Devido as necessidades da empresa, s6 sdo admitidos funciondrios neste regime
de tempo parcial para trabalharem depois das 16 horas com um horério de trés horas
consecutivas. A empresa tem por objectivo a minimizacdo dos custos com a
mao-de-obra, sabendo que um funciondrio em regime de tempo integral custa para a

empresa o dobro de um funciondrio em regime de tempo parcial.
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3. Formulacao

O objectivo do problema consiste em determinar a afectacdo dos hordrios aos
funciondrios com um custo minimo. No sentido de formular o problema comecamos por
analisar os horarios que um funciondrio em tempo integral pode fazer. Como este faz
oito horas por dia e ndo pode fazer mais de cinco horas seguidas, entdo o seu hordrio é

dividido em dois turnos com as seguintes combinagdes possiveis

- 3 horas na primeira parte + 5 horas na segunda
- 4 horas na primeira parte + 4 horas na segunda

- 5 horas na primeira parte + 3 horas na segunda

Deste modo os hordrios possiveis para os funciondrios que t€ém apenas uma hora

de intervalo entre os dois turnos sdo dados pela seguinte tabela:

Horario 1* Parte 2% Parte Tipo
1 09h - 12h 13h - 18h
2 10k - 13h 14h - 19k 3h
3 11h - 14h 15h - 20h +
4 12h - 15h 16h - 21h S5h
H Bh—16h +th—22h
5 09h - 13h 14h - 18h
6 10h - 14h 15h - 19k 4h
H Hh—15h +6h—20h +
7 12h - 16h 17h-21h 4h
H Bh—17h +8h—22h
8 09h - 14h 15h - 18h
H 10h—15h +6h—19h S5h
H Hh—16h +7h—20h +
9 12h - 17h 18h -21h 3h
H Bh—18h 19h—224




33
Millenium

E de notar que os hordrios riscados ndo sdo considerados porque ndo
contemplam uma hora de intervalo para uma refeicdo, no periodo das 11 horas as 15
horas ou no periodo das 19 as 22. Os hordrios possiveis para os funciondrios que tém

duas horas de intervalo entre os dois turnos s@o dados pela seguinte tabela:

Horario 1* Parte 2% Parte Tipo
10 09h - 12h 14h - 19h
11 10k - 13h 15h - 20h 3_?
12 11h-14h 16h - 21h 5h
H 2h—15h +th—22h
13 09h - 13h 15h - 19k
14 10k - 14h 16h - 20h 4h
H Hh—15h +th—2: :h
H 12h—16h +8h—22h
15 09h - 14h 16h - 19h
H 10h—15h +7h—20h S_f
H Hh—16h +8h—2h 3
H 2h—17h 198224

Por fim, os hordrios possiveis para os funciondrios que trabalham em regime de

tempo parcial sdo dados pela tabela seguinte

Horario 1* Parte
16 16h - 19h
17 17h - 20h
18 184 - 21h
19 19h - 22h

Como conclusio deste estudo, existem 19 hordrios possiveis. Na formulacdo do

problema representemos por X; (j=1,2,...19) o nimero de funciondrios a contratar para
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efectuar o hordrio j. As limitagdes ao nimero minimo de caixas em funcionamento em

cada hora conduz as seguintes restrigcdes:

09h - 10h — x| + x5+ xg + X1+ X3 +x;5210

10 - 11h — x| + Xy + X5+ Xg + Xg + X1+ X + X3 + X4 + X152 14

11h-12h — x|+ Xy + X3+ X5+ Xg + Xg + Xg+ X[ + X + X3+ X4+
+x52 14

12h - 13h — X5 + X3 + X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + Xg + X1 + X + X 3+
+ x4 +x5220

13h - 14h — x| + X3+ X4 +Xg+ X7+ Xg+Xg + X|p + X4 +X5224

14h - 15h — x| + Xy + X4 + X5 + X7 + X9 + X192 20

15h - 16h — x| + Xy + X3+ X5+ Xg + X7 + Xg + Xg + X + X1 + X3 218

16h - 17Th — x| + Xy + X3+ X4 + X5 + Xg + Xg + Xg + X1+ Xy + X|p +
+ X3+ X4+ X5+ X226

17h - 18h — x| + Xy + X3+ X4 + X5 + Xg + X7 + Xg + X+ X + X[p +
+ X3+ X4+ X5+ X g+ X7 232

181 - 19h — x5+ X3+ X4 +Xg+ X7+ Xg +Xg+ X[ + X+ X3+ X4+
+ X5+ X6+ X7 + X g 236

19h - 20h — x5+ X4 + X7+ Xg + X1 + X|p + X4 + X7 + X g + X[ 9 230

20h -21h — x4+ X7 + Xg + X5 + Xjg + X9 2 20

Além disso tem-se

X; >0, X; inteiros  (j=1,2,...,19)

Em relagdo a fung@o objectivo, pretende-se minimizar o custo total com a

contratacdo de mao-de-obra, isto é
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15 19
minimize 7 = Zij + ij
j=1 j=16

Deste modo obtém-se o seguinte programa inteiro

minimize 7 =

sujeito a

15 19
2) X+ Y
j=1 j=16
X| + X5+ xg + X9+ X3 +x5210
X| + Xy + X5+ Xg+ Xg + X1+ X+ X3+ X4+ X152 14
X+ Xy + X3+ X5+ Xg+Xg+ X0+ X FX g+ X3 FX,+HX 5214
Xy + X3+ Xy + X5+ Xg + X7+ Xg + Xg + Xy + X5+ X 3+ X4 +X15220
X| X3+ Xy +Xg+ Xg+Xg+Xg + X g+ Xy +X5224
X| + Xy + Xy + X5+ X7+ Xg + X192 20
X| + Xy + X3+ X5 + Xg + X7+ Xg + Xg + X9+ Xy + X132 18
X[+ Xy + X3+ Xy + X5+ Xg + Xg + Xg + X[+ X |+ Xpp+ X3+ X4+ X5+
+ X162 26
X| + Xy + X3+ Xg+ X5+ Xg + X7+ Xg+ X[+ X[ +Xjg+ X3+ X4+ X5+
+ X6+ Xx17232
Xy + X3+ Xg + X+ X7 +Xg + X)g+Xp | Xy + X3+ X+ X5+ X6+
+ X7+ X3 =236
X3+ Xy +Xg+Xg+ X[ +X[p+ X4+ X7+ X g+ X9 230
X4+ Xq + Xg + Xp + X + X9 220
X192 10

xJZO e xjinteiros G=1,2,...,19)
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4. Resolucio do problema

Para resolvermos programa inteiro da sec¢do anterior, escrevemo-lo no formato

Ip no ficheiro “ex1_8.lp”

Minimize z: 2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x6 + 2x7 + 2x8 + 2x9 + 2x10 + 2x11 +
2x12 +2x13 + 2x14 + 2x15 + x16 + x17 + x18 + x19

Subject to

Das09_10: x1 + x5 +x8 + x10 + x13 + x15>=10

Das10_11:x1 +x2+x5+x6 +x8 + x10 + x11 + x13 + x14 + x15>= 14
Das11_12:x1 +x2+x3+x5+x6 +x8 +x10+ x11 +x12 + x13 + x14 + x15>=14
Das12 13:x2+x3+x4 +x5+x6 + X7 +x8 + x9 + x11 + x12 + x13 + x14 + x15 >=
20

Das13_14:x1 +x3 + x4 + X6 + X7 + x8 + X9 + x12 + x14 + x15 >=24

Dasl4_15:x1 +x2 + x4 + x5 + X7 + X9 + x10 >= 20

Dasl15_16:x1 +x2 +x3 +x5+x6 + X7 +x8 + X9 + x10 + x11 + x13 >=18
Das16_17:x1 +x2+x3+x4 +x5+x6 + x8 + X9 + x10 + x11 + x12 + x13 + x14 +
x15 + x16 >=26

Das17_18:x1 +x2+x3+x4 +x5+x6 + X7 + x8 + x10 + x11 + x12 + x13 + x14 +
x15 +x16 + x17 >= 32

Das18_19:x2 +x3 + x4 + X6 + X7 + X9 + x10 + x11 + x12 + x13 + x14 + x15 + x16 +
x17 + x18 >= 36

Das19_20: x3 + x4 + X7 +x9 + x11 + x12 + x14 + x17 + x18 + x19 >= 30
Das20_21: x4 + X7 + X9 + x12 + x18 + x19 >=20
Das21_22:x19 >= 10

Bounds
0<=x1
0<=x2
0<=x3
0<=x4
0<=x5
0<=x6
0<=x7
0<=x8
0<=x9
0<=x10
0<=xI11
0<=x12
0<=x13
0<=x14
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De seguida o programa inteiro foi resolvido usando o software CPLEX no sistema

operativo UNIX
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C:\ CPLEX

Welcome to CPLEX Linear Optimizer 4.0.9
with Mixed Integer & Barrier Solvers
Copyright (c) CPLEX Optimization, Inc., 1989-1995
CPLEX is a registered trademark of CPLEX Optimization, Inc.

Type 'help' for a list of available commands.

Type 'help' followed by a command name for more
information on commands.

CPLEX> read ex1_8.Ip

Problem 'ex1_8.Ip' read.
Read time = 0.00 sec.

CPLEX> optimize
MIP Presolve eliminated 1 rows and O columns.

Reduced MIP has 12 rows, 19 columns, and 131 nonzeros.
Presolve time = 0.00 sec.

Integer optimal solution: Objective = 7.5000000000e+01
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 13 Nodes =0

CPLEX> display solution —

Variable Name Solution Value
x4 2.000000

x7 9.000000

x9 4.000000

x10 5.000000

x14 4.000000

x15 5.000000

x16 6.000000

x17 1.000000

x19 10.000000

All other variables in the range 1-19 are zero.

CPLEX> quit
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A solugdo obtida pelo CPLEX pode ser representada do seguinte modo

9h —10h 10 10

10h - 11h 14 14

14 14

24 20

~ 13h— 14h 24 24

e B = =

18 18

 16h—17h 26 26

19h — 20h 30 30

T T " =

s 2 o
N° dehordrios | 2 9 4 5 4 5|6 1 10|\ decaixas) N°minimo

a funcionar de caixas

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]
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