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Resumo: A ideia de aproximar uma fungdo por outra é central em todas as areas
da Matemética, e a invencao dos polindmios ortogonais foi um avango notavel sobre a
aproximagao por polinémios de Taylor. As expanstes de Edgeworth permitiram-nos
construir o enquadramento adequado para repensar o teorema limite central classico,
e as expansoes de Edgeworth diferidas (tilted) forneceram novos instrumentos para
tratar grandes desvios de somas de variaveis aleatorias. Apresentamos alguns resulta-
dos similares para a aproximacio de estatisticas ordinais, com uma breve incursdo no
tema de aproximagles pré-assintéticas.

Palavras—chave: expansoes assintoticas e pré-assintodticas, teoremas pré-limite.

Abstract: The idea of approximating a function by another function is a central
one in all the areas of Mathematics, and the invention of the orthogonal polynomials
was a remarkable advance on the approximations by Taylor polynomials. Edgeworth
expansions allowed the construction of the right setup to rethink the classical central
limit theorem, and the tilted Edgeworth expansions gave us new tools to handle large
deviations in the sums of random variables. We present some similar results for the
approximation of order statistics, with a brief incursion in the theme of pre-asymptotic
approximations.
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1 Introdugao

Em paralelo com a teoria das somas de variaveis aleatorias, desenvolveu-se uma
teoria de leis estaveis para maximos de sucessdes de variaveis aleatorias (v.a.’s)
independentes e identicamente distribuidas (iid). Desde o trabalho pioneiro
de Fisher e Tippett [4] que estdo identificadas trés formas assintéticas, que
Gnedenko [6] provou serem os dnicos limites possiveis de maximos linearmente
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normalizados. A necessidade pratica de trabalhar com variaveis dependentes
alargou notavelmente a teoria de valores extremos, havendo intimeros tipos de
dependéncia fraca em que a forma assintética da distribuigdo de maximos nor-
malizados tem relagao simples com a distribuigao de extremos, que usamos na
forma unificada de von Mises-Jenkinson: para z tal que 0 < H (z) < 1,

H, (z) =exp [— (1—{—7’1})_1/7} , (1)

relembrando que para 7 > 0 é uma reparametrizagio da familia de Fréchet(1/7),
para 7 < 0 da familia de Weibull(—1/7), e quando 7 — 0 temos como limite a
Gumbel padronizada.

Recentemente, Klebanov, Rachev e Szekely [10] contestaram a utilizagdo
de leis assintoticas, argumentando com a banalidade de que estamos sempre em
situagao de um numero finito, alias escasso, quase sempre, de observagoes. Terao
porventura razdo, pois desde Fisher e Tippett [4] se sabe que a convergéncia
para a forma assintotica — a que chamam wultimate — pode ser muito lenta
(exemplificam com a convergéncia do méaximo de gaussianas para a Gumbel)
e aproximagoes penultimate podem ser mais vantajosas. Gomes [7], usando
expansoes de Uzgdren, deu uma explicagdo coerente do fenémeno, que mais
tarde com Pestana [8] esclareceu ainda melhor mostrando que as aproximagoes
pré-assintoticas serao melhores, por regra, quando uma lei estd no dominio de
atrac¢ao nao-standard de uma lei estavel de extremos.

No presente trabalho, exploramos duas vias para tentar clarificar os limites
de duas abordagens que, do ponto de vista metodolégico, se completam: uma
tentativa de transpor as ideias exploradas na teoria de somas por Thiele, Gram,
Charlier e Edgeworth, e que hoje constitui o campo sempre renovado das expan-
soes de Edgeworth (veja-se o aproveitamento feito por Peter Hall [9] no que se
refere & fundamentacao do bootstrap, ou a explicitacao dos resultados de Daniels
[3] sobre aproximagdes com pontos de sela como aproveitamento de expansoes
de Edgeworth diferidas); e as expansées de Uzgéren, tentando dilucidar as di-
ficuldades de alargamento as Fréchet e, por dualidade, as Weibull referidas no
final desse classico.

2 Expansoes com polindémios ortogonais

Consideremos { X}, , uma sucessdo de v.a.’s iid com funcéo de distribuicéo
(fd) comum dada por F. Consideremos ainda M, = max;—;, ., X;.

Na teoria das somas, a expansao de Edgeworth da-nos uma aproximagao
para a fungao de distribuigao da soma de n v.a.’s iid devidamente normalizada,
em torno de ®, a fd de uma gaussiana padrao. Sabemos que, se a variancia

" Xi—nE(X)

ox\mn ?
para n grande, pode ser aproximada pela distribuicao gaussiana padrao, .

de X, 0% for finita, entdao a funcio de distribuigao de Y, = <=
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Considerando para fy, a expansdo dada por

+oo
fYn = Z clSD(Z)a
=0

%

tendo em conta que 0 = (=1)" H;p , onde H; & o polinomio de Hermite de grau
iec; = [g (1) H;(2) fy, (x) dx obtém-se a seguinte expanséo em polinémios
ortogonais para fy,:

k! . k! k)2 .
fvo =0—3mme® + 4 20W + o) oo

onde os valores k!, apelidados por Thiele [11] como semi-invariantes de X —
E(X), sdo os actualmente chamados de cumulantes de X — E'(X). Esta é de
facto um expansao assintética de fy, em poténcias de nt/2, com um resto que
tem a mesma ordem do que o primeiro termo a ser desprezado.

Suponhamos que F' tem funcao densidade de probabilidade (fdp) f e esta no
dominio de uma distribuicao de extremos H. Para cada valor de n € N, vamos
determinar uma sucessio de constantes {c;},.n, € uma sucessao de polindmios
{pitien, » Ortogonais associados a H tais que

i (2) = 3 copi () - H (2). 2

i>0

onde f, & a fdp de Z,. Designemos por Z a v.a. limite (em distribui¢ao)
da sucessao Z,. Notemos que apenas a distribuicdo Gumbel tem momentos de
todas as ordens. A de Fréchet(v) e a de Weibull(y) tém apenas momentos de
ordem inferior a .

Multiplicando por py (x) e integrando em R ambos os lados da igualdade

(2) obtemos [, pi () fn () dzz = ¢;. Tomando py, (x) = Ef:o a; 7" resulta ¢, =
YipainE (Z7) e

memmwmwx=Z;zgwme@mpﬁwm»

Os coeficientes dos polindmios podem ser obtidos através da solugdo das
equagdes S(k,m) = 0se k # m, e S(k,m) = 1 se k = m, para quaisquer
naturais k e m. Por exemplo, para o primeiro conjunto de equagoes S (0,1) =0
e S(1,1) = 1 obtemos

o E(2) _ 1
ag,1 = E(ZQ) —E2 (Z) eai1 = E(ZQ) _ E2 (Z)

Para o segundo conjunto de equagdesS (0,2) = 0, S(1,2) = 0e S(2,2) =1
obtemos
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 B(DE(#)-F(2%)  E(2)E(2%)-E(2%)
= ar () A(Z) T var (2) A(Z)
_ EBE(Z)-FE(2)
Ch2 = (D) A2)

onde
A(Z)=2E(Z)E(Z*)E(Z*)-E* (2*)-E* (2*)-FE*(Z)E (2*)+E (Z*) E (Z2*) .

Suponhamos entao que F' estd no dominio de H3 g e consideremos a aproxi-
macao dada pelas primeiras trés parcelas da série de (2). Os primeiros momentos
de uma v.a. Z —~ Gumbel sado dados por

E(Z)=7, E(Z®) =+, E(Z%) = + 75 +2((3)
4
E(Z%) =~ + 7% n* + 45 + 87¢(3)

onde v ¢é a constante de Euler (v &~ 0.5772) e ((3) ¢ a fungao zeta no ponto 3
(¢ (3) = 1.20206). Como exemplos consideramos uma v.a. ¥ —~ Exponencial (1),
e uma v.a. X —~ Gaussiana (0, 1), que sabemos pertencer ao dominio de Hs ¢ €
para as quais podemos tomar para constantes de atracgao

)1/2 _ lh’l Inn + IH(47T)

eb, = (21nn)_1/2,
2 (21nn)1/2

ap=In eb,=1,a,=2lnn

respectivamente. Infelizmente, os gréficos obtidos no programa Mathematica
(Versao 5) nao foram muito satisfatorios, principalmente no que se refere ao
caso gaussiano. Nas Figuras 1 e 2 sao apresentados trés graficos: a fdp do
méximo normalizado de n (n = 5 na Figura 1 e n = 15 na Figura 2) v.a.’s
iid. com distribuigdo Exponencial(1l), a fdp da distribuigao limite (ou seja,
da distribui¢do Gumbel) e a aproximacao dada pela soma dos trés primeiros
termos da expansao acima referida. As Figuras 3 e 4 apresentam os graficos
correspondentes ‘a distribuicao gaussiana padrao.
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Figura 3: X —~Gaussianal(0,1}, n =5

3 Expansoes de Uzgoren

N. Uzgoren [12] construiu uma expanséo em série para — In [—In F" (a,, + b,z)]
para o caso particular de F' ser uma fd com limite superior do suporte de F
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Fo

Figura 4: X —~Gaussianal(0, 1), n =15

(wr) igual a +oo, continua e diferenciavel, com derivada f (z) diferente de zero,
para valore grandes de z. Supds ainda que, tomando g (x) = [1 — F (2)]/f (z),
g (:r)m 0. Sabendo que esta condicao é suficiente para que F esteja no
dominio de atraccao de Hs g, torna-se compreensivel a escolha de Uzgoren para
as constantes de atrac¢do: a, = x, e b, = g(x,) onde z,, é a solugdo da equagao
1—-F(z,)=1/n, (n=1,2,---). A expansao encontrada por N. Uzgbren para
as distribuiges F' que satisfazem a condicdo adicional ng’ (z,,) T tT® foi

n —
a seguinte

In [~ P (x, + g (xa)u)] =-—u—2 L (;)

Consideremos F' uma fd tal que wp = 400 e para a qual existe um nimero
real x; tal que, para ¢ > z1, f(z) = F’ (z) existe e é continua. Suponhamos
ainda que

. x

AP TP (@) e g ®)
onde v € (0,400). Sabemos entdo que (cf., e.g., [5]) F € D(Hi,) e que
as constantes de atracgao, neste caso, podem ser dadas por a, = 0 e b, =
inf{z:1— F(z) < 1/n}. Supondo, tal como faz N. Uzgdren [12], que f (x) é
diferente de zero, para valores suficientemente grandes de x, temos, para valores
suficientemente grandes de n, b, = x, = F~1 (1 — 1/n).

Seguindo os passos de Uzgoren representemos F' da seguinte forma:

F(z)=1—exp[-h{x)]. (4

St

Da definicdo de g resulta h = —1In(gf) e de 1 — F (z,) = f (@n)g(zn) = 2
resulta h (z,) = Inn. Elevando ambos os lados de (4) & poténcia n e tomando
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os simétricos dos logaritmos obtemos
—InF"(z) =-nln{l—exp[-h(x)]} =nexp[—h(x)]p(x)
=In[-InF*(z)] =lnn—h(z)+Inp(z)
onde p(z) = 3°; % exp[— (k — 1) h ()] /k.

Expandindo h em serle de Taylor em torno de z,,, substituindo x por x,u e
tendo em conta que A’ (z) = U(I , obtemos

hzou) =Inn +3,25 L dk:,ﬁ ok (u—1)".

T=ZLp
Tendo em conta que se f for infinitamente diferenciavel
k—1

ot @] = ke @)+ e f (), 6

(k=1,2,..) ese I satisfizer a condigao dada por (3), entdo, para k =1, 2, ...
e x suficientemente grande,

dk
@f (z) =~ —
mostra-se que, para n suficientemente grande,

a1 (1—u)*
k'mn (u ) dSCk_l g (SC) — v k ? (6)

N
—dgc’@—‘—lf(x)’

X

o que conduz a

h{zpu) =~lInn+ szc{ —7(1_,;‘ =Inn—vlnuvy,
=In[-mF"(z,u)] =lnn—h(z,u)+hp(z,u)
~—ylhu+Inp(z,u).

Expandindo In p temos

tp (o) = S (-0
k vtk —i
{ [ 3 ot o s H( o
expi— Z = e = L]
+oo = e,

Z:kl::2 k=2 nk1+"‘+k’i_i’ik’1...ki

No trabalho de Uzgdren é a diferenga Inn — h(z,u) que da origem & expan-
sdo, sendo a parcela Inp(z,u) negligenciada, por comparagao aos termos da
expansdo obtida de Inn — h (2,u). A expansio que Uzgdren tem como parcela
principal o termo referente & distribuicao limite. Aqui o termo principal ¢ —vInu
e ficamos apenas dependentes de Inp (z,u), se ndo tivermos em conta a série
dada em (5), que tem um comportamento razoével apenas para valores de u
no intervalo (0,1), j& que estamos a considerar a expansao Inu. A velocidade
de convergéncia de Inn — h (z,u) para —ylnu depende da velocidade de con-
vergéncia do limite dado por (3).
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4 Conclusoes

Do exposto se conclui que as aproximagoes em teoria dos valores extremos ofer-
ecem ainda muitas dificuldades, mesmo no ambito restrito de limites de max-
imos de observagéGes iid. Por outro lado, os comentarios de Klebanov, Rachev
e Szekely nao podem ser facilmente descartados, e a famosa frase de Tukey —
mais vale uma solugao aproximada de um problema exacto, do que uma solugao
exacta de um problema formulado com aproximacGes — incentiva-nos a manter
todo o interesse nesse importante avango da Matematica do século XIX, que
foi a notavel ideia de aproximar uma funcao pela expansao em série envolvendo
outra funcao e as suas derivadas, nomeadamente quando tal nos leva a familias
decentes de polinémios ortogonais. As familias indecentes, para ja, deixamos
para quem tenha mais fibra moral para lidar com elas.
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