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Resumo:

Gomes e Pestana (Nonstandard domains of attraction and rates of convergence.
New perspectives in theoretical and applied statistics, Wiley Ser. Prob. Math.
Statistics, 1987) mostraram que o comportamento pré—assintotico, em valores
extremos ocorre em grande variedade de situagOes e encontraram uma explicacao:
o dominio de atraccao de uma lei estavel pode ser particionado num “dominio de
atraccio standard* — em que as constantes de atraccio sio da forma An'/%, onde
a é o indice de atracgao da estavel —, e num dominio de atracgao ndo-standard, em
que as constantes de atrac¢io sao necessariamente da forma L(n)n'/® com L(n) de
variagdo lenta, convergindo para 0 ou co. Neste trabalho exploramos a questao da
qualidade da aproximacao nas caudas no dominio de atraccao nao standard de uma
estavel simétrica, impondo um controle extra na sua variagao, com um parametro de
segunda ordem.

Palavras—chave: Variaveis estaveis, dominio de atracgao standard, dominio de
atracgao nao—standard.

Abstract: Gomes and Pestana (Nonstandard domains of attraction and rates of
convergence. New perspectives in theoretical and applied statistics, Wiley Ser. Prob.
Math. Statistics, 1987) showed that de pre—asymptotic behavior of extremes values
occurs in many situations, and found an explanation: the domain of attraction of
a stable law can be portioned into a ”standard domain of attraction“, where the
constants of attraction are of the form An'/® with a denoting the index of the stable
law, and in a non-standard domain of attraction, where the constants of attraction
are necessarily of the form L(n)n'/®, with L(n) a slowly varying function converging
to 0 or co. In this work we exploit the question of the quality of the approximation in
the tails of symmetric laws belonging to a non-standard domain of attraction, when
considering an extra control parameter of second order on the variation of the tail.

Keywords: Stable laws, standard domain of attraction, non—standard domain of
attraction.
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1 Introducao

Gnedenko e Kolmogorov (1954) afirmam, no seu notével livro sobre somas de
variaveis aleatoérias, que o valor epistemolégico da Teoria das Probabilidades
advém, privilegiadamente, dos resultados assintéticos. De facto estes, para além
de alargarem o nosso conhecimento e compreensdo dos fenomenos em que héa
intervencao do acaso, permitem usar aprorimagoes simples, em vez de resultados
exactos, tantas vezes insuportéveis.

Coloca isto a questdo, naturalmente, de avaliar quando passa a ser possivel
usar a aproximagao postulada nos teoremas limites; assim, grande parte da
investigagdo sobre teoremas limite fracos (e nomeadamente sobre o Teorema
Limite Central e o Teorema Limite Extremal) aborda questdes de velocidades
de convergéncia e de grandes desvios.

Desde fases muito iniciais & investigacao sobre resultados assintéticos que os
investigadores mais profundos chamaram a atengdo para estas questoes. Pela
importéincia que veio a ter na investigagdo futura, Fisher e Tippett (1928), ao
chamarem a atencao para o ”penultimate behavior* de ®" — onde ¢ ¢é a
funcao distribuicdo da gaussiana (0,1), que eles notaram estar mais proxima
de uma ”"penultimate weibull, mesmo para n = 10'?, do que da "ultimate
limiting gumbel“ — foi um marco na investigagao posterior, estranhamente por
colocarem um falso problema.

De facto, na vastissima familia das func¢oes distribuicao, nada de estranho
ha em encontrar funcées de distribuicdo mais proximas de @™ do que acontece
com A, a func¢do distribuicdo da Gumbel; também nada de estranho hé em que
entre essas muitas aproximacoes algumas sejam Weibull (sendo triparametrada,
tem uma riqueza de formas que propicia ser uma excelente aproximacao para
quase tudo). De facto, Gomes e Pestana (1987) mostraram que a existéncia de
“penultimate approximation® é a regra, e ndo a excep¢ao, sendo o fenémeno
generalizado no dominio de atraccao nao standard de qualquer estével para
maximos.

Decerto o mesmo aconteceria em dominios de atracgao de estaveis para so-
mas. Pereira, Oliveira e Pestana (1996) mostraram que de facto isso acontece,
mas nao levaram a investigacao a toda a sua generalidade, pois neste caso ha a
dificuldade extra de apenas trés distribuicoes estaveis para somas serem conhe-
cidas em forma analiticamente tratavel.

No entanto, a literatura vasta na area econdmica veio, de novo, evidenciar
a importancia de modelos estaveis para somas, e nomeadamente sem varidncia
finita. Por isso, abordamos a investigacao da qualidade das aproximacoes. Os
métodos que usamos, inspirados em trabalhos da mesma indole para extremos
(Fraga Alves, De Haan e Tao Lin (2003)) é “controlar“ a regularidade das
caudas através de um parametro de segunda ordem.

Claro que em somas ha a dificuldade acrescida de ambas as caudas influenci-
arem o comportamento limite. Nesta investigacao preliminar, controlamos essa
dificuldade considerando apenas variaveis aleatérias simétricas.
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2 Variaveis Estaveis e Dominios de Atraccao

Diz-se que uma varidvel aleatéria X é estavel para somas se todos os termos
da sucessao de somas parciais de réplicas independentes de X forem do mesmo
n

tipo. Por outras palavras, denotando S,, = ZXk, onde as Xy sao réplicas

k=1
independentes de X, dizemos que X ¢é estavel se para todo n € N existirem
an >0 eb, €R, c>0e a € R tais que

Sp—by d X b

an a

As”constantes de atraccao” ou “constantes normalizadoras“ a,, >0 eb, € R
tém a funcdo de estabilizar a soma (ou seja, “centrar S,, subtraindo-lhe b,, por
forma a localizé-la junto da origem, e "reduzir* dividindo por a,, para estabilizar
a escala).

Por outro lado, diz-se que uma varidvel aleatéria X estd no dominio de
atraccao da variavel aleatoria Y,, com expoente caracteristico 0 < a < 2, e
escreve-se X € D(Y,) se e s6 se existirem constantes de atraccio a, > 0 e
b, € R tais que

M i> Y., quando n — oco.
Qn
As condigGes de atracgdo podem ser expressas usando a teoria de variacao regu-
lar de Karamata (1930):

Teorema: A variavel aleatoria X € D(Y3) se e sé se o seu sequndo
x
momento truncado, s(x) = / w?dFx(z), for wma fungio de variagdo lenta.

—x
Do mesmo modo tem-se X € D(Y,), 0 < a <2, se e sd se

l—Fx(x)

1. Frx(—2)

— k €[0,400), quando t— oco.
Fx(—tz)+1— Fx(tz)
Fx(fl') +1-— Fx(l‘)
das caudas P(|X|> x), € uma fungdo de variagdo regular com expoente

—a.

t~%, quando t— oo, ou seja, a soma

A demonstragdo pode ser consultada em Galambos (1995, p. 257-262).

O dominio de atrac¢do de uma lei estavel pode ser particionado num "dominio
de atraccdo standard® — em que as constantes de atraccdo sio da forma An'/®
onde o é o indice da estdvel — , e num “dominio de atrac¢do nao—standard",
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em que as constantes de atracgio sdo necessariamente da forma L(n)n'/®, com
L uma funcado de variagado lenta no sentido de Karamata, isto é,

L(tx)
L(z)
e 0 < o <2 é o indice caracteristico da variavel aleatéria limite Y .
Prova-se que qualquer variavel estavel é infinitamente divisivel. Portanto,
a funcao caracteristica de uma variavel aleatoria estavel pode ser escrita usan-

do a representacdo candnica de Lévy. A representacdo geral de uma funcio
caracteristica estavel é:

— K €]0,+00[, quando z — o0

t
o(t) = exp {iatc|t|0‘ [1+iﬂ|tw(t,a)}} , (1)
com localizagdo a € R, escala ¢ > 0, indice ou expoente caracteristico 0 < a < 2,
coeficiente de assimetria —1 < g <1e

tan (Z2) « € (0,1)U(1,2]
w(t, o) =
2 1n(Jt]) a=1.

Considere-se agora uma sucessao { Xy }ren de varidveis aleatorias simétricas
independentes e identicamente distribuidas no dominio de atrac¢ao nao standard
de uma estavel simétrica Y, , com funcao caracteristica

vy, (t) = exp{—clt|*}, a€(0,2)ec>0

entdo, as caudas da funcao distribuicdo comum das variaveis X,k = 1,2, --
tém o seguinte comportamento assintético

F(—z) = Cl(JF;)S)L(a:) , 2<0, 2)
pF@):%S(”L(x), 23>0, (3)

onde ¢1,c0 > 0,¢1+¢2 > 0e L(x) é uma fungdo de variagao lenta em infinito.
E neste caso de simetria, ¢; = cs.
Excluindo o caso o = 2, 8 qualquer, verifica-se que na expressdo (1) se tem
C2 —C1
c1+ co

e o parametro de escala ¢ é para todo o a (0 < o < 2)

c=—(c1 4+ 2)Q(a),
com —cos (Z)T(1—a) ac(0,1)
Q) = - “

cos (T2) Lﬁf‘) a€(1,2).

a—

vl
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3 Velocidades de Convergéncia

Considere-se uma sucessao {Xy}rer de varidveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas no dominio de atraccao de uma estavel de indice «,
Y, . Para simplificar vamos supor que estamos a trabalhar apenas com vvariaveis
aleatoérias simétricas.

O caso a = 2 isto é, quando se estd a trabalhar no dominio de atracgao
da gaussiana, foi ji muito explorado, sabendo-se, por exemplo, que quando
as varidveis aleatorias X tém terceiro momento finito, denotando por F, a
funcao de distribuicdo das somas normalizadas e por ® a funcao de distribuigdo
da gaussiana (0,1) se tem m§X|Fn(x) — ®(z)|=0(n"" 2

Quando 0 < o < 1 o problema torna-se um pouco mais complexo, mas
existem alguns resultados no campo dos dominios de atracgao standard, é num
trabalho de Cramér de 1963 onde se mostra que, sob certas condic¢oes, se

l—F(x):x%+z%+o(x_B), T — 400,

entao
F.(x) = Y,(z) = Qn(é‘ji(ﬁm o(n'=f/*) se B <2a
Fo(z) = Yo(2) = —w +o(n7t) se 2a<pB<2
onde P e Q sdo constantes e G, g(z) = L fo Lexp(—Pt®) sin(tx)dt .

Nos dominios de atrac¢ao nao standard referlmos aqui o trabalho de Iglé-
sias Pereira et al. de 1996 por ser especialmente interessante para nds: se
{Xi}rer for uma sucessdo de variaveis aleatorias simétricas independentes e
identicamente distribuidas, com funcao distribui¢do comum F' com comporta-
mento assintotico dada pelas expressoes (2) e (3), onde se substituiu L(x) por

In(x), isto &,
k log(x)

1-F(x)= o

+r(z), x>0.

A funcio caracteristica de F' ¢ p(t) =1 — 2tf sin(tz)[1 — F(x)]dz .
Usando as seguintes aproximagoes vélidas quando t — 0 e a # 1

/OO sin(tx)ﬂa/t) de =T(1 — @) cos (%) L(1/t) + o[L(1/1)],
0 x

°° sin(t x) T
/0 3572dgc:I’(l—a)cos(7).

Tomando ¢ na vizinhanga de zero, e considerando 0 < a < 2, conclui-se que

In(p(t)) = —c |t L(#),
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onde ¢ = —2kT(1 —a)cos (Z2) sea# 1e L(t) =1 —In|t|.

Atendendo as propriedades do logaritmo pode-se escrever

n

(o)) ~ —clri* (1 1))

X1+ + X,

onde resulta que a funcdo caracteristica de S} = 1
n

A, =1In(n)n'/, é tal que

, tomando

In(ps:) ~ —clt|** com o, — o, quando n — cc.
Considere-se uma func¢io de distribuicdo F' de uma variavel aleatoria X
no dominio de atrac¢ao de uma estével de indice a. Suponhamos que X é

simétrica, absolutamente continua e que, para x > 0

L(z) A

1-F(z) = o

r(z)

com 0 < a<2,a<f<v,L uma fungio de variagdo lenta, r(z) = o(x ") e A
uma constante. A funcdo caracteristica de X ¢é

o) =1 — 2t /Ooosin(tx) (Lx(jf) +$+T(m)) dz |

Fazendo y = x |t| e efectuando algumas simplificages tem-se

p(t)=1-2t AOO sgn(t) sin(sgn(t) y) (Ly(f) | + y% t)? +r (ﬁl)) %d

— 12 /Ooo 73111(?4);(9/“') —2Apf /0 g Y 4y 2 /Ooosin(y)r (I?ZI) dy
=1-2Jt° {F(lzs)cos (?) L (ﬁ ) [ ( >:| } 2A|t\5r /35) cos (?) —
—/ sin(y)r (t|> dy
0
— 1o {F(f__aa) cos (%) L <|1|> +o [L <|1|>} }2A|t5r(12__ﬁﬁ) cos (?)m(m")

1
= 1= at () = a0 = 7 b e

com o = 222 cos (5) b = 24 52 cos (32, (1) = 20 [L()] e
raft) = o).
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Como
o =o i ()] o =ofiez(4)].
| rcfen(3)
resulta,
o) =1- oz () + (0
o= fres (1))
Usando

In(l1 — ) = =z + 04 0(2?) = —2 + 0, 0(2°) ,¥3 € (0,2),
vem, para ¢ numa vizinhanga de zero tal que p(t) > 0

In(p() = | a L (ﬁ') ()

onde py(t) = pi(t) + pa(t) = o (It L (7)) Substituindo ¢ por 7 =
n,

m ,onde L, é uma funcio de variacdo lenta, e multiplicando por

v () =t () + o ()

Ou seja,

t " [t]* a I n'/*Li(n) t

(S” <nl/aL1<n>>> - {L%(n) ( ] > e <n1/aL1<n>>}
t " [t1a . ((n**Li(n) t

(cp (nl/aLl(n)>> _eXp{_L?(n)L < [t] )}exp{npg (nl/aLl(n)>} '

O estudo de velocidades de convergéncia no que se refere ao dominio de
atrac¢do da gaussiana “parece"uma teoria com um alto grau de sofisticacdo e
complexidade. Porém, quando se aborda o estudo da velocidade de convergén-
cia nos dominios de atraccao de estaveis ndo gaussianas é que as dificuldades
emergem em todo o seu esplendor.

Tentamos, com o uso de parametros de segunda ordem — a exemplo do que
se tem feito nos dominios de atraccao de estaveis para extremos — controlar
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a velocidade de convergéncia. Os resultados parcelares a que chegamos depen-
dem de condig¢Oes porventura artificiosas, e a sua extensdo para dominios de
atraccao nao-standard traz complexidades ainda maiores. Assim, mantém-se o
estatuto algo decepcionante das leis estaveis: grandes promessas, por manterem
a forma quando sujeitas a convolugoes, que se esfumam em nada dada a sua
intratabilidade analitica-

Talvez seja de facto de se optar pela solucao radical que é usar cuadas pa-
retianas (isto é, vari¢do regular), e desistir da estabilidade estrita. No fundo,
como Tukey advogava, mais vale uma solugao aproximada para um problema
real do que uma solucao exacta para um problema aproximado.
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