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Sumario:

Seja X uma variavel positiva, com funcao de distribuicao F e valor médio p. E

O6bvio que f* = %(””) é uma funcao densidade de probabilidade no caso de X ser
absolutamente continua, e pj = i@), k € N, é uma fungao massa de probabilidade

"
no caso de X ser discreta; dizemos que f e f* sdo funcoes dendidade de probabilidade

duais, e pj, e p;, sao fungdes massa de probabilidade duais. Se X for Exponencial, f =
f*, uma propriedade caracteristica que tem interesse investigar no ambito mais geral
das densidades duais de funcoes densidade de probabilidade Pareto generalizadas, e
outras densidades de Pearson - betas, F de Fischer-Snedecor - que lhes estao associadas
de forma simples. No caso das discretas, propriedade anédloga é valida no que respeita
variaveis Geométricas.

Na interpretagao deste tipo de dualidade encontram-se algumas aplicagoes inter-
essantes. A dual da Poisson pode ser interpretada num esquema de filtragem com
filtro uniforme discreto. Filtros uniformes continuos sao investigados no ambito de
dualidade de varidveis absolutamente continuas.

Abstract:

Let X be a random variable with distribution function F and mean value p. It

is obvious that f* = 12P@) g probability density function in the case of X being
absolutely continuous and pj, = %@), k € N is a probability mass function in the

case os X being discrete; we say that f e f* are dual probability density functions
and py and pj, are dual probability mass functions. If X is exponencial, f = f*, a
characteristic insteresting to be investidated within the range of the dual densities of
general Pareto’s density probability functions and other Pearson’s densities — betas,
F of Fisher-Snedecor — which are associated to them in a simple form. In the case of
discrete similar property is valid as far as Geometric variables are concerned.

In the interpretation of this kind of duality there can be found some more inter-
esting applications. The Poisson dual can be interpreted in a frame of filtering with a
uniform discrete filter. Uniform continuous filters are investigated within the duality
of absolutely continuous variables.

Palavras-chave: Funcao densidade probabilidade dual, funcado massa probabilidade
dual, densidades ”auto-duais”, distribuicao conjugada, modelos hierarquicos,férmulas
de Pollaczeck-Khinchine e de Beckman.
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1. Introducao

Comecemos por observar que se X for uma varidvel aleatéria positiva com valor
médio finito i, , funcao de distribuicao F, e funcao densidade de probabilidade f,,

entao
. _1-F(2)
fo (@) = BT

¢ uma funcao densidade de probablidade, que denominamos dualde f ; analogamente,
chamamos duais as correspondentes varidveis aleatérias, funcgoes de distribuicao,
fungoes caracteristicas, transformadas de Laplace, etc.

De facto, basta recordar que se X > 0, existindo p,, = E(X) este pode ser

o0

calculado como p, = / (1 - F,(x)) da. Esta expressdo — que tem a vantagem

0
de ser genérica, transformando o integral de Stiletjes num integral de Riemann —
estabelece-se imediatamente usando integracao por partes, uma vez que a existéncia
de valor médio garante que lim z[1 — F (z)] = 0.
xr—00

Analogamente, no caso de uma varidvel aleatoria discreta com suporte natural, é
1-F, (k—1)
X

m se obtém uma fungdo massa de probabilidade
X

6bvio que definindo pz =
dual.

E imediato estabelecer que se X ~ Exponencial(§) ou Y ~ Geométrica(p),
fX =f,e p; = p,, s80 "auto-duais”. Adiante usaremos fung¢des caracteristicas para
estabelecer que se trata de uma caracterizacao da exponencial entre as absolutamente
continuas, e da geométrica entre as discretas, respectivamente. Tem, no entanto,
interesse considerar relagbes menos fortes na familia das Paretos generalizadas, e
outras familias com esta relacionadas, que abordamos adiante.

No caso de X —~ Poisson()\), a conjugada X" tem uma interpretacdo simples em
termos de modelos hierdrquicos: corresponde a uma filtragem (“thinning”) da Poisson
por uma uniforme discreta. O objectivo desta nota é relacionar a dualidade, enten-
dida na acepcao que aqui apesentamos, com somas aleatdrias, um tema de crescente
importancia em modelagao estatistica.

2. Densidades Duais — Alguns Exemplos

Apresentamos seguidamente, com os comentarios adequados, algumas densidades
(no sentido geral: funcao densidade de probabilidade no caso absoluamente continuo,
funcdo massa de probabilidade no caso discreto) duais.

1. Familia das Pareto

e Pareto classica

De seguida vamos tentar encontrar a funcao dual para a distribuigao
Pareto. A funcao densidade de probabilidade da Pareto é dada por:

Bal
flz)= O+l
0 ser<a

ser >«

como a, (3 >0 .



A média de uma v.a. com distribuicao Pareto de parametros a e 8 é dada
por

E(X) = _Ba_
6—1
A funcao de distribuigao é dada por
B
e

Calculemos agora a funcao dual.
1-14%

f*(x) - Ba = ga
B—1 B-1

B-1(paP\ B-1 o
. - ! — o)
 fH(z) =3 ( o )Z 2B <5—ﬁ+1>

Ou seja, a varidvel X* tem distribuicao Pareto (6 -1, —4— )
g

Pareto Generalizada

Consideremos agora uma v.a. X com distribuicao de Pareto, i.e., X —~
Pareto(a) Consideremos a seguinte reprametrizacio da funcdo de dis-
tribuigao

Fx(z)=1—Q+~z)" Y comz>0,0cRel+~yz>0.

Vamos calcular a E(X) recorendo ao resultado para v.a. positivas em que

px = [ 1= Fxo)ao

Prova-se que a esperanga de X sé existe no caso em que 0 < v < 1, tendo-se
neste caso

= /000(1 —yx)dz = % [(1 + 735)—1/7}

o 1
r=q1 5
Podemos agora calcular a fungao dual de fx tendo-se

Loy 1—Fx(@) 1-1+1+~a)
fx(z) = " = 1—~

& fx(@) =1 =) +y2)"/

uando 0 < x < 17, as expressdes que se obtém para a esperanca e funcio
kL ¢ ¢
dual sao iguais as obtidas para o caso 0 < v < 1.

No modelo Pareto generalizado apresentado anteriormente destinguem-se
os trés submodelos seguintes :

— v — 0 submodelo Exponencial

wo(X)=1—¢e"7, x>0,



— v > 0 a pareto usual
wiaX)=1—277, x>1,
— v < 0 uma subclasse da familia Beta
waa(X)=1—(—z)"%, -1<z<0.
Note que « é o parametro de escala e é tal que o € R .

Geométrica

Consideremos o caso de uma varidvel aleatéria com distribuicao
Geométrica, i.e., X ~ G(p). Se X ~ G(p) entdo a fungdo massa de
probabilidade é dada por

P(X =2)=pg¢",x=0,1,2, ..

e a média da variavel é

onde p é a probabilidade de sucesso e q=1-p . A funcdo de distribuigao de
X é dada por
1— q:nJrl
Flz)=p————
(@) =p=—— .
Calculando agora a fungao dual obtemos

o+1 z+1
1—pi=e 1-g—p+pg”*! B o1
Fla)=—F e )= — o ) = p(p—p+pg")
p D pq
2 x+1
p°q
[i@) == — & @) =p

Também neste caso a funcao dual coincide com a fungao massa de proba-
bilidade da variavel aleatoria.

Betas

Quando no caso 1b) trabalhamos com a Pareto generalizada surgiu-nos
,quando v < 0, uma subfamilia importante— a familia das betas. Neste
ponto vamos calcular a funcao dual para duas betas particulares, o caso
emquea=1eocasoemque 3=1.

Se X ~ Be(a, 3) a funcdo densidade de probabilidade é dada por:

a—1 1— B—1
x ( z) se0<zr<l1

flz) = B(a, 8) )

0 outros casos

com

-
B(a, 8) = /0 2711 — )% tdx .

+

A funcgao distribuigao é dada por:
0 sex<0

1 x
F(x) = 7/ v 1 —y)fldy se0<az<1
(@) B(a, B) Jo+ -9 ) oy
se x>



sendo a média dada por
@

a+p3’

E(X) =

Vamos tentar calcular a fungao dual de f(x) quando o = 1. Neste caso

(1 —x)B*I
flz) = 73(17@ sel0<or<l1 ’
0 outros casos
¢ 1
Como
1 1 1
_ _ .\ — 21— )8
B = [ (-0 e B0H) = |50 -2) }
1
<~ B(laﬁ) - B )
tem-se

xT

P) =5 [ (=0l o P = 0| -50 -]

S F)=1-(1-2)".

Sendo a fungao dual dada por

~ Fla _ _ )8
fre) = L@ o gy 2 L2102 0)
H 148

@) =B+ -a)°

Assim a fungdo dual de uma fungdo densidade de probabilidade de uma
beta com a = 1, é ainda uma beta , i.e.,

X" ~ Beta(1,6+1) .

De seguida vamos ver o que acontece quando X —~ Beta(a, 1) . Neste caso

il seld<r<l1
f(x) =4 B(a,1) ,
0 outros casos
€ «
E<X) = )
a+1

tendo-se



& F(z) =2

A funcao dual é dada por

() = 1— F(x) _ 1—axa _ a+1(1—x0‘)

H a+1 @

Fr@) = (- e

Neste caso podemos dizer que

a+1
«

X*=(1-X** ~ Beta(l, ).

Note-se que

0<z<l=0<2<1=>-1<-2<0=0<1-2<1=0< (1—29°

4. e Familia F de Fisher—Snedecor
Se X —~ F(m,n) , entdo a v.a.

1

Y= e
1+2X

f\Beta(g,%) comO0<y<l1.

E consequentemente para cada z > 0,

1
Fx(.’b)—l—Fy |:1+%x:| .

Para n > 2 a esperanca de X é dada por

n

—E(X) = .
px = E(X) —

Calculando a funcao dual de X para n > 2 obtém-se

A menos da constante "sz a funcao dual de fx é funcao de distribuicao

de uma Beta(% , %) no caso em que n > 2, pois caso contrario X nao tem
esperanga .

3. Poisson dual e filtragem uniforme discreta

Consideremos a varidvel aleatéria X com distriuicdo de Poisson , i.e., X ~ P(\),
a funcao massa de probabilidade é dada por :
e k\k

P(X =h) = —— k=0,1,2,...



A funcao de distribuicao é dada por

e a esperanca de X é dada por
E(X)=\.

Consideremos a variavel aleatoria
Y |x=x — Uniforme discreta no conjunto {0,1,....k} .
Tem-se )
P(Y = j) = yP(X > j).

Ou seja, a varidvel aleatoria Y tem funcao de probabilidade dada por

P(Y = j) = 1 P(X > j)

e o conjunto suporte de Y é {0,1,...,k} . Ou seja,

. cauda direita da Poisson
PY =j) =

valor médio da Poisson

Pegando na igualdade anterior tem-se

pi=~(1-Fx(j) & Apj=1-Fx(j) & Fx(j)=1-Ap;

> =

onde p; =P(Y =j).
A dual da funcao f é dada por

. 1-Fx(z N 1—1+ Ap, .
Fra) = T i) = EEENE ) = =P =),
Mas ,
PY =z) = %pb(X > ),
ou seja ,
N cauda direita da Poisson
fH(z) =

valor médio da Poisson

Note-se que esta interpretagao viabiliza o célculo do valor médio e variancia por
condicionamenta

X A

E(Y)=EE[Y|X])=E 5 =3

Var(Y) =E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X))

e vortry = (1) (5)

& Var(Y) =E (i‘:) +E <)6() + iVar(X)



A4+ A2) 42X +3) A2 + 6
e Var(y)= QEANFRAHA vy = 246
12 12
4. Fungoes caracteristicas e dualidade

As varidveis duais também podem ser caracterizadas pelas suas fungoes carac-
teristicas .

Seja X > 0 com fungao densidade Fx (z) , funcao caracteristica o, (t) , e suponha-
se que existe ux = E(z) < co. Entao existe uma varidvel aleatéria Y com fungao
densidade de probabilidade

1 - Fx(y)

fri@) = Hx

I(O,OO) .

Calculemos a funcao caracteristica de Y .

orlt) = [ et =B Wy, LI pe) 4 [T s wa
vt = o |-+ x| @ er( = 2N

No caso discreto tem-se que X > 0 com funcao densidade Fx , funcdo carac-
teristica ¢ x e suponhamos que existe px = E(X) < co . Entao existe uma varidvel
aleatéria com funcao massa de probabilidade dada por
]P)(X > CEk) _ 1-— Fx(l'kfl)

Ju 0

pr = p(wk) = , comz,=0,1,2,... .

Calculando a fungao caracteristica de Y vamos obter

> eitk e
py(t) =) —PX>K)=) a*,
k=0 K k=0
com P(X > k
> .
a;@:i( — )ez:e”.
"

A série anterior é uma série de poténcias , logo os coeficientes ay sdo unicos . Assim ,
os coeficientes aj determinam completamente a distribuicao de X através da relagao

P(X > k) = pag ,

supondo que X é discreta de suporte nos inteiros nao negativos .

Se X —~ Ezponencial(a)a sua fungao caracteristica é dada por :

@X(t) :/ eitza G

oo

<:>90X . e —(a—it)z
0

& —(a—1
@@X(w—[a_”u ﬂ

oo

0
(07




Vamos calcular a funcéo caracteristica de X —~ Geométrica(p)
o0 o0
px(t) = ep(1—p)F < px(t)=p) e (1-p),
k=0 k=0

que é uma série de poténcias de razao igual a e**(1 — p) e cujo primeiro termo é um.
A soma da série é dada por

p

t - Y .
@X() 1767't(17p)
Ou seja

ap=p,a1 =p(l —p),as =p(l —p)>..

a  Caracterizagao da exponencial e geométrica pela auto-dualidade

Vamos provar que a exponencial é a tnica distribuigao continua tal que f(z) =
f*(z). Consideremos uma varidvel aleatéria X positiva, com funcdo distribuigao
F(z) e valor médio «, vamos provar que se f(z) = %@) entdo X ~ EXP(«).

Tem-se |- Fl2) ) fa)
o I@Wes=T"Fy

Se integrarmos a expressao anterior obtemos
T T )
—In(l1-F(z))==+4ceIn(l-F(z)) =-=+c¢
o «

< 1-F(z) = et o Flz)=1—e =e°
Seja k = e, temos que '
F(z) =1— ke =.
Mas F'(0) = 0 donde
FO)=1-k=0ak=1,
ou seja, .
F(z)=1-e 2l 100,

isto é,

1

X ~EXP(-).

e
Provemos agora que a distribuicao geométrica é a unica distribuicao discreta
que verifica f(z) = f*(z). Para tal vamos recorrer a um teorema que diz o
seguinte:

Seja X uma variavel aleatéria de valores inteiros nao negativos que satisfaz
P(X>m+n\X>m)=P(X >n)

para quaisquer m e n inteiros positivos.Entao X tem distribuicao geométrica.

Tem-se que

11— F(x)

f(z) p

SFa)=1-pf(z) oP(X <z)=1-pP(X =2x)

Por outro lado,

PX>m+nX>m) PX >m+n)
P(X > m)  P(X >m)

P(X>m+n\X >m)=



10

1-P(X<m+n) 1-14+puP(X=m+n) puin

1-P(X<m)  1-1+uP(X=m) Dm
Como,
pk=PX=k)=P(X >k-1)-P(X > k) &p.=> P(X=i)- > PX=
i=k j=k+1
Sk =qr1— g comP(X >m)=gm= > pi.
k=m+1
Tem-se que
P(X>m+n\X>m):M.
dm—1 — Gm
Atendendo a notagao introduzida anteriormente podemos escrever
P(X >m+n) dm+n
P(X > X > =———=P(X >n)=——
donde
dm+n = @mdn—1 € @m+1 = dmqo,
com

Go=pX>0)=p1+p2+p3+..+=1-py<qo=1-po.

Prova-se que
ge = (1 —po)”.

Assim,
@1 — g = (1 —po)* ' = (1= po)F = (1 = po)* 11 =1+ po) ,

ou seja,
Pr = k-1 — gk = po(1 — po)" .

Tem-se entao que

m+n—1 " Ym+n 1- men
P(X > mtn\X > m) = dmtn=1 = Gm _ po(1 = po) — (1=po)™ = gn_1.

Im—1— Im po(1—po)™
SPX >m+n\X>m)=PX >n)

Ou seja, X* tem distribuicao geométrica.

Foérmulas de Pollaczeck—Khinchine e de Beckman, e interpretacao
probabilistica da dualidade
Seja N ~Geometrica(1-p) com N a tomar os valores 0, 1, 2, ... com probabilidade
pe=(1—p)pFeSy= ZQLO yr. , onde os yj sao réplicas independentes de Y, e
N é independente dos yi. Entao

N
. . 1—p
_ itS _ itS _ _ no__
ws(t) =E(e N)—kEOE[e NIN =n|(1—p)p" = TGS
— ipuxt

Esta é a célebre férmula de Pollaczeck—Khinchine por eles deduzida num con-
texto completamente diferente : seja o tempo de servico numa fila de espera
(FIFO) T, com E(T') = pr < 0o e nup = p o periodo de ocupagao médio numa
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unidade de tempo . ( Assume-se que p < 1, caso contrdrio a fila de espera
crece indefinidamente) . Um cliente que se junte & fila de espera no instante
t > 0, tem que esperar W (waiting time) até ser servido. A caracterizagio
do tempo de espera W foi feita por Pollaczeck—Khinchine em termos de fungao
caracteristica 1
ew(t) = [ er@1
iurt
Assim, o que estabelecemos acima foi que o problema de Pollaczeck—Khinchine
tem a mesma solucdo que a soma aleatdria (geométrica) de parcelas com dis-

tribuicao conjugada no sentido de

1—-Fx(y) '

fy(y) = i

Considere-sg agora, o processo de risco cldssico

o0
com Z(0) =0 ,ZXK =0, N(t) e X}s independentes. Z(t) ¢é a reserva de
k=1
uma companhia de seguros no instante t , os X sao as indeminizagoes pagas
em [0,t] . Note-se que N(t) é um processo de Poisson homogéneo .

Consideremos X}, cépias independentes de X com f.d. Fx e E(X) = p < oo.
Seja u o capital inicial da companhia de seguros. A probabilidade de ruina,
como funcao de u , é

Y(u) =Plu+ Z(t) < 0 para algum ¢ > 0] .

Reescrevarse ¢ = (1 4 0)ux A na definigdo Z(t) = ct — g({) Xk , e defina-se

N(t)
= Supt>oz (L+0)uxt = supi>0—Z(t) ,

que é a perda agregada méxima Como Z(0) =0,L > 0 g.c. . Notando que

1 —1(u) =Plu+ Z(t) > 0 para algum ¢ > 0]

N(¢)
=Plu+ (1+0pxrt— > X; >0,Vt > 0]

=1
ZX (1+0)ux Mt <u,Vt >0 =P[L <.

A probabilidade de ruina pode entdo ser representada sob a forma

0 = H*™(u)
+0 = (1+0)" ’

]P’[L>u]—1—1

onde H**(u) = H(u) é a fungdo de Heaviside e para n = 1,2, ...

u
H" = — [ H*"V(u—2)[l - Fx(2)ld(z),u >0,
125'¢
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que ¢ féormula de Beckman para a probabilidade de ruina .

A férmula de Beckman implica que

L =1L+ ..+ Ly em distribuigao ,

com N* L, ..., L} independentes e N —~ Geométrica(p) com p = 1_%9 ie.,

i j=0,1,...

N* = 0 ,
(14 0)i+1
onde as variaveis aleatorias L g sao i.i.d com densidade
1-— FX ((E)
fu(@)=——"""",
nx

i.e., Lx tém distribuicao conjugada.
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