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A RESOLUCAO DE EQUAGOES

HELIO BERNARDO LOPES'

INTRODUCAO

As primeiras no¢des do que € uma equacio surgem logo nos primeiros anos do
ensino secunddrio, onde se estudam as equacdes algébricas dos primeiro e segundo
graus. Para 14 do caracter formativo de tais conceitos, a verdade é que a grande maioria
dos alunos que prosseguem estudos superiores onde a Matemdtica continua a ser
estudada, ndo mais voltam a abordar o aperfeicoamento do que vem ja de trds, muito em
especial as equagdes do tipo algébrico, completas e de grau superior ao segundo.

E certo que, mesmo ao nivel do ensino secunddrio, sdo ainda estudados alguns
tipos simples de equagdes trigonométricas, embora os ultimos anos venham mostrando
uma lamentdvel tendéncia para uma redugdo perigosa da extensio do estudo da
Trigonometria.

Ora, de um modo extremamente geral, quando se prosseguem estudos
superiores, se se exceptuar o caso do Curso de Licenciatura em Matemadtica, jamais se
volta a tocar nesta problemdtica, mau grado chegarem mesmo a tratar-se outros tipos de
equagdes, como sdo os casos das equacdes diferenciais, das equagdes integrais, ou das
equagdes as diferencas, mas sem que se consiga deixar no aluno uma visdo geral e
abrangente da nocao de equagao.

Em certos casos, infelizmente também hoje em vias de grande minimizagéo,
nem mesmo se vém a frequentar disciplinas de Métodos Numéricos, onde era
tradicional abordar o problema da resolucdo de uma equacgdo algébrica de grau inteiro e
positivo qualquer. E a consequéncia desta situacdo € a criacdo de um lastro de
desconhecimento e de ignorancia e, concomitantemente, uma insensibilidade profunda e
perigosa perante a compreensdo do comportamento fenomenoldgico e, logo, da
capacidade para modelar e parametrizar fendmenos correntes.

A presenca, no mercado e na vida profissional, de instrumentos de trabalho
com elevada capacidade para a resolucdo veloz e com um grau de exactidao
extremamente elevado deste tipo de equacgdes, faz com que a tendéncia que se refere
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acima se acentue, deixando como espdlio, contudo, uma ignordncia grande e uma
insensibilidade profunda dos profissionais desses instrumentos perante o que estdo a
tratar e, muitas vezes, perante os proprios resultados que esses meios potentes vao
fornecendo.

E para contornar esta tendéncia, que se escreve este texto simples, mas que visa
fornecer uma visao abrangente e despistante da problemadtica em jogo.

A NOCAO DE EQUACAO

As equacdes mais simples que podem encontrar-se sdo as equagdes algébricas
dos primeiro e segundo graus, redutiveis, respectivamente, aos formatos:

ax+b=0 A ax’ +bx+c=0
onde a,b,ceR, a#0.

Nestes casos, os coeficientes das equacdes sdo nimeros reais, mas poderiam
ndo o ser. E nelas, para 14 dos coeficientes, encontra-se a incégnita, x, ligada aqueles
através das operacdes de multiplicagdo e adicao, bem como as suas inversas, por sua vez
englobadas numa expressio igualada a zero.

Para estas equagdes € possivel encontrar os valores das incégnitas a custa de
operacdes elementares - adicdo, subtraccdo, multiplicagcdo, divisdo e extraccdo de raiz
de indice inteiro - sobre os coeficientes das equagdes, usando o que se designa por
formulas resolventes, que sio, respectivamente:

As equagdes algébricas dos terceiro e quarto graus sdo, respectivamente, as
redutiveis as formas:

ax’+bx* +cex+d =0 A ax* +bx’ +cex* +dx+e=0

com a,b,c,d,eeR, a#0, para cada uma das quais existe também uma férmula
resolvente. Em qualquer dos casos, essa formula resolvente € ja muito mais complicada,
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levando a que as mesmas, quando aparecem, acabem por ser resolvidas por outros
meios, que ndo essas féormulas.

Um sonho natural, hoje claramente ultrapassado no plano cientifico, mas que a
tal ignoréncia inicialmente referida pode levar a tomar-se, junto de quem estuda, como
uma realidade possivel, € o de que, para cada tipo de equagdo algébrica haverd uma
férmula resolvente. Ou seja, para a equagdo algébrica de grau n, n €N:

-1
ax"+ax" +---+a, x+a,=0

onde a, € R, (i=0,--,n), a, # 0, haveria uma férmula resolvente. Infelizmente -
ou ndo...- a verdade é que ndo € assim.

Os matemdticos Evaristo Galois e Henrique Abel demonstraram esta
proposicdo simples, verdadeira e dolorosa.

Nio ¢é possivel obter férmulas resolventes para equagdes algébricas completas
de grau superior a quatro.

Houve, pois, necessidade de encontrar outros meios para atingir o objectivo de
resolver uma equacdo qualquer deste tipo. E hoje pode dizer-se, a laia de resumo
simples, que sdo dois os caminhos para atingir este desiderato:

métodos numéricos, essencialmente manuais, embora podendo
socorrer-se de maquinas de fazer contas elementares;

métodos globais de cdlculo, quer através de mdquinas de calcular
potentes, quer de meios computacionais.

No segundo caso, basta apenas indicar o tipo de equacdo e os valores dos
coeficientes, que o instrumento de trabalho fornece, de imediato, os valores
aproximados das solugdes e com a aproximacgdo quase tdo elevada quanto se deseje.

TIPOS DE EQUACOES

Estas equacées, que até aqui se trataram, sdo designadas de algébricas, visto
os seus coeficientes e a incognita se encontrarem ligados pelas operagdes elementares
antes referidas. Mas dizem-se também racionais, dado que a incognita nunca aparece
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no radicando de um qualquer radical, e inteiras, por a mesma nunca aparecer num
qualquer denominador.

Diferente € o caso da equacao:

ax> +bx +c
dx+e

=0

com a,b,c,d,e €R, d # 0, que serd uma equaciio algébrica racional fraccionaria,
dado que a incdgnita aparece em denominador.

E do mesmo modo, uma equagao do tipo:
Jax+b=cx+d

a # 0, dir-se-4 uma equagio algébrica irracional, uma vez que a incégnita surge no
radicando de um radical.

Todas sdo, porém, algébricas, dado que apenas envolvem as operacdes
elementares que se referem ao inicio. Pelo contrdrio, se envolverem também, directa ou
indirectamente, a operacdo de passagem ao limite, a equagdo toma o nome de equacio
transcendente, como acontece com as equagoes:

log(x)
X

sen(x)=x =7

uma vez que as fungdes seno e logaritmica sdo funcdes transcendentes, susceptiveis de
se expressar por desenvolvimentos em série de poténcias de X :

2n— -

sen(x) = Z( D" — ( | n_>+wz( h” m

n—>+oo

& ] G
tog()= Y (-1~ =0 im 3" i
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Para estas equacdes, como se torna evidente, ndo existem férmulas resolventes.
Tal boniteza fica-se pelo dominio algébrico e, mesmo ai, foge-se a tal via nos casos dos
terceiro e quarto graus.

Ora, em todas estas equacdes, a incognita é a varidvel x, definida em certo
dominio. Mas pode ndo ser assim, como acontece com a condi¢do:

[ (x)=f(x)

onde a incégnita é a funcdo f (x) : qual € a funcdo que € igual a sua derivada? Trata-

se, pois, de uma equaciao diferencial, envolvendo certa fungdo - a incdgnita - com a sua

primeira derivada. Mas poderiam igualmente considerar-se derivadas de outras ordens.
Da mesma forma, pode também considerar-se uma expressao do tipo:

J .
1

onde f (x) € a inc6gnita. Tal equagdo toma o nome de equac¢io integral.
E podem ainda considerar-se equagdes do tipo:
A f()+Af () +f(x)=3

onde A representa o operador diferenca finita, sendo, pois, uma equacio as diferencas
finitas. E também aqui a incégnita é a fungdo f (x) .

Todas estas equagdes tomam o nome genérico de equacdes funcionais,
precisamente porque a incégnita € uma fungéo, definida em certo dominio.

0S METODOS NUMERICOS

Nao é possivel estabelecer uma doutrina geral, susceptivel de aplicagdo a
resolu¢do de uma equacdo qualquer. E por ser assim, tendo em conta o objectivo deste
texto, referem-se neste ponto apenas as equagdes algébricas racionais inteiras, também
designadas, por vezes, por equacoes polinomiais.
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A metodologia geral para a resolucdo de uma equacdo deste tipo obedece aos
passos seguintes:

determinagdo das raizes inteiras;
determinag@o das raizes fracciondrias;
determinagdo das raizes irracionais;
determinagdo das raizes imagindrias.

A titulo de exemplo, considere-se a equacdo do sexto grau, completa, na
incégnita X :

3x —T7x" —x*+7x* —8x* +14x—4=0.

Em primeiro lugar, hd que ter presente que, sendo reais todos os coeficientes
da equacdo, se existirem raizes imagindrias, elas terdo de ser em niimero par e

conjugadas duas a duas.

Para pesquisar a existéncia de raizes inteiras, hd que ter em conta que, se
existirem, elas terdo de ser divisores do termo independente, ou seja, terdo de ser do
conjunto:

1-4,2,-11247J.

Recorrendo a Regra de Ruffini, percebe-se que a unica raiz inteira existente é
2, sobrando, pois, a equagdo do quinto grau:
3x” = x* =3x  +x? —6x+2=0
1)

que ja sé possui raizes fracciondrias, irracionais ou imagindrias.
Para agora determinar as raizes fracciondrias desta equagdo, o que se faz é
. -1 ~
substituir x por X , obtendo-se a equacao:
5 4 3 2
2x7 —6x "+ x" —3x"—x+3 _

5
X

0
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ou seja: 3 1 3 1 6

isto €:
2x° —6x"+x’=3x*=x+3=0 A x#0.

Ora, as solugdes fracciondrias que se pretendem encontrar sdo os inversos das

solugdes inteiras - se existirem - desta dltima. Dado que as raizes inteiras desta dltima
terdo de ser divisores do termo independente, elas serdo do conjunto:

{-3-1,1,3}.
Aplicando de novo a Regra de Ruffini, constatar-se-4 que a tnica existente € 3,

pelo que a equagdo (1) - e, logo, a inicial - apresenta a solugio fracciondria 1/3.
Acaba, assim, por chegar-se a equagdo do quarto grau em X :

3x* =3x"=-6=0 =N xt=x*=2=0

que é uma equacao biquadrada: so tem termos dos graus 4, 2 e 0. A sua resolugao
pode fazer-se, substituindo x’ por Yy, obtendo-se a equagdo em y:

y'-y=2=0

cujas solucdes, muito faceis de achar, sdo:

2 2 .
x’=2 v x*=-1 & X=%J2 Vv x=4i
resolvendo, pois, completamente a equacao inicialmente dada.
Foi assim possivel determinar facilmente as solugdes irracionais e imaginarias

pelo facto da equagdo a que se chegou ser biquadrada. Se assim ndo fosse, contudo,
haveria, para encontrar as raizes irracionais, que seguir a seguinte metodologia:
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determinar intervalos, em cada um dos quais se sabe estar apenas uma raiz
irracional;

para cada uma delas, deitar mdo de um processo recursivo, que permite
sucessivas aproximagdes a raiz procurada.

Embora simples e muito diversos, ndo € agora o lugar para abordar uma tal
problemédtica. Em todo o caso, fica uma ideia da metodologia a seguir, podendo
ampliar-se facilmente a dominancia de um tal problema através de algumas obras de
qualidade que o mercado técnico e cientifico portugués j4 inclui.

CONCLUSAO

Como foi possivel mostrar com o presente texto simples, o aluno estudioso e
interessado encontra nesta problemadtica da resolucdo de equacdes um importante e mui
interessante alfobre de motivacdo para a dominancia de um tema que é de permanente
utilizacdo e de grande elegéncia intelectual. A seu montante encontra-se esse baluarte
do conhecimento matemadtico, que é a sempre actual Teoria da Resolubilidade
Algébrica, enunciada e tratada por Galois e Abel. Um tema que requer ja um nivel
intelectual de verdadeira exceléncia, mas que se constitui num extraordindrio passeio do
espirito. Procure voc€ mesmo, aluno interessado e desejoso da exceléncia, realizar esse
passeio. S6 pela extraordindria dificuldade que vai encontrar, vale a pena.



