Ana Patricia Morais da Fonseca Martins

As construcoes do Sistema dos

Numeros Reais por
Dedekind, Weierstrass e Méray

Departamento de Matematica Pura

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
Marco 2004



Ana Patricia Morais da Fonseca Martins

As construcoes do Sistema dos

Numeros Reais por
Dedekind, Weierstrass e Méray

Tese submetida o Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

para obtengao do grau de Mestre em Ensino da Matemdtica

Departamento de Matematica Pura
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Margo 2004



Agradecimentos

Um Muito Obrigada ao meu orientador Professor Doutor Carlos Sa ... .

A todos os demais ... .



Indice

Introducao 7
1 Richard Dedekind 16
1.1 Definicao dos ntimeros reais a custa dos racionais . . . . . .. .. ... 18
1.2 Comparagao dos niimeros racionais com os pontos de uma linha recta . 20
1.3 Esséncia da continuidade da linharecta . . . . . . . ... ... ..... 23
1.4 Cortes e nImMeros reais . . . . . . . . . v v e e 25
1.4.1 Cortes de nimeros racionais . . . . . . . . . . . . . . ... ... 25

1.4.2 Criacao dos ntimeros irracionais . . . . . . . . .. .. ... ... 31

1.4.3 Consideragoes acerca do conceito de ntimero irracional de Dedekind 32

1.5 R dominio ordenado . . . . . . . .. ..o 35
1.5.1 Relacao entre dois cortes . . . . . . . . . ... ... ... .. .. 35

1.5.2 Relagao de ordem no conjunto dos ntimeros reais . . . . . . . . 39

1.6 R dominio continuo . . . . . . . . . .. .. L 41
1.7 Operagoes em R . . . . . . oo vt i e 43
171 Adigdo . . . . .. 43
1.7.2  Outras operagoes . . . . . . . . . . .o 46

1.7.3 Propriedades das operacoes aritméticasem R . . . . . .. . .. 48

1.8 Anadlise Infinitesimal . . . . . .. .. ... o 0oL 50
1.9 Consideragoes acerca da teoria dos ntimeros irracionais de Dedekind . . 55
2 Karl Weierstrass 58
2.1 Numeros usuais e niimeros complexos . . . . . . .. . .. .. ... ... 64

4



2.2 Partes exactas da unidade e niimeros usuais mistos . . . . . .. . ...
2.2.1 Comparacao de niimeros usuais mistos . . . . . . . . .. .. ..
2.2.2  Operacoes com numeros usuais mistos . . . . . . .. .. .. ..

2.3 Numeros com infinitos elementos . . . . . . . . .. . ... ... ...
2.3.1 Grandezas numéricas formadas de infinitos elementos . . . . . .

2.3.1.1 Comparacao de nimeros com infinitos elementos
2.3.1.2 Exemplos de grandezas com infinitos elementos
equivalentes a niimeros racionais . . . . . . . . . ...

2.3.2 Numeros finitos e niimeros infinitamente grandes . . . . . . . . .

2.3.2.1 Consideragoes acerca do conceito de grandeza numérica 89

2.3.2.2  Operagoes com numeros finitos . . . . . .. ... ...
2.3.2.3 Somas de infinitos niimeros . . . . . .. ... ... L.
2.3.2.3.1  Critério de somabilidade . . . . . .. ... ..
2.3.2.3.2 Soma por partes . . . . ... .. ... .. ..
2.3.2.3.3 Extensao da operagao de multiplicagao . . . .
2.3.3 Operacoes indirectas e novos nimeros . . . . . . . . . . . .. ..
2.3.3.1 Extensao da operagao subtraccao e elementos opostos .
2.3.3.2 Reformulacao do conceito de grandeza finita . . . . . .
2.3.3.3 Reformulacao da operacao de adigao . . . . . .. ...
2.3.3.4  Reformulacao de transformacoes sobre niimeros . . . .
2.3.3.5 Reformulacao do conceito de igualdade . . . . . . . ..
2.3.3.6  Valor absoluto dum ntimero . . . . . .. .. ... ...
2.3.3.7 Reformulacao de soma por partes . . . . .. ... ...
2.3.3.8 Reformulacao do critério de somabilidade . . . . . ..
2.3.3.9  Séries condicionalmente convergentes e séries
incondicionalmente convergentes . . . .. ... .. ..
2.3.3.10 Reformulacao da operacao de multiplicacao . . . . . .
2.3.3.11 Operacao de divisao de ntimeros arbitrarios . . . . . .

2.4 Consideracoes acerca da teoria dos niimeros irracionais de Weierstrass .

5

91

105



3 Charles Méray 133

3.1 Conceitos gerais . . . . . . . ... 137
3.1.1 Definicao de variante . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 138
3.1.2  Ordenacao dos termos de uma variante . . . . . . .. .. .. .. 141
3.1.3 Exemplos de variantes . . . . . ... ... ... ... ... 143
3.1.4 Propriedades das variantes . . . . . ... .. ... ... ... .. 145
3.1.5 Tipos de variantes . . . . . . . . . . ... ... ... 147
3.1.6 Funcoes de diferentes tipos de variantes . . . . . . . . .. .. .. 150

3.2 Variantes convergentes . . . . . . . .. ... Lo 152
3.2.1 Definicao de variante convergente . . . . . . . . .. ... .. .. 152
3.2.2 Conceito de uma variante acabar por gozar de determinada

propriedade . . . . . . ... 158
3.2.3 Exemplos de variantes convergentes . . . . . . . . ... ... .. 161
3.2.4 Variantes equivalentes . . . . . . ... ... ... 164
3.2.5 Alguns resultados de variantes convergentes . . . . .. ... .. 167
3.2.6 Variantes divergentes . . . . . . . .. ..o 173

3.3 Limites efectivos de variantes convergentes . . . . . . .. ... .. ... 175

3.4 Limites ideais de variantes convergentes . . . . . . . . . .. .. ... .. 178
3.4.1 Convencoes . . . . . . ..o 179
3.4.2  Valores aproximados de uma quantidade qualquer . . . . . . .. 183

3.5 Teoria dos niimeros incomensuraveis . . . . . . . . . . . . ... .. 184
3.5.1 Teoria de extraccao de raizes aritméticas . . . . . . . . . .. .. 185
3.5.2 Fungoes nao racionais. . . . . . . . . . ..o oL 189
3.5.3 Consideracoes finais de Méray . . . . . . . ... ... ... ... 191

3.6 Consideracoes acerca da teoria dos niimeros irracionais de Méray . . . . 195

4 Conclusao 198
Referéncias 204



Introducao

J4 na Antiguidade Classica o nimero adivinhava-se como sendo um objecto que
poderiamos estudar por si proprio. O lema da filosofia pitagoérica tudo é nimero
justificava o facto de a aritmética ser para os Pitagoricos a ciéncia por exceléncia. E,
apesar de estes matematicos e filosofos designarem por nimeros apenas os nimeros
naturais, parece terem sido eles os primeiros a observar a existéncia de grandezas
incomensuraveis, ou seja, de grandezas do mesmo tipo que nao admitem nenhuma
medida em comum!. A descoberta de que na propria geometria os naturais e as
suas razoes eram insuficientes para descrever simples propriedades como, por exemplo,
comparar a diagonal dum quadrado com o seu lado, ou a diagonal dum cubo com a
sua aresta, praticamente demoliu a base da fé pitagérica nos nimeros. Desta forma,
a geometria passou a ser o modelo que, pela coesao interna das suas deducoes, e
pelo caracter evidente dos seus axiomas, garantia a coeréncia dos outros campos da
matematica. Desde o tempo dos Pitagoricos até ao século XIX, parece nao ter havido
dificuldade para as varias geragoes de matematicos em aceitar os niimeros irracionais.
O conceito ainda mais geral de nimero real era percebido intuitivamente, apesar
da existéncia de tal entidade ser apenas assegurada por consideracoes de natureza
geométrica ou algébrica?.

No século XVIII, o calculo era intuitivamente compreendido e executado através
de algoritmos, era aplicado a resolucao de intimeros problemas, nas mais diferentes

areas, sem que os seus fundamentos fossem postos em causa®. Em todo o caso, alguns

Veja-se (Boyer, 1974), pag. 53.
2Veja-se (Collette, 1973), pag. 212.
3Veja-se (Katz, 1998), pag. 582.



matematicos interrogavam-se ja sobre a justificacao de certos procedimentos e métodos
do célculo diferencial e integral. Nos anos seguintes ao aparecimento do documento The
Analyst (em 1734), a mais importante critica aos conceitos de infinitesimais e fluzrdes
introduzidos no século XVII, do fil6sofo irlandés George Berkeley, os matematicos
fizeram varias tentativas no sentido de criar fundacoes rigorosas para o calculo. As
abordagens mais comuns eram as de basear o calculo no movimento (Mac-Laurin), no
conceito de limite (Newton, D’Alembert, L’Huiller), em razdes de zeros (Euler); ou
ainda em infinitesimais (Leibniz, Carnot)*. Ja nos finais do século dezoito (1797),
Lagrange assumiu a existéncia de uma expansao em série de Taylor para toda a
funcao. O titulo completo do seu texto, Teoria das funcoes analiticas contendo os
principios do cdlculo diferencial, desprovidos de toda a consideracao de infinitamente
pequenos ou de evanescéncias, de limites ou de fluzoes e reduzidos a andlise algébrica de
quantidades finitas, mostra o cepticismo com o qual ele, e muitos dos matematicos seus
contemporaneos, olhavam para a nocao de limite, e denota um certo desejo de reduzir
o calculo & “anéalise algébrica”. Em todo o caso, também a tentativa de Lagrange de
libertar o calculo dos conceitos de infinitesimais, de fluxoes, de razoes de zeros e até de
limite, que considerava pouco precisos, nao era rigorosa. Na segunda década do século
XIX provar-se-ia existirem funcoes diferenciaveis que nao podem ser representadas em
série de Taylor®.

Foi Augustin-Louis Cauchy, um dos mais ilustres matematicos franceses de todos
os tempos, quem, nos inicios do século XIX, primeiro baseou o célculo sobre o conceito
de limite. Mas algumas das principais ideias desta teoria, abordadas com bastante pro-
fundidade no seu Cours d’Analyse de 1821, foram antecipadas por Bernhard Bolzano,
um grande matemético e filésofo checo cuja obra foi injustamente desconsiderada pelos
seus contemporaneos®. Em todo o caso, devido a pouca popularidade das suas ideias
politicas e teologicas, Bolzano foi proibido de publicar as suas obras, dai que muitos

dos seus feitos tenham sido atribuidos a Cauchy, bem como a outros matematicos’.

4Veja-se (Katz, 1998), pags. 520, 578-587.

5Veja-se (Katz, 1998), pags. 586-590.

6Vejam-se (Grattan-Guiness, 1970) e (Boyer, 1974), pag. 381.
"Veja-se (Sebestik, 1964), pag. 129.



Os trabalhos de Bolzano marcam um ponto de viragem na pesquisa sobre os
fundamentos da anélise real, uma mudanca de tal forma importante, que a geometria

seria retirado o papel dominante que até entao possuia nas ciéncias matemaéticas.

“(...) é claro que é uma intoleravel ofensa contra um método correcto deduzir
verdades das mateméticas puras (ou gerais) (isto é, da aritmética, da édlgebra,
da anédlise) de consideracoes que pertencem somente a uma parte aplicada (ou

especial), a saber, a geometria.”®

Bolzano foi o primeiro matematico a rejeitar explicitamente uma abordagem geométrica
e espacial para os fundamentos do calculo, invocando, pelo contrario, argumentos de
natureza puramente aritmética. A necessidade que sentiu na criacao de tais fundacoes
terd decorrido do rigor logico com que caracterizou as suas obras, rigor este que foi
muito além daquele requerido por matematicos anteriores®.

A contribuicao mais significativa de Bolzano para a matemética foi o seu artigo
“Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen jezwey Werthen, die ein
entgegengesetzes Resultat gewidhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege”
(Demonstragao puramente analitica do teorema: entre dois quaisquer valores que dao
resultados de sinais opostos, encontra-se pelo menos uma raiz real da equagao)'?,
datado de 1817. No seu prefacio, e através de uma exposicao por vezes ironica, da-nos
conta dos mais comuns erros de raciocinio praticados na tentativa de demonstracao
do resultado que constitui o titulo deste seu artigo, e que, a primeira vista, parece
evidente. Tais tentativas erradas envolviam quer o uso de verdades geométricas que
os matemaéticos “importavam” para o campo da aritmética, quer resultados baseados
em conceitos errados de funcao continua. E é exactamente no sentido de contrariar
tais procedimentos, e por forma a elaborar uma demonstragao correcta do teorema que
actualmente é conhecido por Teorema de Bolzano, ou Teorema dos valores intermédios,
que Bolzano apresenta no seu artigo um conjunto de resultados e definicoes, que,

por si sés, constituem ainda uma contribuicao bastante importante para a anélise.

8Em (Bolzano, 1817), prefacio, I ) — citado em (Sebestik, 1964), pag. 137.
9Veja-se (Sebestik, 1964), pags. 129-133.
10Este artigo est4 traduzido para francés em (Sebestik, 1964).
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Senao, vejamos! Podemos ai encontrar a primeira definicio formal do conceito de
funcao continuall, que, pelo facto de se basear no conceito de limite, renega o recurso
a qualquer intuicao geométrica; o critério de convergéncia de séries que viria a ser
conhecido por Critério de Cauchy'?, se bem que a prova da condicdo suficiente nao
esteja correcta; e também um lema que é a primeira versao publicada de um teorema
redescoberto cerca de cinquenta anos mais tarde por Karl Weierstrass, e que, por isso,

3

recebeu o nome de Teorema de Bolzano-Weierstrass'>. Finalmente, o teorema dos

valores intermédios ¢ deduzido como um corolario de um resultado mais geral, que

4

citamos de seguida, e que, segundo I. Grattan-Guiness'*, constitui uma novidade no

pensamento matemético da época, por se referir a propriedades de fungoes.

“Se duas funcoes de x, f(z) e ¢(x), variam sequndo a lei da continuidade
para todos os valores de x, ou pelo menos para aqueles situados entre « e 3; e

se alem disso f(a) < p(a) e f(B) > ¢(B): entao existe sempre um certo valor

intermédio z entre e 3 para o qual f(x) = ¢(z).”1®

Em todo o caso, Bolzano nao se apercebeu que até mesmo as suas provas eram
incorrectas. A falta de uma defini¢do aritmética de um ntimero real tornaria invalidos
alguns dos seus raciocinios, mas, a nao ser por este aspecto, o trabalho de Bolzano é
inteiramente notavel. Apesar de as provas de Bolzano serem incompletas, este artigo
¢ um marco na historia da anélise real, por ter sido a primeira tentativa sucedida de
libertar o calculo dos infinitesimais. A precisao das defini¢oes de Bolzano e o rigor das
suas dedugoes marcam pois um quebrar com a matemaética do passado.

Ainda relativamente a contribuicao de Bolzano no processo de aritmetizagao da
andlise, deve referir-se que no ano de 1961 foi pela primeira vez publicado um estudo
dum manuscrito inacabado do matematico, onde tentaria construir uma teoria dos
niumeros reais. Na esperanca de que a sua obra fosse terminada, Bolzano legou o

seu manuscrito Grossenlehre (Teorias das quantidades) ao seu aluno favorito Robert

HVeja-se (Bolzano, 1817), II) a) — citado em (Sebestik, 1964), pag. 139.
Bolzano, 1817), §7 — citado em (Sebestik, 1964), pag. 151.
Bolzano, 1817), §12 — citado em (Sebestik, 1964), pag. 153.
Veja-se (Grattan-Guiness, 1970), pag. 376.

1»Em (Bolzano, 1817), §15 — citado em (Sebestik, 1964), pag. 159.

12Veja-se
13Veja-se

A~ N N



11

Zimmermann. Mas Zimmermann acabou por deixar de se dedicar as matemaéticas,
tendo oferecido a obra do seu mestre a Biblioteca Nacional de Viena!®. Nao nos sendo
entao possivel analisar a obra original de Bolzano, sera a partida dificil precisar se, de
facto, o matematico tera elaborado uma teoria coerente dos ntimeros reais. Em todo o
caso, a ter em conta as exposigoes quer de Rychlik, em (Rychlik, 1961), quer de B. van
Rootselaar, em (Rootselaar, 1962), somos conduzidos a partilhar da opinido de que,
dadas as iniimeras imprecisoes ai existentes, o manuscrito de Bolzano contém apenas
uma tentativa de construgao de tal teoria. Inclusivamente, Rychlik propoe algumas
alteracoes ao manuscrito de Bolzano, segundo as quais, a nao ser pela diferenca de
terminologia, a teoria de Bolzano seria idéntica a que Georg Cantor viria a elaborar
mais tarde, e segundo a qual um niimero real ¢ definido a custa de sucessoes de niimeros
racionais.

No que respeita a semelhanca das obras de Bolzano e de Cauchy, e relativamente
ao conjunto dos numeros reais, se ha quem seja da opiniao de que a contribuicao de
Bolzano tenha sido mais relevante do que a de Cauchy, como é o caso de I. Grattan
Guiness'”, ha também quem defenda precisamente o contrario, como por exemplo
H. Freudenthal'®. Se bem que em relacdo a Bolzano nao possamos afirmar com
certeza qual o alcance da sua obra, parece nao ter havido de facto por parte deste
matematico uma formulagao correcta de uma teoria dos nimeros reais. Ja em relagao
a Cauchy, podemos percorrer o seu Cours d’Analyse, e constatar que, apesar de nao ser
formulada uma defini¢ao concreta do conceito de nimero real, pelo menos é utilizado
por diversas vezes um resultado envolvendo ntimeros irracionais, que afirma que um
nimero irracional é o limite de diversas frac¢oes de ntimeros racionais!?. Em todo
o caso, Cauchy parece nao se ter apercebido que este resultado se reduz a um ciclo
vicioso, ja que, recorrendo a definicao de limite, a existéncia do ntmero irracional
depende do conhecimento prévio da quantidade da qual se aproximam os termos de

uma determinada sucessao de ntimeros racionais. E, apesar de nao definir o conceito

16Veja-se (Rychlik, 1961), pag. 313.
Grattan-Guiness, 1970), pag. 377.
Freudenthal, 1971), pags. 386-387.

Cauchy, 1821), pags. 19, 317, 341.

1TVeja-se
18Veja-se

A~ N~

9Veja-se
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de niimero real, tal resultado ¢ ainda utilizado para definir as operagoes algébricas e
exponenciais para nimeros reais, como uma extensao, através do conceito de limite,
das mesmas operacoes definidas no conjunto dos niimeros racionais?’.

Mas, o que serd importante reter das contribuicoes de Bolzano e de Cauchy é
que, de facto, a partir do conceito de limite, nunca seria possivel obter uma definicao
correcta de nimero real, dai que a prova da condicao suficiente do critério de con-
vergéncia de Cauchy nunca pudesse ter sido estabelecida correctamente por nenhum
destes matematicos. E dai que também nao fosse possivel provar que toda a sucessao
convergente admite um limite, resultado este considerado por alguns matematicos como
uma base suficientemente rigorosa de toda a analise®!.

Com Bolzano e Cauchy estaria terminada a primeira etapa no processo de aritmeti-
zacao da andlise: a criacao de toda uma teoria que permitiria avancar na construcao
duma base solida para a analise, abrangendo quer a formulacao de defini¢oes, quer
a elaboracao de critérios de convergéncia de séries. Mas se nos meados do século
XIX os matematicos se contentariam com uma compreensao intuitiva dos ntmeros,
a introducao do rigor na anélise poe em evidéncia a falta de clareza e a imprecisao
do conjunto dos nimeros reais??. O estudo mais aprofundado dos limites mostrou
a necessidade de adquirir uma compreensao logica dos ntimeros, em particular pelo
facto de uma sucessao de nimeros racionais poder admitir como limite um nimero
irracional?®. O processo de colocar a teoria da recta real numa base aritmética solida
foi continuado ainda no século XIX, ignorando quase por completo o trabalho de
Bolzano. Sendo um dos pioneiros da aritmetizagao da analise, Bolzano seria agora
sucedido numa nova etapa: a construgao do conjunto dos niimeros reais.

Sao cinco os nomes dos matematicos que devem ser referenciados quando falamos
na elaboracao de teorias dos niimeros irracionais no século XIX: Charles Méray, Karl

Weierstrass, Richard Dedekind, Georg Cantor e Heinrich Eduard Heine. Apesar de

20Veja-se (Cauchy, 1821), pags. 321-359.
2lEntre estes matematicos estio Richard Dedekind e Charles Méray cujas obras analisamos nos

capitulos seguintes
22Veja-se (Collette, 1973), pag. 212.
23Veja-se (Boyer, 1949), pag. 282.
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as publicacoes das suas teorias terem sido quase simultaneas, veremos que foram
elaboradas em épocas diferentes, sendo igualmente diferentes as razoes que moveram
estes matematicos a empreender semelhante tarefa.

Sendo fiel a cronologia dos acontecimentos, devemos afirmar que foi Méray o
primeiro, de entre varios matematicos, a publicar uma teoria dos niimeros irracionais.
No ano de 1869, no artigo intitulado “Remarques sur la nature des quantités définies

par la condition de servir de limites & des variables données”?!

, 0 matematico expos
a sua teoria, que nao iria diferir muito da que Cantor viria a publicar mais tarde em
1872. Mas pouca importancia foi dada a este documento, em parte por Méray nao
ser na época um matematico de renome. O facto de ter sido o tinico matematico do
século XIX de nacionalidade francesa a empreender semelhante tarefa no sentido da
aritmetizacao da analise, sendo os demais de origem alema, permite, de certa forma,
confirmar que na época nao existia em Franca, tal como existia na Alemanha, uma

apreciagao notoria do problema da construcao dos nimeros irracionais. Dal que, tal

como afirma Abraham Robinson,

“(...) s6 muito mais tarde se pdde compreender que ele tinha produzido uma
teoria que contribuiu para o renome de alguns dos maiores mateméticos desse

periodo.”??

Méray pretendia com as suas obras edificar a andlise, que para si constituia o funda-
mento de todas as matematicas, sobre bases solidas, excluindo, em particular, qualquer
empréstimo que a geometria pudesse fornecer a algumas demonstragoes. Uma vez que
as defini¢oes existentes de niimeros irracionais eram para si insatisfatérias, ele viu-
-se na necessidade de criar uma teoria dos niimeros irracionais, que, em todo o caso,
iria assumir um papel secundario na sua obra. Serd pois neste sentido que Abraham
Robinson refere que, apesar deste assunto “(...) ter sobressaido acima de todo o seu

restante trabalho, o seu desenvolvimento pode ser visto mais como um acidente.”?¢.

2Em Revue des Sociétés Savantes des departements, Section sciences mathématiques, physiques et

naturelles, (10), 280-289.
2Em (Robinson, 1991), pag. 1698.
26Em (Robinson, 1991), pag. 1699.
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Se existem diversas formas de introduzir a no¢ao de nimero irracional: a forma
geométrica, a forma fisica ou partindo da nocao de ntimero e das operagoes funda-
mentais da aritmética, Weierstrass considera que apenas o ultimo método permite
fundamentar rigorosamente a analise e resolver todas as suas dificuldades®”. Foi ao
leccionar prestigiados cursos de matematica na Universidade de Berlim, iniciados no
ano de 1856, nos quais comecou por reconstruir os fundamentos da andlise, que o
matematico sentiu a necessidade de elaborar uma teoria dos niimeros irracionais, uma
vez que nao tinha nenhuma a sua disposicao que considerasse correcta. Ora, o facto de
nunca ter publicado as suas ligoes fez com que a sua teoria fosse conhecida muito mais
tarde do que a sua elaboracao. Para que possamos ter acesso as teorias de Weierstrass,
é necessério analisar as diferentes redacgoes dos seus cursos feitas por alguns dos seus
alunos. Apesar de iniciada no ano de 1863 no curso intitulado Teoria geral das fungoes
analiticas, a teoria weierstrassiana dos niimeros irracionais apenas pode ser encontrada
pela primeira vez no ano de 1872, integrada no livro Os Elementos de Aritmética, do
seu aluno Kossak.

No que respeita a Dedekind, tera sido a falta de uma verdadeira fundacao cien-
tifica para a aritmética, sentida ao leccionar uma disciplina de elementos de Célculo
Diferencial na Escola Politécnica de Zurique, que levou o matematico a elaborar uma
teoria dos numeros irracionais, destacando-se esta de outras suas contemporaneas
pelo seu caracter original. Se bem que, tal como nos d& conta no preficio da sua
obra Continuidade e Niumeros Irracionais, tais consideracoes remontassem ao ano de
1858, Dedekind nao publicou a sua obra antes do ano de 1872. Justifica a demora
nesta publicacao justifica-a pelo facto de considerar a sua teoria pouco simples e “(...)
pouco promissora (...)”2® na época. Em todo o caso, esta afirmacio do matematico
seria desmentida pela influéncia que a sua obra teve sobre o desenvolvimento da
andlise, da topologia em geral, assim como sobre os seus proprios trabalhos relativos
a continuidade de espacos de dimensao n.

No ano de 1872, surgiu ainda a publicacao de uma outra teoria dos nimeros

2TVeja-se (Weierstrass, 1923), pags. 203, 204 — citado em (Dugac, 1973).
28Em (Dedekind, 1963), pag. 2.
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irracionais, a de Cantor, no seu artigo “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der

9929

Theorie der trigonometrischen Reihen””) que seria semelhante aquela ja elaborada

por Méray. Uma vez que no mesmo ano foi proposta uma simplificacao a esta teoria

730 & aceitavel que por

por Heine, no seu artigo “Die Elemente der Functionenlehre
vezes seja designada por teoria de Heine-Cantor, se bem que Cantor tenha publicado
em 1883 um artigo mais detalhado sobre a sua propria teoria dos niimeros irracionais.
Mas, como frequentou os cursos de Weierstrass em Berlim?3!, algures entre os anos de
1863 e 1866, Cantor tera assistido as primeiras exposicoes de Weierstrass da sua teoria
dos numeros irracionais. Portanto, se quisermos considerar apenas aquelas teorias que
surgiram espontaneamente, sem se apoiarem em qualquer teoria rigorosa ji existente,

entao teremos de colocar sobre o mesmo plano apenas as de Dedekind, de Weierstrass

e de Méray, sobre as quais esta apresentacao se ird debrucar nos proximos capitulos.

29Em Mathematische Annalen, (5), 123-132.
39Em Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, (74), 172-188.
31Veja-se (Dugac, 1973), pag. 57.



Capitulo 1

Richard Dedekind

Foi ao leccionar uma disciplina de elementos de Céalculo Diferencial na Escola
Politécnica de Zurique que Dedekind se viu na obrigacao de elaborar uma teoria sobre
os numeros irracionais. A falta de uma definicao rigorosa de grandeza continua, bem
como a necessidade de recorrer a evidéncias geométricas para explicar tal conceito, ou
mesmo a impossibilidade de demonstrar que “(...) toda a grandeza que cresce continu-
amente, mas nao para além de todos os limites, aproxima-se necessariamente do seu valor
limite (...)"!, provocaram em Dedekind um sentimento de insatisfacao de tal ordem que
decidiu “(...) pensar nesta questdo até que encontrasse uma fundamentacao perfeitamente
rigorosa e puramente aritmética para os principios da analise infinitesimal.”2. Reconhecendo
o teorema anterior, ou algum outro equivalente a ele, como uma base suficientemente
rigorosa para andalise infinitesimal, Dedekind chegou & conclusao de que seria apenas
necessario “(...) descobrir qual a sua verdadeira origem nos elementos da aritmética (...)”?
para que se estabelecesse uma definicao concreta da esséncia da continuidade requerida
para um conjunto de ntmeros. Foi com a introducao do importante conceito de
corte que Dedekind resolveu esta questao, no dia 24 Novembro de 1858, como nos da

conta no prefacio do livro Stetigkeit und Irrationale Zahlen (Continuidade e Numeros

Irracionais)®, onde apresenta pela primeira vez a sua teoria dos niimeros irracionais.

'Em (Dedekind, 1963), pag. 1.
2Em (Dedekind, 1963), pag. 1.
3Em (Dedekind, 1963), pag. 2.
4Esta obra estd traduzida para inglés em (Dedekind, 1963).
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Contudo, foi apenas no ano de 1872 que publicou esta obra, poucos dias apos ter
recebido® no mesmo ano a publicacdo de Heine da teoria dos ntimeros irracionais de
Cantor®, bem como o proprio documento original de Cantor”. E de notar pois que a
teoria apresentada nesta obra é o resultado do produto de muitos anos de ponderacao
sobre o assunto.

No ano de 1872, ano em que Dedekind publicou a sua teoria dos niimeros
irracionais, o estado de desenvolvimento da algebra simboélica ainda nao contemplava
as terminologias e simbologias relativas a teoria de conjuntos. A notacao actual da
teoria de conjuntos seria apenas introduzida no ano de 1889, com Giuseppe Peano.
Na obra Continuidade e Numeros Irracionais, Dedekind faz muito pouco uso de uma
notacao simbodlica, limitando-se aquela referente as relacoes de ordem entre nimeros
(quer reais, quer racionais), que ele proprio introduz. Se bem que tentemos manter
o estilo original de Dedekind, a exposi¢ao que faremos da sua teoria difere por vezes
daquela apresentada pelo matematico. Optaremos algumas vezes pelo uso de uma
notacao simbodlica, por oposicao a uma linguagem completamente textual utilizada

por Dedekind.

5Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 3.
6Veja-se “Die Elemente der Functionenlehre”, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,

(74), 172-188.
"Veja-se “Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen”,

Mathematische Annalen, (5), 123-132.
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1.1 Definicao dos ntimeros reais & custa dos racionais

Até aos meados do século XIX, a incorreccao das provas de resultados envolvendo
grandezas continuas residia no facto de que o maior dominio de niimeros até entao
construido de um modo puramente aritmético — o conjunto dos racionais — nao
possuia a continuidade exigida no decorrer de tais demonstragoes. Tornava-se entao
necessario apelar a intui¢oes geométricas que conferiam a linha recta esta continuidade
procurada. Concluindo assim que os racionais nao possuiam a mesma completude
que a linha recta, Dedekind estabelece a prioridade de criar um sistema de ntimeros
que possuisse essa caracteristica. Este novo dominio seria formado através da juncao
de novas entidades aos racionais, entidades estas que viria a designar por numeros
wrracionais. Desta forma, a criacao de um novo sistema de ntmeros, através da
introducao de novos elementos, foi feita a partir de entidades ja existentes, seguindo

pois uma linha de pensamento construtivista.

“Eu vejo a aritmética como uma consequéncia necessaria, ou pelo menos
natural, do simples acto aritmético de contagem, e a propria contagem como
nada mais do que a criacao sucessiva de séries infinitas de inteiros positivos na

qual cada elemento ¢ definido através deste procedimento imediato (...)"%

Segundo Dedekind, os diferentes conjuntos de niimeros surgem como um acto de
criacao natural que se justifica pela necessidade de responder as exigéncias da mente
humana. Razao pela qual, ao se observarem as limitacoes existentes nas operacoes
inversas de subtracgao e divisao dos inteiros positivos, tenha surgido a necessidade
de criar os nimeros negativos e fraccionarios, “(...) e no conjunto de todos os numeros
racionais ganhou-se um instrumento infinitamente mais perfeito (...)”?. E neste contexto que

Dedekind pretende construir os ntimeros irracionais, como uma extensao dos racionais.

8Em (Dedekind, 1963), pag. 4.
Em (Dedekind, 1963), pag. 4.



“Tal como os numeros negativos e racionais fraccionarios sao formados a
partir de uma nova criacao, e tal como as leis de operacoes com estes ntimeros
devem e podem ser reduzidas as leis de operacoes com inteiros positivos, também
nos devemos esforcar ao méaximo para definir os ntimeros irracionais apenas em

termos dos numeros racionais.”10

YEm (Dedekind, 1963), pag. 10.
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1.2 Comparacao dos niimeros racionais com os

pontos de uma linha recta

Tendo em conta que Dedekind pretende criar uma base aritmética sélida para o
conjunto dos numeros reais, é compreensivel que a primeira seccao da sua obra, Pro-
priedades dos numeros racionais, seja relativa a reformulacao em termos aritmeéticos
das propriedades do conjunto que constituird a base da sua construcao: o corpo dos
nimeros racionais, que denota por R. E, de facto, “(...) para evitar até a aparéncia
de que a aritmética necessitasse de ideias estranhas a ela (...)"*!, que Dedekind opta por
aritmetizar algumas ideias geométricas acerca da estrutura do conjunto dos racionais.
Desta forma, e referindo-se a relacao de ordem em R, estabelece como validas as
propriedades de transitividade e densidade, bem como a defini¢do (ndo formalizada)
de corte, pondo em evidéncia que o conjunto dos racionais forma um dominio infinito

totalmente ordenado'?.

Propriedades 1.2.1 (Racionais) Sendo a, b e ¢ ntimeros racionais arbitrarios,

(I) Sea > beb>centdo a > c. Sempre que a e ¢ sejam distintos, e o numero b seja
menor do que um deles e maior do que o outro, diremos que “b esta entre os ntimeros
aec’.

(IT) Se a e ¢ forem diferentes, entdo existem infinitos nimeros racionais entre a e c.
(III) Para qualquer racional a, o conjunto dos racionais pode ser repartido em duas
classes, A; e A,, cada uma com infinitos elementos. A; contém todos os nimeros
menores do que a e As todos os nimeros maiores do que a. O nimero a pode pertencer
a qualquer uma das classes, sendo, respectivamente, o maior nimero da primeira classe
ou o menor da segunda classe. Em todo o caso, a separacao do conjunto dos niimeros
racionais nas duas classes A; e A, é tal que todo o nimero da primeira classe A; é

menor do que todo o niimero da segunda classe A,.

HEm (Dedekind, 1963), pag. 5.
12Gegundo Dugac, a terminologia original utilizada por Dedekind foi a de “Gebiet wohkgeordnet”

— veja-se (Dugac, 1976), pag. 39.
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Estabelecendo uma correspondéncia entre os niimeros racionais e os pontos de uma
linha recta, onde se definem a partida duas direccoes opostas, Dedekind enuncia, neste
novo contexto, as mesmas propriedades que havia atribuido aos elementos de R. Este
assunto é abordado na seccao II Comparacao dos niimeros racionais com os pontos de

uma linha recta da sua obra.

Propriedades 1.2.2 (Pontos de uma linha recta) Sendo p, ¢ e r pontos arbi-
trarios de uma linha recta L,

(I) Se p se situa a direita de ¢, e ¢ a direita de r, entdo p situa-se a direita de 7.
Dizemos entao que “q esta entre os pontos p e r”.

(IT) Se p e r forem distintos, existe sempre uma infinidade de pontos entre eles.

(III) Para um ponto p qualquer de L, os pontos de L pertencem a duas classes, P e Py,
contendo cada uma infinitos elementos; P, contém todos os pontos p; que se situam a
esquerda de p e P, todos os pontos ps a direita de p; o ponto p pode pertencer tanto a
primeira como a segunda classe. Em qualquer dos casos, a separacao da linha recta L
nas duas classes P, e P, é tal que todo o ponto da classe P; estd a esquerda de todo

o ponto de Ps.

Estando assim definida a posicao relativa de dois quaisquer pontos, bastaria es-
colher na linha recta uma origem e uma unidade de comprimento para a medida de
segmentos para que a comparacao dos racionais com os pontos de uma tal linha recta se
tornasse uma correspondéncia efectiva. Esta correspondéncia é o ponto chave da teoria
dos nimeros irracionais de Dedekind, ja que ird permitir identificar qual a esséncia
da continuidade de uma linha recta. Se por um lado a todo o ntmero racional a
corresponde um e um s6 ponto p, ja o reciproco nao se podera afirmar. O facto desta

correspondéncia nao ser biunivoca permite pois concluir que:

“A linha recta L ¢ infinitamente mais rica em elementos-pontos do que o

dominio R dos ntmeros racionais em elementos-niimeros.”3

BEm (Dedekind, 1963), pag. 9.
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Nao sendo o conjunto dos racionais capaz de traduzir aritmeticamente todos os
fenémenos da linha recta, Dedekind considera absolutamente necessaria a criacao de
novos numeros. Esta criacao devera ser feita por forma a que o dominio de todos os
nameros assim obtido possua a pretendida completude (continuidade) da linha recta.

Antes mesmo de apresentar o principio no qual considera estar patente a esséncia
da continuidade da recta, Dedekind justifica as demoradas consideracoes que fez, e que
afirma alguns poderem achar supérfluas'®, pelo facto de o modo como ira introduzir
0s numeros irracionais ser um modo puramente aritmético, contrariamente ao que
sucedia até entao. O conceito de grandeza extensivel, no qual se baseavam muitas das
defini¢des conhecidas na época de um ntiimero irracional, chega mesmo a ser classificado

por Dedekind como sendo um conceito bastante obscuro e complicado®.

4Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 9.
15Veja-se a carta escrita por Dedekind a Lipschitz, a 27 de Julho de 1876 — citado em (Sinaceur,

1979), pag. 125.
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1.3 Esséncia da continuidade da linha recta

“Em que consiste entao esta continuidade? Tudo deve depender na resposta

a esta questdo, e somente através dela obteremos uma base cientifica para a

investigacdo de todos os dominios continuos.”'®

Sendo a linha recta conotada com a continuidade requerida para um conjunto de
numeros, faltard somente indicar qual a caracteristica precisa desta propriedade, para
que se possa formar uma base sélida para a construcao dos niimeros reais.

O principio que se segue, enunciado na seccao III Continuidade da linha recta do
livro Continuidade e Numeros Irracionais de Dedekind, ira responder a esta questao,
devendo notar-se que a sua simplicidade parece nao condizer com o imenso tempo que
o matemético afirma ter ponderado em véiio sobre este assunto'”. E que este resultado
é tao somente o converso da alinea (III) das propriedades 1.2.2 dos pontos de uma

linha recta, pagina 21.

Principio de continuidade da linha recta “Se todos os pontos da linha recta per-
tencerem a duas classes de tal forma que qualquer ponto da primeira classe se situa & esquerda
de qualquer ponto da segunda classe, entao existe um e um s6 ponto que produz esta divisao

de pontos em duas classes, separando a linha recta em duas porcdes.”'®

E importante realcar que Dedekind assumiu este principio como um axioma, o
axioma que confere a linha recta a sua continuidade. O facto de considerar que a
maioria das pessoas acharia o seu contetido bastante 6bvio, e em harmonia com as
ideias que possuimos da linha recta, acaba por diminuir a limitagao de ser *(...)

. = »19
completamente incapaz de expor uma prova da sua correccao (...)""".

Em todo o caso, como refere Frajese?®, ele nao notou, ou pelo menos nao o

referiu, que se pode demonstrar a unicidade do ponto determinado pelo axioma. Esta

1Em (Dedekind, 1963), pag. 10.
1"Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 9.
8Em (Dugac, 1976), pag. 11.
9Em (Dedekind, 1963), pag. 11.
20Veja-se (Frajese, 1972), pag. 126.
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demonstragao é feita por reducao ao absurdo, com base nas alineas (II) e (III) das
propriedades 1.2.2 dos pontos de uma linha recta, pagina 21. Suponhamos que p
e p' sao dois pontos distintos que produzem a divisao da recta em duas classes L;
e Ly, de modo que todo o ponto de L; estd & esquerda de todo o ponto de Lo, e
consideremos, sem perda de generalidade, que p esta a esquerda de p’. Pela alinea (II)
de tais propriedades, existem infinitos pontos p” compreendidos entre p e p’, e como
cada um destes pontos p” esta situado & direita de p e & esquerda de p’, podemos
afirmar, invocando a alinea (IIT) das mesmas propriedades, que p” é, respectivamente,
um ponto de Ly e de L. Desta forma, obtemos um absurdo ja que, pelo principio de
continuidade da linha recta, a construcao das classes Ly e Ly é feita supondo que todo

o ponto de L; se situa a esquerda de todo o ponto de Ls.



25

1.4 Cortes e niimeros reais

Identificada a esséncia da continuidade da linha recta, torna-se agora 6bvio para
Dedekind como completar o dominio descontinuo dos niimeros racionais: bastara pois
criar entidades que sejam definidas de um modo puramente aritmético, e que conservem
a propriedade da continuidade caracteristica dos pontos de uma linha recta.

Serd a nocao de corte, introduzida na seccao IV Criacao dos numeros irracionais
da sua obra, que iréd resolver tal questao, dai que esta entidade seja a base da criacao
de Dedekind dos ntimeros irracionais.

Mas, tal como sucede frequentemente com as novas teorias mateméticas, também
esta foi alvo de criticas. Entre outras razoes, a falta de objectividade na linguagem
empregue por Dedekind tera sido a causa apontada para que o seu conceito de niimero
irracional envolvesse um ciclo vicioso, ja que seria necessario pressupor a priori a
existéncia de tal nimero?!. A reflexdo sobre esta e outras oposicoes serd, sem duvida,
imprescindivel para que possamos identificar qual o caracter inovador desta teoria dos
nimeros irracionais, bem como apontar eventuais lacunas ai existentes. Serd entao
com mais seguranca que poderemos precisar o papel de Dedekind no processo de

aritmetizacao da analise empreendido no século XIX.

1.4.1 Cortes de niimeros racionais

Ora, a alinea (III) das propriedades 1.2.1 dos racionais, pagina 20, ja havia es-
tabelecido que, dado qualquer racional a, era possivel dividir o conjunto R em duas
classes A; e Ay de forma que todo o nimero de A; fosse inferior a todo o ntiimero de
As, podendo o préprio numero a ser o maior elemento de A; ou o menor elemento
de A,. Considerando esta propriedade como uma defini¢ao, Dedekind introduziu o

conceito de corte.

Defini¢cao 1.4.1 Uma qualquer divisao do conjunto dos ntimeros racionais em duas
classes A; e A, tal que todo o nimero de A; seja menor do que todo o niimero em A,

diz-se um corte, e representa-se por (A, As).

21Veja-se, por exemplo, (Dugac, 1976), pag. 43.
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Repare-se que, segundo esta definicaio, um mesmo nimero racional a podera
originar dois cortes, conforme a seja atribuido a uma ou outra classe. Representando-os
por (A;, As) e (A}, AY), bastara para tal considerar as seguintes classes, que definimos

de uma forma simbélica:

Al={a1€Q:a1<a}, Ar={ax€Q:as>a}

1={ad1€Q:d\ <a}, A,={a,eQ:d),>a}.

Mas, apesar de os considerar diferentes, Dedekind nao considera estes cortes como
sendo essencialmente diferentes??, dai que afirme que todo o racional @ produz somente
um corte.

Os cortes produzidos por nimeros racionais possuem ainda a propriedade
caracteristica enunciada de seguida, e cuja prova, apesar de nao ser considerada por

Dedekind, decorre facilmente da definicao de corte.

Propriedade dos cortes (Cortes produzidos por racionais) Dado um qualquer
corte produzido por um nimero racional, ou entre os elementos da primeira classe
existe um que é o maior, ou entre os da segunda classe existe um elemento que é o
menor. Reciprocamente, se um corte possui esta propriedade entao ele é originado por

este nimero racional maximo ou minimo.

Tal como Fraenkel expoe no capitulo III Ndmeros racionais e reais do seu livro
(Fraenkel, 1964), podemos, em termos logicos, considerar a existéncia dos quatro tipos
de cortes que se seguem, consoante a existéncia de elementos maximo e minimo nas
suas classes: i) A; tem um elemento méaximo e As tem um elemento minimo; ii) A;
tem um elemento méximo e A, nio tem elemento minimo; iii) A; nao tem elemento
maximo e A; tem um elemento minimo; iv) A; ndo tem elemento méaximo e As nao
tem elemento minimo. A hipdtese i) ndo pode verificar-se ja que, considerando a; o

elemento maximo de A; e ay o elemento minimo de A,, ter-se-ia a; < ay e portanto

22Esta definicio serd enunciada mais adiante, aquando do estudo das possiveis relacdes entre dois
cortes, na seccao 1.5.1 Relacao entre dois cortes, mas, para ja, entenda-se que dois cortes se dizem

essencialmente diferentes quando correspondem a numeros diferentes.
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o racional %(al + az), que é maior do que a; e menor do que ay, teria (segundo a
definigao de corte) de pertencer a A, e Aj, respectivamente, o que é um absurdo.
Se para cortes do tipo ii) ou iii) o elemento maximo de A; e o elemento minimo de
A, forem iguais (sendo obviamente niimeros racionais), obtemos, como ja foi referido,
dois cortes que Dedekind considera nao serem essencialmente diferentes, sendo entao
produzidos pelo mesmo niimero. Um corte do tipo iv) ndo é obviamente produzido por
nenhum racional, dai que a propriedade anterior se revele fundamental nesta teoria
dos niimeros irracionais. E que esta é a situacao que Dedekind considera na seccio IV
Criagao dos niimeros irracionais da sua obra como sendo aquela que define os niimeros
ITTACIONALS.

Ora, o facto de nem todos os cortes serem produzidos por nimeros racionais
justifica a descontinuidade de R, e, o que é ainda mais importante, identifica a
existéncia de novos ntmeros. Serd portanto & custa da nocao de corte que serao
definidas estas novas entidades, que mais nao serao do que os nimeros rracionais.

Em (Dedekind, 1858), primeira redacgao inédita do seu livro Continuidade e
niimeros irracionais, Dedekind provou?® que existe um corte que nao é originado
por nenhum numero racional: o corte cuja primeira classe A; é composta por todos
os racionais cujo quadrado é inferior a 2. Ja em (Dedekind, 1963), primeira edi¢ao
efectiva desta sua obra, o matematico considera o caso mais geral de todos os cortes
produzidos por raizes quadradas de ntimeros inteiros positivos que nao sao quadrados
perfeitos?’. A prova deste resultado é pois uma mera generalizacio daquela relativa

ao primeiro exemplo.

Proposicao 1.4.1 Existe uma infinidade de cortes que nao sao originados por niimeros

racionais.

Demonstracao: Sendo D um inteiro positivo, diferente de um quadrado perfeito,

existe A inteiro positivo tal que:

M<D<(A+1)2

23Veja-se (Dedekind, 1858), pag. 10 — citado em (Dugac, 1976), apéndice XXXII, pag. 206.
24Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 13.



28

Considerando as classes de racionais que numa notacao simbolica actual denotariamos
por:

Ay ={a; € Q" 1 ax®> > D} e A =Q\A,,

Dedekind limita-se a afirmar que (A, Ay) é um corte, ou seja, que todo o elemento
a; de A; é menor do que todo o elemento ay de A,. Com efeito, sendo a; e ay dois
elementos genéricos de A; e A,, respectivamente, se a; < 0 é 6bvio que a; < as; se
a; > 0 entdo a,2 < D, e como as? > D e ay é positivo, vem que a; < as.

Bastara mostrar que (A;, As) ndo é produzido por nenhum racional para que se
conclua que existe um nimero infinito de cortes nao originados por racionais. Neste
sentido, Dedekind comega por mostrar que nao existe nenhum racional cujo quadrado
seja igual a D, e, finalmente, que as classes A; e Ay que definem o corte nao possuem,
respectivamente, elemento méximo e elemento minimo.

e Vejamos entao que nao existe nenhum racional cujo quadrado é igual a D. Repare-
se, inclusivamente, que se tal racional existisse, ele pertencia a A; e produzia o corte.

Suponhamos, por reducao ao absurdo, que existem ¢ e u inteiros positivos tais que:
t2 — Du* =0,

sendo © 0 menor niimero nestas condicoes. Note-se que a obtencao de um novo par de
inteiros positivos ¢’ e ¢/, com v’ < u, tais que D = (E) permite concluir a prova.
Como \u < t < (A+1)u, o nimero v’ =t — Au é um inteiro positivo menor do que
u. Relativamente ao inteiro t’, Dedekind escolhe ¢ = Du — At, limitando-se a afirmar
ser um nuimero positivo. A justificagdo para tal escolha pode encontrar-se em (Dugac,

1976), pagina 42. Ora, das igualdades:

t'u = Du® — Xtu = t* — Mu = t(t — \u) = tu’

. .

decorre que, de facto, o inteiro ¢’ é positivo, uma vez que os inteiros u,t e v’ também
0 sao.

Uma vez que t’ verifica a relagao:

t? — Du”? = (\* — D)(t* — Du?) = 0,
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/
obtém-se um racional, —, cujo quadrado é igual a D, sendo ' e u’ inteiros positivos
u

com u' < u.
2
: = - / / / : t ‘
Obtivemos entao nimeros t' e u', com v’ < wu, tais que D = [ — | , o que é um
u

absurdo.

Portanto, o quadrado de qualquer niimero racional tem de ser inferior ou superior
a D, mas nunca podera ser igual a ele.

e Provemos agora que a classe A; nao admite maximo e a classe A, nao admite

minimo.
Considerando
_ z(z* +3D)
322+ D
onde z é tomado arbitrariamente, é utilizando as expressoes:
2x(D — x? 2?2 — D)3
B PR L)
322+ D (3224 D)

que Dedekind mostra que nem a classe A; admite elemento maximo, nem a classe
Ay admite elemento minimo. Ora, se x for um elemento de A; e for positivo, existe
ainda um elemento de A; maior do que x: basta notar que 2> < D, decorrendo das
igualdades anteriores que y > z,y% < D. Logo, y pertence a A; e, portanto a classe
A; nao admite maximo. Dedekind nao se refere ao caso em que x é nao positivo.
Repare-se que, se z < 0, é 6bvio que existe ainda um nimero y em A; maior do que
ele: pelo facto de D ser um inteiro positivo diferente de um quadrado perfeito, basta
tomar y = 1.

Agora, se x for um elemento de A,, 22 > D, donde y < z e y*> > D. Logo
y pertence a A,. Desta forma, concluimos que A; nao admite elemento minimo,
conforme pretendido.

Apesar de Dedekind nao o referir, repare-se que as classes iniciais poderiam, em

alternativa, ser definidas por:
L={a, € Q" :ay> > D} e A =Q\A,.

Conforme veremos na sec¢ao 1.5.1 Relagao entre dois cortes, o corte (A, Ay) produzido

desta outra forma é originado pelo mesmo nimero que o corte (A;, As). Em todo o
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caso, esta escolha nao iria alterar a estrutura da prova, uma vez que nao existe nenhum
racional cujo quadrado seja igual a D.
Portanto, existe de facto uma infinidade de cortes que nao sao originados por

nimeros racionais.
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1.4.2 Criacao dos niimeros irracionais

Ja que aos cortes produzidos por racionais podemos fazer corresponder nimeros
racionais, fazendo corresponder determinados nimeros aos cortes cujas primeira e
segunda classes nao possuem, respectivamente, elemento méximo e elemento minimo,
obtém-se um conjunto de nimeros que é uma extensao do dominio dos racionais.
Foi exactamente esta a abordagem que Dedekind seguiu, denominando estes novos

numeros de irracionais.

Definicao 1.4.2 “Sempre que um corte (Aj, A2) ndo seja produzido por nenhum nimero
racional, criamos um novo ntmero, um nimero #rracional «, que consideramos completa-
mente definido por este corte (A1, As); diremos que o numero « corresponde a este corte, ou

que origina este corte.”?

A todo o corte ird entao corresponder um determinado numero, quer ele seja
racional ou irracional. Desta forma, Dedekind alargou o dominio dos niimeros racionais,
designando-o por conjunto dos ntmeros reais, denotando-o por R. Para concluir,
finalmente, que R é o conjunto que se procurava inicialmente como possuindo a mesma
continuidade da linha recta, bastou a Dedekind mostrar que o conjunto de todos os
cortes constitui um dominio ordenado, e que, além disso, verifica a propriedade de
continuidade.

Antes mesmo de proceder a esta verificagao, vejamos algumas das objeccoes feitas
ao conceito de numero irracional de Dedekind, para que, com o seu conhecimento,

possamos entender melhor a teoria que se segue.

2°Em (Dedekind, 1963), pag. 15.
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1.4.3 Consideracoes acerca do conceito de niimero irracional

de Dedekind

Duas das criticas mais importantes tecidas a teoria dos nimeros irracionais de
Dedekind foram pela primeira vez apontadas por Rudolf Lipschitz e Heinrich Weber,
através de correspondéncias que trocaram com o matematico. Segundo Lipschitz, a
teoria de Dedekind nao diferia daquela que havia sido elaborada pelos gregos acerca
das grandezas incomensuraveis, dai que nao se lhe pudesse atribuir nenhum caracter

inovador.

“(...) sem colocar em duvida a legitimidade da vossa defini¢do, devo reco-
nhecer que ela nao difere a nao ser na forma de expressao, e ndo no contetado em
si, da defini¢ao estabelecida pelos Antigos. Posso afirmar somente que considero
a definicdo dada por Euclides V, 5 (...) e o que a segue, por tao satisfatorio

quanto a sua.”?6

Em relagao a este assunto, varias foram as cartas trocadas pelos dois mateméticos,
cada qual defendendo o seu ponto de vista?’. A importancia desta discussao, iniciada
por Lipschitz no ano de 1876, justifica o facto de ainda na actualidade serem varios
os autores que se debrucam sobre esta comparacao. Para perceber um pouco melhor
esta controvérsia, podem consultar-se (Corry, 1994), (Gardies, 1984) ou ainda (Stein,
1990). Em todo o caso, todas estas exposi¢oes parecem ir de encontro a ideia defendida

pelo proprio Dedekind numa carta que escreveu a Lipschitz a 10 de Junho de 1876:

“(...) os principios euclidianos por si s6, sem a jun¢ao do principio da
continuidade que mdo estd contido neles, sao incapazes de fundamentar uma

teoria completa dos niimeros reais como razdes entre grandezas (...)"28

26Carta de 08 de Junho de 1876 — citado em (Sinaceur, 1979), pag. 116. A definicdo a qual
se refere esta citacao é a seguinte: FElementos, V, Def. 5: “Diz-se que grandezas estao na mesma
razao, a primeira para a segunda e a terceira para a quarta, quando, dados quaisquer equimultiplos
da primeira e da terceira e dados quaisquer equimultiplos da segunda e da quarta, os primeiros
equimultiplos simultaneamente excedem, sdo simultaneamente iguais ou ficam aquém dos ultimos.”

— em (Euclid, 1956), pag. 114.
2TEstas cartas podem ser consultadas, por exemplo, em (Sinaceur, 1979).
28Carta de 10 de Junho de 1876 — citado em (Sinaceur, 1979), pag. 121.
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Na construgao de Dedekind do conceito de nimero irracional, a nogao de corte
assume um papel fundamental. No entanto, veremos que as expressoes utilizadas por
Dedekind para se referir a criagdo desse niimero sao pouco claras, gerando até alguma

contradicao.

“Sempre que um corte (Aj, A2) ndo seja produzido por nenhum namero
racional, criamos um novo nimero, um numero irracional o, que consideramos
completamente definido por este corte (A1, Az); diremos que o nimero a cor-

responde a este corte, ou que origina este corte.”? (Defini¢ao 1.4.2)

Desta definicao parece ser claro, tal como pareceu a Weber, que o niimero irracional nao
¢ nada mais do que o préprio corte. Mas Dedekind nao concorda com esta identificacao

e, em resposta a Weber, afirma:

“N6s somos uma raca divina e sem duvida que possuimos poder criativo, nao
sO para coisas materiais (...) mas especialmente para coisas da mente. Esta é
precisamente a mesma questao que levanta [Weber| em rela¢ao a minha teoria dos
irracionais, quando afirma que o niimero irracional é nada mais do que o proprio
corte, enquanto eu prefiro criar algo novo (diferente do corte) que corresponde

ao corte e em relacdo ao qual eu afirmo que faz nascer, cria o corte.”3°

Devemos confessar ser um pouco dificil interpretar esta perspectiva: um nimero
irracional nao é um corte, é antes algo que corresponde ao corte. Ainda na mesma
carta, Dedekind explica o seu ponto de vista. Tal aplicacao do poder criativo que
atribui & mente humana é, segundo ele, justificivel pela semelhanca de todos os
nimeros. E que, existindo igualmente cortes produzidos por nimeros racionais, nao
teria sentido, nesse caso, afirmar que um racional seria idéntico ao corte que produz.
Da mesma forma, nao poderemos agora dizer que um ntmero irracional é um corte.
Dedekind estabeleceu uma correspondéncia entre cortes e numeros irracionais. Com
ela nao pretendeu identificar estas duas entidades, mas antes assegurar que ambas

verificavam as mesmas propriedades. E repare-se que ja havia feito algo semelhante

2Em (Dedekind, 1963), pag. 15.
30Carta de 24 de Janeiro de 1888 — citado em (Ewald, 1996), pag. 835.
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a0 comparar os niimeros racionais com os pontos de uma linha recta®. Em todo o
caso, as palavras que Dedekind dirige a Weber justificam o facto de nao sabermos a
entidade com a qual identificar, de facto, um nimero irracional.

Devemos notar ainda que a segunda parte da definicao que citdmos anteriormente
parece entrar em contradicao com a primeira parte. Ora, o niimero « considerou-se
completamente definido pelo corte mas, curiosamente, Dedekind afirma de seguida que
o corte é originado pelo nimero a.. Ao dizer que o irracional « origina o corte, cometeu
uma imprecisao: a suposicao a priori de que o nimero « existe. E esta é também a
perspectiva de Pierre Dugac®2. Para explicar a sua critica, Dugac compara os cortes
originados por niimeros racionais aqueles originados por irracionais. Relativamente aos
primeiros, Dedekind afirma no inicio da seccao IV Criagcao dos nimeros irracionais

733 QOra, esta afirmaciao nao

que “(...) todo o ntmero racional a produz um corte (...)
levanta qualquer objeccao ja que, por um lado o racional existe antes de se criar o
corte, e, além disso, 0 modo como sao formados os cortes, a partir de elementos de Q,
justifica plenamente o uso da palavra criar. Mas o mesmo nao se podera dizer quando
o corte é originado por um nimero irracional. E que, no entender de Dugac, com o
qual concordamos, na expressao “o numero irracional o cria o corte”, a palavra criar
pressupoe uma certa existéncia a priori de o, quando na realidade é o niimero « que
é criado pelo corte.

Em todo o caso, veremos nas secgoes seguintes que a correspondéncia entre cortes

e nimeros (compreendendo agora os racionais e os irracionais) ficara perfeitamente

caracterizada sem esta expressao pouco “feliz’ e desnecesséaria de Dedekind.

31Veja-se seccdo 1.2 Comparacio dos nimeros reais com os pontos de uma linha recta.
32Veja-se (Dugac, 1976), pag. 43.
33Em (Dedekind, 1963), pag. 13.
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1.5 R dominio ordenado

Sendo os nimeros reais definidos a custa de cortes, basta estudar as possiveis
relacoes entre dois quaisquer cortes para que se conclua que no conjunto dos niimeros
reais estd definida uma relacao de ordem. Este estudo é feito por Dedekind na seccao

IV Criacao dos niimeros irracionais da sua obra.

1.5.1 Relacao entre dois cortes

Tendo em conta o0 modo como sao “criados” os niimeros irracionais, é estabelecida

a seguinte definicao de desigualdade entre dois quaisquer ntimeros.

Defini¢ao 1.5.1 Dois nimeros (racionais ou irracionais) dizem-se diferentes ou de-

siguais quando e apenas quando corresponderem a cortes essencialmente diferentes.

Uma vez que para definir completamente um corte basta precisar uma das suas
classes, o estudo das possiveis relagoes entre dois cortes necessita apenas da analise da
relacao entre, por exemplo, as respectivas primeiras classes.

Assim, dois quaisquer cortes (A1, Ay) e (By, By) originados, respectivamente, pe-
los nimeros « e (3 (racionais ou irracionais) serao classificados por Dedekind como
perfeitamente idénticos, essencialmente iguais ou essencialmente diferentes. Refira-
-se que a terminologia de cortes essencialmente iguais foi a adoptada por Dugac®!, e
que usamos nesta exposigao, para traduzir a designacao de cortes nao essencialmente
diferentes utilizada por Dedekind®® A exposicao que se segue completa a descri¢ao
textual feita por Dedekind com o uso de uma notacao simboélica actual relativa a
teoria de conjuntos.

e Se todo o nimero de A; esta contido em B; e todo o nimero de B, esta também
contido em A;, ou simbolicamente se A; = By, pela propria definicao das classes de
um corte, as duas classes Ay e By sao necessariamente idénticas, ou seja, As = Bs.
Os cortes (A, Ay) e (By, By) sao entdo perfeitamente idénticos, relacio esta que

Dedekind denota simbolicamente por a = (§ ou 3 = a.

31Veja-se (Dugac, 1976), pag. 44.
35Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 17.
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e Se as classes A; e By nao sao idénticas, isto é se A; # By, existe pelo menos um
elemento num dos conjuntos que nao pertence ao outro.

Suponhamos inicialmente que seja A; a possuir pelo menos um elemento a} que
nao é elemento de B;. Entao a} pertence a By (a] = b)), dai que, pela defini¢ao de
corte, todo o elemento de B; seja inferior a qualquer elemento de Bs, e, em particular,
a b, = a]. Assim sendo, todos os numeros de B; pertencem a A;, relacdo esta que
denotamos simbolicamente por B; ; A

Conforme o elemento a} seja tinico ou nao, Dedekind obtém cortes que designa,
respectivamente, por essencialmente iguais e essencialmente diferentes. Vejamos de
seguida estes dois casos.

e Se B ; Ay e a) é unico, Dedekind mostra que os dois cortes sao originados pelo
mesmo numero.

Uma vez que a} é o tnico elemento de A; que pertence a By, todo o elemento a; de
A que seja diferente de a) (isto ¢, todo o a; € A;\{a}}) pertence a By, logo a; < a].
Portanto, a} é o maior dos numeros de A;, o que significa que A; possui elemento
maximo. Mas entao, pela propriedade de cortes produzidos por racionais, pagina 26,
podemos concluir que, neste caso, o corte (A, Ag) é originado por o = a} = b},.

Podemos afirmar também que, sendo a) = b, todo o elemento by diferente de b
(isto &, todo o by € By\{b,}) verifica a rela¢ao®® by > bl,. Portanto b, é o elemento
minimo de By, concluindo-se, a semelhanga do caso anterior, que o corte (B, Bs) é
originado por =0, = a} = .

Assim os dois cortes sao originados pelo mesmo nimero o« = (3, designando-se
neste caso por cortes essencialmente iguais, ou, como ja foi referido, por cortes nao
essencialmente diferentes segundo a terminologia original de Dedekind.

Dois cortes essencialmente iguais sao entao cortes que, apesar de diferentes, sao
originados pelo mesmo ntmero. Repare-se que Dedekind ja havia introduzido esta

terminologia para o caso em que os cortes fossem originados por ntimeros racionais®’.

360 caso contrario ndo pode verificar-se. Com efeito, se by < by, = a}, by seria um elemento de A;.
Pelo facto de a) ser o unico elemento de A; que nao pertence a By, by pertenceria a By, o que é um

absurdo.
3TVeja-se (Dedekind, 1963), pag. 13.
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e No caso em que B ; Aq, existindo em A; pelo menos dois elementos que
nao pertencem a B;, Dedekind prova que existe uma infinidade de ntimeros nestas
condigoes.

Consideremos dois desses elementos, a} e a, que, obviamente, sdo niimeros racionais.
Ora, pela alinea (II) das propriedades 1.2.1 dos ntimeros racionais, isto é pela pro-
priedade de densidade do conjunto dos racionais, pagina 20, existe uma infinidade de
racionais entre a} e af. Pela alinea (III) das mesmas propriedades, qualquer que seja
o racional z entre a} e af, podemos concluir, por um lado, que = é um elemento de
A, caso contrario x pertenceria a Ay e a condigdo x < af conduziria a um absurdo.
Mas, por outro lado,  nao poderéd ser um elemento de By, uma vez que, sendo a) e
a elementos de By (a) = by, a] = bY)), se tem b, < x < bjj; ora, se x pertencesse a By,
a relacao b, < = conduziria a um absurdo.

Assim sendo, conclui-se que existe uma infinidade de niimeros = que sao elementos
de A; mas ndo de B (isto é, pertencentes a A;\Bj), pelo que a e (3 sdo numeros
diferentes. Dois cortes que se relacionem desta forma sao designados por Dedekind
como essenctalmente diferentes, relacao esta que, neste caso particular, denota por
a > [ ou [ < a. Dedekind nao justifica porque é o > (3 e nao o < (3. Repare-se que,
existindo uma infinidade de racionais entre a) e af que pertencem a A; mas nao a By,
a relacao o < (3 nao poderia, de facto, verificar-se. Com efeito, nesse caso teriamos
uma infinidade de racionais entre o e (3 que, por serem superiores a « e portanto
nao pertencerem a A;, nao pertenceriam a B; e que, por serem inferiores a 3, nao
pertenceriam a Bs, o que contraria o facto de (B, Bs) ser um corte.

e Se considerarmos agora que temos A; ; By, iremos obter mais dois casos que
esgotarao as possiveis relagoes entre as classes A; e Bj.

Se existir apenas um elemento b, em B; que nao pertence a Aj;, os cortes
dir-se-ao do mesmo modo essencialmente tiguais, sendo originados pelo mesmo
ntmero racional o = .

E, finalmente, caso b} nao seja tnico, a semelhanc¢a do caso ja tratado, teremos

dois cortes essencialmente diferentes, com o < 3 ou 3 > «.
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A correspondéncia que Dedekind estabeleceu entre cortes e ntimeros reais nao é
uma correspondéncia biunivoca. E, uma vez que o estudo da relagao entre cortes tem
por objectivo definir, através dessa comparacao, uma relacao entre nimeros, devemos
sintetizar o que foi exposto por Dedekind. Dois niimeros dir-se-ao diferentes quando
e apenas quando corresponderem a cortes essencialmente diferentes; o mesmo niimero
real corresponde a dois cortes desde que estes sejam essencialmente iguais; mas, no
entanto, cortes essencialmente iguais sao diferentes.

Considerando todas as possiveis relagoes entre dois cortes, Dedekind conclui que,
dados dois niimeros diferentes, um é necessariamente o maior, o outro o menor, nao
sendo possivel uma terceira hipotese. Em todo o caso, reconhece que estas duas
possibilidades estavam de facto contempladas no uso do comparativo (maior, menor)
para designar a relagao entre dois reais a e . Dedekind nao considera ter cometido
um erro de extrema gravidade ao assumir a prior: tais terminologias para a relagao

entre dois quaisquer reais:

“Em tais investiga¢des precisamos de tomar o maior cuidado para que, mesmo
com as melhores intencoes de ser honesto, ndo sejamos conduzidos, através de
uma escolha errada de expressoes emprestadas de outras nocoes ja desenvolvidas,

a0 uso de inadmissiveis transferéncias de um dominio para o outro.”3®

38Em (Dedekind, 1963), pag. 18.
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1.5.2 Relacao de ordem no conjunto dos niimeros reais

Estando os ntmeros reais definidos através de cortes, podemos entao expressar
do seguinte modo a relacdo de ordem entre dois quaisquer reais a e [, aos quais
correspondem os cortes (Ay, Ay) e (By, B):

a = (3, se os cortes associados a estes niimeros forem perfeitamente idénticos ou
essencialmente iguais;

a > 3, se os cortes forem essencialmente diferentes, tendo-se By ; Ay

a < [3, se os cortes forem essencialmente diferentes, com A, ; B;.

Antes mesmo de abordar as propriedades relativas & relacao de ordem no con-
junto dos ntimeros reais, Dedekind analisa®* com um pouco mais de pormenor o caso
em que o > (3. O estudo deste caso contém a prova de que entre dois quaisquer
nameros (racionais ou irracionais) existe sempre uma infinidade de racionais. Este
resultado, que consideramos na proposicao que se segue, serd fundamental na prova

da continuidade do conjunto dos niimeros reais.

Proposigao 1.5.1 “Se a > f3, isto ¢, se existem infinitos nimeros em A; que nio pertencem
a Bj, entao existem infinitos destes nimeros que sdo ao mesmo tempo diferentes de « e de
0B; todo o racional ¢ nestas condices é < «, porque esta contido em A; e ao mesmo tempo é

> 3 por estar contido em By.”*°

Para mostrar que o conjunto dos reais ¢ um dominio ordenado, resta verificar que
neste conjunto também sdo validas as propriedades (I) e (II) dos racionais, pagina
20, sendo de igual modo possivel fazer corresponder a todo o niimero real, aquilo que
designariamos por uma particao de R. Tais propriedades sao abordadas na seccao
V Continuidade do dominio dos nimeros reais da obra de Dedekind, mas as suas
demonstracoes sao omitidas, por decorrerem de imediato das defini¢oes relacionadas

com cortes dadas anteriormente.

39Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 18.
40Em (Dedekind, 1963), pag. 18.
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Propriedades 1.5.1 (Reais) Sendo «, § e v nimeros reais quaisquer,

(I) Se « > B e 3>~ entdo o > . Diremos que “( esta entre a e 7.

(IT) Se « e «y forem diferentes, entdo existem infinitos ntimeros reais distintos 3 entre
ae .

(IIT) Se v € um nuimero arbitrario, entao todos os nimeros do conjunto R pertencem
a duas classes, U; e Uy, contendo cada uma infinitos elementos. A primeira classe U,
contém todos os niimeros «; menores do que «; a segunda Us todos os nimeros o
maiores do que «; e o nimero « pode pertencer & primeira ou a segunda classe, sendo,
respectivamente, o maior elemento da primeira ou o menor elemento da segunda classe.
Em qualquer um dos casos, a separacao do conjunto R nas duas classes U; e U é tal
que todo o nimero da primeira classe ; é menor do que todo o nimero da segunda

classe Uy. Diremos entao que esta separacao é originada pelo ntimero a.
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1.6 R dominio continuo

A caracteristica que distingue o conjunto dos reais dos outros conjuntos de niimeros
é apresentada como um teorema, conferindo a este dominio a mesma continuidade
atribuida a linha recta. E exactamente este resultado que falta enunciar para se

concluir que o dominio dos reais é o conjunto que se procurava.

Teorema da continuidade do conjunto dos ntimeros reais “Se o conjunto R de
todos os niimeros reais se dividir em duas classes Uy e Us de tal modo que todo o ntmero oy
da classe U é menor do que todo o nimero as da classe Us, entao existe um e um s6 niimero

« através do qual esta divisdo é produzida.’*!

A demonstracao deste teorema é feita definindo os cortes em R de um modo
semelhante aos cortes no conjunto dos racionais R, e mostrando que a cada corte
de reais corresponde um e um s6 nimero real. No entanto, Dedekind nao definiu o
que entendia por cortes no conjunto dos niimeros reais, muito embora este conceito
esteja implicito na alinea (III) das propriedades 1.5.1 dos nimeros reais, pagina 40.
Devemos entao assumir, tal como fez Dedekind, que tal definicao é uma extensao da

definicao 1.4.1, pagina 25, de corte no conjunto dos niimeros racionais.

Demonstrag¢do: A partir do corte (U,Us) no conjunto dos numeros reais, Dedekind
define o corte (A;, A2) no conjunto dos racionais. Para tal, considera como elementos
de A; e A,, respectivamente, os ntimeros racionais de U; e Us. Simbolicamente, temos

entao:
Ay = {u; €U : uy éracional} e Ay = {ug € Us : uy é racional}.

Sendo a 0 nimero que origina o corte (Ay, As) e # um nimero arbitrario diferente de
«, existe uma infinidade de racionais c entre o e 3. Apesar de Dedekind nao justificar
esta afirmacao, repare-se que ela decorre de imediato da proposicao 1.5.1, pagina 39.

Ora, caso (§ < «, ainda pela mesma proposicao 1.5.1, tem-se ¢ < a, dai que ¢ pertenca

“1'Em (Dedekind, 1963), pag. 20.
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a Aj, e portanto também a classe ;. Como [ < ¢, conclui-se que 3 é um elemento de
U.

Se, por outro lado, 3 > «, entao ¢ > «, pelo que ¢ é um elemento de A,, e também
de Us. Como (> ¢, B é igualmente um elemento de Us.

Portanto, qualquer nimero (3 diferente de o é um elemento de U, ou Us, conforme
se tenha 3 < o ou 3 > a. Logo, pela alinea (IIT) das propriedades 1.5.1 dos niimeros
reais, pagina 40, conclui-se que a é o maior elemento de U; ou o menor elemento de
Us. Logo a define no conjunto dos niimeros reais o corte (U, Us).

Dedekind refere-se ainda & unicidade deste niimero « que origina o corte (U, Us),
mas nao apresenta qualquer justificacdio. Em todo o caso, a sua prova é imediata.
Supondo que existisse um real o diferente de o que originava também o corte (Uy,Us)
(com o > «, sem perda de generalidade), existiriam, pela alinea (II) das propriedades
1.5.1, infinitos nimeros reais r entre a e . Da alinea (IIT) das mesmas propriedades,
e como « < r, r seria um elemento de Uy, e, uma vez que r < o/, r seria também um

elemento de U, o que é um absurdo. Portanto « é o inico niimero que define o corte

(U, Us).
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1.7 Operacoes em R

“Para reduzir qualquer operacao entre dois niimeros reais «, (3 a operacoes
com numeros racionais, é apenas necessario definir, a partir dos cortes (Ay, As),

(B1, B2) produzidos pelos niimeros « e 3 no conjunto R [dos numeros racionais|,

o corte (C1,Cy) ao qual deve corresponder o resultado da operacao, .42

Foi entao através deste resultado, e portanto recorrendo apenas a relagoes entre
classes de cortes, que Dedekind pode definir as diferentes operacoes aritméticas no
conjunto dos niimeros reais, bem como provar as propriedades destas operacoes.

Devemos mesmo notar, tal como afirma Dugac®®, que é notdvel que nesta época
Dedekind tenha formulado um resultado que, apesar de se referir somente a cortes,
terd algo que se possa entender como um primeiro passo na definicao de uma lei de
€cOMposi¢ao.

Na seccao VI Operagoes com nimeros reais da sua obra, Dedekind apenas mostra
como adicionar dois reais, considerando pois a operacao aritmética mais simples. Mas
afirma, na mesma seccao, que de uma forma semelhante, se podem definir as operacoes
elementares de subtraccao, multiplicacao e divisao, e até mesmo a potenciacao de um

numero, extraccao de raizes ou a operacao logaritmo.

1.7.1 Adicao

Indo de encontro ao que afirma no resultado citado anteriormente, Dedekind mostra,
na seccao VI da sua obra, como formar o corte que serd produzido pela soma « + (3,
para reais « e 3 quaisquer. Aborda inicialmente o caso em que « e 3 sao racionais,
limitando-se simplesmente a generalizar as suas conclusoes quando algum destes niimeros
é irracional, ou no caso em que ambos o sejam.

Sejam pois «a e [ dois reais que originam, respectivamente, os cortes (A, As) e
(By, Bs) no conjunto dos racionais. O corte (Cy,Cy) ao qual ird corresponder a soma

a+ ( é formado do seguinte modo: um racional ¢ serd um elemento de (' se existirem

“2Em (Dedekind, 1963), pag. 21.
43Veja-se (Dugac, 1976), pag. 45.
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numeros a; de A; e by de B tais que ¢ < a; + b;. Caso contrario, ¢ pertencera a Cs.

Vejamos agora a prova de que, de facto, o corte (C7,Cs) é originado pela soma
entre os reais « e (3.

e Se a e (§ forem racionais, todo o namero c¢; de C verifica ¢; < a4+ 3, ja que se
tem a; < a e by < 3, para quaisquer a; e b;. Além disso, todo o nimero ¢y de Cy é
tal que co > a4+ (3. Com efeito, se fosse ¢y < a + (3, existiria um racional positivo p
tal que a + § = ¢ + p, donde se teria ¢; = (a — 3p) + (8 — 3p); ora, como (o — 3p)
é um elemento de A; e (8 — %p) um elemento de By, ¢y pertenceria a Cy, o que é um
absurdo.

Portanto, neste caso, ou a classe (7 possui um elemento maximo, ou Cy possui
um elemento minimo. Pela propriedade de cortes produzidos por racionais, pagina 26,
concluimos entao que o corte (Cy, Cy) é originado pela soma a + £.

e Caso algum dos niimeros « e 3 nao seja racional, ou caso ambos nao o sejam,

Dedekind limita-se a fazer a seguinte observacao:

“(...) nao violamos a defini¢ao [da operacao adicao] que é vélida na aritmética
dos racionais se em todos os casos entendermos por soma «a+ 3 de dois quaisquer
nameros reais «, [3, o nimero vy que origina o corte (Cq,C%). Mais ainda, caso
apenas um dos niameros «, 3 seja racional, por exemplo «, é facil verificar que
¢ indiferente para a soma « + (3 se o numero « é colocado na classe A; ou na

classe Ay 74

Fazendo uso de uma notacao simbolica actual, vejamos o que sucede em cada um
destes casos.

e Se apenas « for racional, é evidente que:
Vel <a+ 0,

porque V a; € A1,by € By, a1 < ae by <f.
Para provar que V ¢ € Cy,ca > « + 3, suponhamos, por absurdo, que?

Je € Cy 1 o < a+ (. Ora, pela proposicao 1.5.1, pagina 39, existem infinitos

4“Em (Dedekind, 1963), pag. 22.
45Repare-se que a igualdade ¢ = a + 3 ndo pode verificar-se ja que cy e a sdo racionais e 3 é

irracional.
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racionais entre ¢y e a + . Além disso, pelo facto de ¢y € Cs, tem-se V a; € Ay,
b1 € By ¢co > a; + b;. Portanto, é sempre possivel encontrar racionais positivos p e ¢

de tal modo que:
a1+b1<02<a1+p+bl+q<a+ﬁ, ValeAl, b, € B;.

Mas a ultima destas desigualdades conduz a um absurdo, pelo facto de a; +p ¢ A; e
b1 + q ¢ B;. Portanto, ¢, é um elemento de Cs.

Assim, pelo teorema de continuidade do conjunto dos nimeros reais, pagina 41,
existe um e um s6 nimero (que ndo é racional) que produz o corte (Cy,Cy) e que,
portanto, pela definicdo 1.4.2, pagina 31, define o nimero irracional a + 8. E pois
indiferente, neste caso, a classe a qual pertence o ntimero «, ja que em qualquer dos
casos, o corte é originado por a + f3.

e Se o e  forem ambos irracionais, é também evidente que V ¢; € Ci,¢1 < a+ f3.
A prova de que V ¢ € Cy,co > o+ (3 é idéntica a do caso anterior.

Portanto, também neste caso o corte (Cy,Cy) é originado pelo niimero o + (.
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1.7.2 QOutras operacoes

E de notar que as outras operacoes aritméticas de subtraccio, multiplicacdo e
divisao necessitam de algumas consideracoes para que sejam definidas através de
cortes. Por exemplo, no caso da multiplicacao de dois reais «, (3, que originam os cortes
(A1, Ay) e (B, Bs), a primeira classe do corte (Cy, Cy) ao qual corresponde o produto
a.f nao poderia simplesmente considerar-se formada por todos os produtos a;.b, com
a1 € Ay e by € By. Isto porque, caso A; e By contivessem nimeros negativos muito
pequenos, tal classe nao cumpriria a definicao de corte, ja que C; conteria niimeros
positivos muito grandes.

Relativamente a operacao de subtraccgao, é sabido que na primeira versao desta sua
obra Continuidade e Nimeros Irracionais, Dedekind ja havia comegado a desenvolver
alguns detalhes®. Ai o matematico refere quais as classes do corte (Cy,Cy) que sera
originado pelo nimero o — 3, o qual designa por diferen¢a de o e 3. Sendo a e (3
os nameros correspondentes aos cortes de racionais (A, A3) e (By, By), um racional
z € dito ser um elemento de C; se existirem elementos a; de A; e by de B, tais que
z < a; — by; sendo todos os outros racionais elementos da classe C5. Apesar de nao
ser provado que, de facto, o nimero a — [ origina o corte (C7, Cy), repare-se que esta
demonstracao é em tudo semelhante aquela referente & operacao de adicao, abordada
na secc¢ao anterior.

E evidente que as dificuldades inerentes & definicio das operacoes aritméticas dos
nimeros reais decorrem do facto de estes serem definidos através de cortes, podendo
ser sempre contornadas definindo a classe C'; de uma forma adequada. Em todo o

caso, tal como afirma Fraenkel

“Apesar destas dificuldades serem ultrapassadas utilizando um ou outro método,
é importante compreender a razao porque surgiram: por definir um irracional ou

ntmero real através da totalidade de todos os racionais.”*7

Ainda segundo o mesmo autor, se por um lado a teoria de Dedekind acerca dos

numeros reais se distingue de outras suas contemporaneas pelo seu “cardcter nao

46Veja-se (Dedekind, 1858), pAg. 14 — citado em (Dugac, 1976), apéndice XXXII, pag. 208.
4"Em (Fraenkel, 1964), pag. 32, 34.
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técnico”, definindo os reais como um agregado de niimeros racionais, por outro lado a
abstraccao do seu método conduziu a que as operacoes com cortes nao se revelassem
muito tteis em calculo. Da mesma opiniao era Georg Cantor que, tal como refere
Dugac®, considerava que os niimeros nao se apresentavam na andlise sob a forma de
“cortes”, sendo apenas com extrema habilidade e dificuldade que poderiam ser escritos
nessa forma. Relativamente a este aspecto, devemos reconhecer existir, sem duvida,
um carécter algo artificial na teoria dos ntimeros irracionais de Dedekind.

Através das suas definicoes para as operagoes aritméticas, Dedekind afirma poder
provar teoremas como v/2 X v3 = v/6 que, segundo ele, nunca haviam sido devida-
mente provados. Quem nao concordou com o facto de nao existir semelhante prova
foi Lipschitz que, numa troca de correspondéncia com Dedekind, afirmou poderem
encontrar-se nos Elementos de Euclides todos os principios necessarios e suficientes
a demonstracao desta e de outras proposicoes®®. Em resposta a Lipschitz, Dedekind
afirma ter consultado intiimeros livros e nao ter encontrado nenhum raciocinio convin-

cente, a nao ser afirmacoes do tipo:

“(...) vavb = vab, uma vez que (v/a)?(vb)?* = (vVab)? = ab (...)"°

Ora, de facto, ja havia sido provado que (mn)* = m?n?, mas sendo m e n ntimeros

racionais. Uma vez que este tipo de prova considerava como valida tal igualdade para
m e n irracionais, sem sequer existir qualquer referéncia anterior ao produto de dois
niumeros irracionais, Dedekind mostra-se convicto de que, de facto, a sua é a primeira
demonstracao correcta de tal resultado’.

Dugac refere que Weierstrass ja tinha feito tais demonstragoes nos seus cursos de

Berlim®2.

Em todo o caso, é compreensivel que Dedekind nao tivesse conhecimento
delas, ja que, apesar de iniciada no ano de 1863, a primeira exposicao impressa da
teoria weierstrassiana dos ntimeros reais foi publicada apenas no ano de 1872, no livro

Os Elementos da Aritmética de Kossak.

48Veja-se (Dugac, 1976), pag. 45.

49Veja-se carta de 08 de Junho de 1876 — citado em (Sinaceur, 1979), pag. 117.

50Carta de 10 de Junho de 1876 — citado em (Sinaceur, 1979), pag. 119.

5'Para uma analise mais aprofundada acerca deste assunto, pode consultar-se (Corry, 1994).
52Veja-se (Dugac, 1976), pags. 45-46.
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1.7.3 Propriedades das operacoes aritméticas em R

Tal como ja foi referido, por volta do ano de 1872, nao era ainda utilizada uma
simbologia relativa a teoria de conjuntos. Pudemos aperceber-nos das secgoes anteri-
ores de que, pelo facto dos niimeros reais serem definidos & custa de cortes, e por nao
existir uma tal linguagem simbolica, as operacoes entre reais assumiam um aspecto um
pouco confuso. Assim, e uma vez que a teoria dos nimeros irracionais de Dedekind
¢ elaborada a custa de nogoes de conjuntos, o matematico vé-se na obrigacao de
introduzir os seus proprios conceitos, por forma a facilitar a linguagem ai empregue’.

Ora, como as operagoes entre ntimeros reais sao definidas a custa das mesmas
operacoes entre racionais, é compreensivel que tais conceitos apenas se refiram a
ntmeros racionais. Curiosamente, Dedekind designa por intervalo todo o conjunto de
racionais que possui a propriedade de conter todos os racionais entre dois quaisquer dos
seus elementos. Caso existam ntimeros maiores e nimeros menores do que qualquer
elemento de um intervalo A, ele diz-se um intervalo finito, ficando desta forma o
conjunto R dos racionais dividido em trés partes A, A, A5, sendo A; a primeira
classe de um determinado corte e A, a segunda classe de outro corte. Os nimeros
determinados por estes cortes (racionais ou irracionais) sdo entdo ditos os limites
inferior e superior do intervalo A, sendo ainda introduzidos os conceitos de relacao de
inclusao e de por¢ao de um intervalo. Sem duvida que estes conceitos facilitariam as
defini¢oes das operacoes aritméticas através de cortes, mas tal como afirma Dedekind,
seriam ainda necessarias consideragoes mais detalhadas assim que tentédssemos adaptar
aos reais os intmeros teoremas relativos aos numeros racionais, referindo ser o caso,
por exemplo, da propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a adicao.

Em todo o caso, segundo Dedekind,

“(...) tudo se reduz a mostrar que as operagoes aritméticas possuem uma

certa continuidade (...)”%*

53Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 22.
5Em (Dedekind, 1963), pag. 23.
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Tal como afirma Pierre Dugac

“Temos aqui entdao um embrido da futura teoria das algebras topologicas e das

teorias que utilizardo simultaneamente as estruturas da algebra e da anélise.”5

Esta continuidade, expressa-a no teorema que se segue.

Teorema 1.7.1 “Se o numero A é o resultado de uma operacdo entre os numeros

a, 3,7, ... e X pertence ao intervalo L, entdo podemos considerar intervalos A, B, C, ..., aos
quais pertencam «, 3,7, ... de modo que, substituindo os nameros «, 3,7, ... por numeros
arbitrarios de A, B, C, ..., o resultado da operacao aplicada a estes novos nimeros é sempre

um numero do intervalo L.”%6

Perante a tamanha generalidade deste resultado, Dedekind reconhece ser necessario
introduzir novos conceitos por forma a simplificar o seu enunciado. E entao sobre as
nocoes de grandeza varidvel, funcao e valores limite que afirma deverem definir-se até

as mais simples operagoes aritméticas, assunto que, no entanto, nao aborda nesta obra.

5Em (Dugac, 1976), pag. 46.
56Em (Dedekind, 1963), pag. 23.
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1.8 Analise Infinitesimal

A qltima secgao de Continuidade e Numeros Irracionais, intitulada Andlise In-
finitesimal, indica claramente que Dedekind utiliza a sua teoria dos nimeros irracionais
para construir os fundamentos da andlise, tal como se tinha proposto no prefacio da
sua obra.

Seré a nocao de limite, definida no inicio dessa seccao, que se revelara fundamental
na demonstracao de alguns dos mais importantes resultados basilares da anélise. Com
estas provas, Dedekind pretende pois dar exemplos da ligacao entre o seu teorema da
continuidade dos niimeros reais, pagina 41, e a Analise Infinitesimal, enfatizando desta
forma a ideia por si defendida de que a propriedade da continuidade fundamenta a
base de todos os dominios continuos.

Em termos de linguagem de formulacao, podemos situar a sua definicao de limite
entre a de Cauchy®’, que, & primeira vista, parece identificar-se mais com as definicoes
imprecisas do século XVIII, e a de Weierstrass®®, enunciada como actualmente a custa

de e€’s e §’s.

Definicao 1.8.1 “Dizemos que uma grandeza variavel z que toma sucessivos valores numéri-
cos se aproxima de um valor limite fixo o quando, no decurso do processo, x estiver finalmente
compreendido entre dois nimeros entre os quais o proprio « também esté, ou, de uma forma
equivalente, quando a diferenca x — o, tomada em termos absolutos, se tornar finalmente

mais pequena do que qualquer valor diferente de zero.”””

Utilizando este conceito e a sua teoria dos nimeros irracionais, Dedekind demons-
tra o teorema que se segue, o qual havia considerado no inicio da sua obra como

constituindo uma base suficientemente rigorosa para a analise infinitesimal.

Teorema 1.8.1 “Se uma grandeza x cresce continuamente [no sentido estrito] mas nao para

além de todos os limites entdo aproxima-se do seu valor limite.”%°

5TVeja-se (Cauchy, 1821), pag. 19.

58Veja-se (Schwarz, 1861), pag. 2 — citado em (Dugac, 1973), pag. 119.
59Em (Dedekind, 1963), pag. 24.

S9Em (Dedekind, 1963), pag. 24.
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Tal como ja foi referido, Dedekind nao utiliza nesta obra qualquer notacao simbdlica
a nao ser a que se refere a relagoes de ordem entre niimeros. Mas na apresentacao da
demonstracao deste teorema justifica-se que introduzamos alguma simbologia actual,

por forma a que melhor se entendam os argumentos ai utilizados.

Demonstragcao: Por hipotese, existe um, e portanto uma infinidade de nimeros «s
tais que, para todos os valores da grandeza z, se tem z < a,. E entdo designado por
U, o conjunto de todos estes niimeros as, que, simbolicamente, podemos escrever na
forma:

Us = {ay € R : para todos os valores da grandeza x,r < as}.

U, é o conjunto de todos os outros niimeros reais, ou seja,
Uy = {a; € R: para algum valor da grandeza x,x > a1 }.

Ora, qualquer nimero de U, é inferior a qualquer ntimero de Us. Logo, pelo teorema
da continuidade do conjunto dos nimeros reais, pagina 41, existe apenas um real «
que produz esta separagao em R. Pela alinea (IIT) das propriedades 1.5.1 dos reais,
pagina 40, o serd o maior elemento de U/, ou o menor elemento de Us. Mas, como a
grandeza x nunca para de crescer, o nao poderd ser o maior elemento de U, pelo que
¢ o menor elemento de Us.

Para concluir, Dedekind limita-se a afirmar que qualquer que seja «;, acabaremos
finalmente por ter a; < x < a, 0 que significa que x se aproxima do seu valor limite.
Mas, utilizemos uma notacao simbodlica para compreender como concluir isto. Pela
propria definicao do conjunto U, temos V oy € Uy 4 xg : a7 < x9. Como a €
U,, podemos ainda dizer que a3 < xyp < a. Mas é o facto da grandeza x crescer

estritamente que permite concluir o pretendido. Tem-se que:
Vo, el dag:Va, x>x0=> 01 <z<a,

o que significa, por defini¢ao (e pelo facto de o € Us), que a grandeza x se aproxima

do seu valor limite «, conforme pretendiamos.
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No final desta demonstracao, Dedekind afirma que este teorema é equivalente ao
teorema da continuidade dos nimeros reais. Segue-se ainda um outro resultado da
anélise infinitesimal, igualmente equivalente ao teorema da continuidade dos nimeros

reais, mas que considera ser mais frequentemente utilizado.

Teorema 1.8.2 “Se na variacio de uma grandeza z pudermos, para toda a grandeza
positiva § dada, fazer corresponder uma posicao a partir da qual z varia a menos de ¢,

entdo z aproxima-se de um valor limite.”%!

Demonstragao: Por hipotese, dada uma grandeza positiva ¢ arbitraria, existe uma
ordem a partir da qual a grandeza x varia a menos de §, o que significa que se nessa
altura x tomar o valor a entao, a partir desse momento, tem-se continuamente x > a—9
e x < a+d (o que significa nada mais do que |x — a| < §). Desta forma, provou-se
que estes valores da variavel x se situam entre dois determinados valores finitos, facto
este que Dedekind utiliza para efectuar uma dupla separacao no conjunto dos niimeros
reais.

A classe U,, Dedekind faz “(...) corresponder um numero s (por exemplo a+4) quando

2762

no decorrer do processo x se torna finalmente < as (...) Numa notacao simboélica,

denota-la-iamos por:
Us = {ay € R : existe uma ordem a partir da qual x < as},

ou ainda por:

Uy ={ax eR:Tazg:Vz (x>0 =2 <)}

A correspondente classe U é formada por todos os outros niimeros reais. Representamo-
-la por:

Uy={as eR:VayTdz: (x>z90 Nx>0)}.

Como esta divisdo de R define um corte, (U,Us), podemos concluir, pelo teorema
da continuidade dos numeros reais, pagina 41, existir um e apenas um nimero « que 0o

origina. Atendendo ao modo de construcao destas classes U e U, é compreensivel que

5'Em (Dedekind, 1963), pag. 25.
52Em (Dedekind, 1963), pag. 26.
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Dedekind designe o namero v como sendo o limite superior da variavel x (observando
que se mantém sempre finito).

Tendo em conta o comportamento da variavel z, que, a partir de certa ordem, situa
os seus valores entre os reais a — d e a + ¢, é formado um segundo corte (By,Bs), no
conjunto R. Um ntimero (3; (por exemplo, a — §) pertencera a classe B; quando, no
decorrer do processo, = se tornar finalmente > ;. A semelhanca do corte (U, Us),

denotamos simbolicamente a classe By por:
By ={/ € R: existe uma ordem a partir da qual x > 3 },
ou por:
B ={eR:Fzg:Va (x>z90 =x>0)}%
A classe By contém todos os outros reais. Representamo-la por:
By={fheR:VayIz: (x>z90 Nx<[)}.

Uma vez que esta separagao origina também um corte no conjunto dos niimeros reais,
existe igualmente um tnico nimero # que o produz, o qual Dedekind designa por
limite inferior da variavel x.

Seré o estudo da relagao entre estes nimeros « e 3 que ird permitir concluir que a
grandeza x se aproxima do seu valor limite. Ora, tal como afirma Dedekind, os dois

nimeros « e (3 sao obviamente caracterizados pela seguinte propriedade:

“(...) se ¢ & uma grandeza positiva arbitrariamente pequena entdo temos

sempre finalmente x < o+ ¢ e x > § — £, mas nunca finalmente z < o — ¢ e

nunca finalmente x > 3 4 £.764

0 que, numa notacao simbolica, significa que

Ve>0dazy: Vo 2>20 = f—c<zrx<a+te,

53Em (Dedekind, 1963) sdao cometidos alguns erros na defini¢io da classe Bj, sendo trocado, por

exemplo, 0 por (B2 ou por 5. Em todo o caso, tais falhas facilmente se identificam.
64Em (Dedekind, 1963), pag. 27.
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Ve>0Vaxydoe: >0 N z2>a—¢

Ve>0Vaxyda: z>x90 N 2 <[ +e.

Supondo que « e 3 fossem distintos, a relacao o < [ nao poderia verificar-se ja
que, como afirma Dedekind®, se tem continuamente oy > f3;.

Para justificar que também nao é possivel o caso a > (3, Dedekind afirma

“(...) a variavel x oscila, e, por mais que avance o processo, suporta sempre

variagoes cuja quantidade ultrapasse o valor (a— ) —2¢, onde € é uma grandeza

positiva arbitrariamente pequena.”66

Tentemos compreender as palavras do matematico, tendo em conta a propriedade que
caracteriza os nimeros « e 3. Ora, ji vimos que, dada uma quantidade ¢ positiva
arbitraria, hé infinitos valores de z tais que x < (3 4 £ e também ha infinitos valores
de z tais que * > o — ¢. Portanto, por grande que seja a ordem, é sempre possivel
encontrar valores de x superiores aquela tais que © < f+cex > a —e. Sejam 2’ e
2" dois desses valores. De 2’ < 3+ ¢ (e, portanto, —2' > —f —¢) e 2’ > a — ¢, vem
que 2" — 2’ > a — [ — 2. Ou seja, ha variagoes da grandeza x que sdo superiores a
0 = a — 3 — 2¢. Portanto, se fosse 0 < «, o valor de § nao seria tao pequeno quanto
se quisesse.

Assim, temos necessariamente o = f3.

Como ja foi provado que para toda a grandeza positiva arbitrariamente pequena,

se tem finalmente § — ¢ < x < a + ¢, ou seja,
Ve>03day: Vo (x>0 = f—ec<z<a+te),

basta atender & defini¢cao 1.8.1 de limite duma grandeza variavel, pagina 50, para que

se conclua que = se aproxima do seu valor limite oo = f3.

55Em vez de ap > 31, Dedekind escreve ap > 3o — veja-se (Dedekind, 1963), pag. 27. Mas, pelas

defini¢bes dos cortes (Us,Us) e (B1,B2), podemos apenas afirmar que as > .
56Em (Dedekind, 1963), pag. 27.
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1.9 Consideracoes acerca da teoria dos ntimeros irra-

cionais de Dedekind

“Nunca imaginei que a minha concepcao de niimeros irracionais tivesse algum

valor particular, sendo nao a teria guardado para mim durante quase catorze

anos.”67

Esta visao algo modesta de Dedekind sobre a sua obra sera, eventualmente, fruto da
“simplicidade” como introduziu o conceito de nimero irracional. Como nos d& conta no
prefacio do seu livro Continuidade e Niumeros Irracionais, para provar
rigorosamente alguns dos resultados basilares da analise infinitesimal, tinha de recorrer
a algumas “evidéncias” da geometria. A falta de uma “(...) verdadeira fundamentagao
cientifica para a aritmética (...)”%® impossibilitava-o sequer de expressar de um modo
rigoroso o significado do conceito de grandeza continua, tao frequentemente usado
no célculo diferencial. Identificando numa grandeza geométrica a caracteristica que
faltava ao conjunto dos racionais, a continuidade, Dedekind definiu a linha orientadora
da sua obra. Deveria definir os irracionais de tal forma que, juntamente com os
racionais, o conjunto de todos os ntimeros possuisse a propriedade da continuidade
ou completude. Foi partindo da existéncia do dominio dos racionais e introduzindo
a nocao de corte, que resolveu esta questao. Se a todo o nimero racional se pode
fazer corresponder um corte, Dedekind mostrou existirem cortes para os quais tal nao
é possivel. Assim, sempre que um corte nao seja definido por um racional, é criado
um novo numero, um irracional. Ao estabelecer uma correspondéncia entre cortes e
nimeros reais pdde entao provar, por comparacao entre estes dois tipos de entidades,
que o conjunto dos nimeros reais ¢ um dominio continuo.

Atendendo ao modo como Dedekind introduz o conceito de irracional, seriamos
conduzidos a identificar um ntmero irracional com o corte que o define. E esta é

também a perspectiva de varios autores que expoem a teoria dos ntmeros irracionais

67Carta que Dedekind escreve a Lipschitz, em 10 de Julho de 1876 — citado em (Sinaceur, 1979),

pag. 118.
58Em (Dedekind, 1963), pag. 1.
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elaborada por este matematico, entre eles, Leo Corry, Hermann Weyl e Morris Kline®.
No entanto, como vimos na sec¢ao 1.4.3 Consideragoes acerca do conceito de niimero
irracional, na opiniao de Dedekind nao podemos fazer uma avaliacao tao linear quanto
essa. A nocao de correspondéncia justifica que, de facto, se distingam as duas entidades
corte e numero. Mas entao permanece a davida de saber o que sao, para Dedekind,
os numeros irracionais. De acordo com as suas proprias palavras, algo novo, que
corresponde ao corte que o define™.

Além de um ntamero irracional ser criado pelo corte, Dedekind afirma explicita-
mente que o corte também é originado pelo irracional™. Conforme vimos ja na sec¢io
1.4.3 Consideracoes acerca do conceito de nimero irracional, a ser considerada com
rigor esta expressao, ¢ necessario supor a prior: a existéncia do irracional. Note-se
que a entidade corte havia sido ja definida através de conjuntos de racionais; além de
que, com uma definicdo de numero irracional, o que se pretende precisar, de facto, é
o conceito de irracional. A expressdo “o nimero « (irracional) origina o corte” sera
pois apenas um “abuso” de linguagem que, na carta de resposta a Weber, Dedekind fez
questao de enfatizar. Até porque, a ser considerada em rigor essa expressao, tornamos,
escusadamente, imprecisa a teoria dos ntimeros irracionais de Dedekind.

Devemos reconhecer que o facto de um ntimero real ser definido & custa de um
corte acarreta algumas desvantagens. Senao, vejam-se as dificuldades inerentes a
definicao das diferentes operacoes, e tenha-se em conta que os exemplos abordados
nesta exposicao foram apenas os mais simples, relativos a operacoes aritméticas.
Inclusivamente, segundo Dedekind, é possivel considerar casos mais elaborados como,
por exemplo, o da funcao logaritmo. Esta dificuldade foi mesmo reconhecida pelo
matematico, quando pretendia verificar quais as propriedades dos ntimeros racionais

que seriam ainda validas no conjunto dos ntimeros reais. Contudo, ele proprio solu-

69Vejam-se, respectivamente, (Corry, 1996), pag. 73, (Weyl, 1994), pag. 111 e (Kline, 1990), pag.
986.

"OVeja-se a carta que Dedekind escreve a Weber em 24 de Janeiro de 1888 — citado em (Ewald,
1996), pag. 835.

" Vejam-se a definicdo 1.4.2 de ntmero irracional, pagina 31, e a carta que Dedekind escreve a

Weber em 24 de Janeiro de 1888 — citado em (Ewald, 1996), pag. 835.
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cionou esta questao enunciando o teorema 1.7.3 que, pelo facto de envolver leis de
composicao, Pierre Dugac considera notéavel para a época’.
A partir do ano de 1880, a teoria dos nimeros irracionais elaborada por Dedekind

3. Inclusivamente, eram

teve uma grande aceitacao entre a comunidade matematica
varios os matematicos que consideravam, tal como Dedekind, que a sua teoria era mais
simples do que as de Weierstrass e de Cantor, publicadas no mesmo ano de 1872. A
popularidade, reconhecimento, ou simples interesse pela obra de Dedekind justificaram
o facto de o seu livro Continuidade e Nimeros Irracionais ser traduzido para inglés
em 1901, russo em 1908, polaco em 1914, em italiano em 1926 e até em japonés™.

A forma “natural” como Dedekind construiu o seu conceito de niimero irracional
permitiu que as suas ideias fossem difundidas por todo o mundo. E tao “somente” por

ter conseguido responder a pergunta orientadora da sua obra: Qual € a esséncia da

continuidade?

2Veja-se (Dugac, 1976), pag. 46.
"Veja-se (Dugac, 1976), pags. 60-62.
"Veja-se (Dugac, 1976), pag. 62.



Capitulo 2

Karl Weierstrass

O auge da actividade profissional docente de Karl Weierstrass culminou com o
convite como professor da Universidade de Berlim, no ano de 1856. Os prestigia-
dos cursos de matematica que leccionou até ao semestre de verao de 1887 atrairam
estudantes de toda a Europa, entre eles, Georg Cantor, Sofia Kovalevskaya, Leo
Konigsberger ou Gosta Mittag-Leffler. Segundo Pierre Dugac, os esfor¢os conjugados,
quer de Weierstrass, quer de outros dois seus colegas, Ernst Eduard Kummer e Leopold
Kronecker, deram a Universidade de Berlim a reputacao de lider mundial em estudos
matematicos, na época’.

Foi exactamente ao leccionar os seus cursos em Berlim, ao tentar construir os
fundamentos da anélise, que Weierstrass sente a necessidade de construir uma teoria
dos ntimeros reais, uma vez que nao tinha nenhuma a sua disposicao que fosse correcta.
A matéria leccionada nestes cursos pode ser dividida em quatro grandes temas: teoria
das funcoes analiticas, teoria das funcoes elipticas, aplicagoes das funcoes elipticas a
geometria e & mecanica, e ainda teoria das funcoes abelianas. E é exactamente como
uma introducao ao primeiro destes temas — Teoria das Funcoes Analiticas — que é
apresentada a teoria weierstrassiana dos ntimeros reais, constituindo assim a base de
todo o seu edificio matematico.

E certo que sao diversos os factores que dificultam a analise da obra matemética de

Weierstrass, logo, em particular, a pequena parte relativa a teoria dos niimeros reais

Weja-se (Dugac, 1973), pag. 62.
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que aqui nos propomos estudar, mas sem divida alguma que o mais importante é o
facto de nunca ter publicado nenhuma das suas licoes. Inclusivamente, para aperfeicoar
cursos que foi repetindo ao longo dos anos, o matematico tinha a necessidade de se
basear em apontamentos redigidos por alunos seus?. Neste sentido, podemos entender
que Dugac refira que tanto Weierstrass, como o seu colega Kronecker, apresentavam
nas suas licoes os resultados das suas pesquisas e, contrariamente ao que se fazia
habitualmente na Alemanha, evitavam imprimir os seus trabalhos®.

Ora, para que possamos ter acesso as teorias de Weierstrass, é necessario analisar
as diferentes redaccoes dos seus cursos feitas por alguns dos seus alunos, o que,
evidentemente, retira alguma da credibilidade que proporcionaria uma possivel analise
da obra original. Em todo o caso, tal como ja foi apontado, o proprio matemético
apoiou-se em algumas destas versoes para aperfeicoar cursos que leccionaria mais
tarde, o que, de algum modo, ser4 um indicador de que estes textos sao representativos
das suas concepcdes matematicas. E curioso notar inclusivamente que, ndo fossem
estas notas dos alunos ajudarem a que as suas licoes se tornassem, ano apds ano,
mais acessiveis, e talvez a popularidade dos seus cursos de Berlim nao tivesse sido tao
grande?. Isto porque, segundo o relato de L. Kiepart, um aluno de Weierstrass, a tinica
forma de obter algum registo dos cursos iniciais, era anotando-os por estenografia, sem
qualquer preocupacao com a sua compreensao; mesmo assim, o nimero de alunos caiu
de pouco mais de uma centena para 7, existindo entre estes alguns que tinham a
impressao de nao terem compreendido o curso.

Em todo o caso, é preciso ter em conta que, se existem algumas destas redacgoes
que merecem todo o crédito (tal como é apontado por Dugac®, as de Adolf Hurwitz,
G. Hettner, ou ainda Salvatore Pincherle), existem outras que o proprio Weierstrass
“condena”;, como a de Otto Biermann, ou relativamente as quais mantém algumas

reservas, como a de E. Kossak®.

2Veja-se (Dugac, 1973), pag. 60.

3Veja-se (Dugac, 1973), pags. 60, 61.

4Veja-se (Dugac, 1973), pag. 60.

®Veja-se (Dugac, 1973), pags. 68 e 78.

6Veja-se (Dugac, 1973), pags. 83 e 68, respectivamente.
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Weierstrass inicia o seu estudo sobre os fundamentos da anélise com o curso
de inverno de 1859-1860, intitulado Introducdo a Andlise, mas é apenas no ano de
1863 que podemos situar a sua primeira teoria dos nimeros irracionais. No entanto,
tal como confirma a redac¢ao que Hermann Amandus Schwarz fez do curso Célculo
Diferencial, do semestre de verao de 1861, Weierstrass ja tinha neste ano um modelo
para a construcao dos ntumeros irracionais — as séries. Isto porque, neste curso, o
matematico afirma existirem quantidades que nao podemos exprimir com a ajuda da
unidade e das suas partes, e para as quais é necessario utilizar a forma das séries

7. E de referir, no entanto, que estas séries ndo se podem identificar com as

infinitas
séries usuais. E que, tendo como base a nocdo de conjunto, as séries de Weierstrass irdo
permitir, contrariamente ao que sucede com as usuais, que seja aplicada a propriedade
comutativa na obtencao das suas somas.

O inicio da construcao feita por Weierstrass da sua teoria dos nimeros irracionais
pode entao ser situado no ano de 1863, sendo abordado no curso intitulado Teoria Geral
das Funcgoes Analiticas, leccionado no semestre de inverno de 1863-1864. Foi inspirado
numa parte deste curso, repetido dois anos mais tarde no semestre de inverno de 1865—
1866, que Kossak escreveu o seu livro Os Elementos da Aritmética, publicado em 1872,
onde podemos encontrar a primeira exposicao impressa da teoria weierstrassiana dos
nimeros reais.

A exposicao seguinte desta teoria pode ser encontrada na redaccao elaborada por
Hettner, relativa ao curso Introdu¢ao a Teoria das Funcoes Analiticas, que Weier-
strass leccionou em 1874. Seguem-se a esta as redacgoes de Pincherle e de Hurwitz
do mesmo curso sobre funcoes analiticas, leccionado no semestre de verao de 1878,
que, a ter em conta as observacoes feitas por Dugac®, devem ser consideradas como
bastante representativas da obra de Weierstrass. Podemos inclusivamente ler numa
nota de rodapé feita pelo historiador a redac¢ao de Hurwitz?, que o proprio matematico
apreciava as redaccoes de Hurwitz e utilizava-as, provavelmente para melhorar os seus

cursos ao longo dos tempos. E exactamente por estas razdes que a redaccio de Adolf

"Veja-se (Dugac, 1973), pag. 57.
8Veja-se (Dugac, 1973), pags. 78, 79.
9Veja-se (Dugac, 1973), pag. 96, nota de rodapé 2.
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Hurwitz serd aquela que constitui a base desta exposi¢ao da teoria dos niimeros reais
de Weierstrass. Além da vantagem acrescida de, no artigo (Dugac, 1973) de Pierre
Dugac, estar exposta uma traducao para alemao do apéndice dessa redacgao, que
segundo o proprio Dugac teria sido originalmente escrita em letras goticas'®.
Podemos ainda encontrar outras duas exposicoes da teoria weierstrassiana dos
numeros reais. Uma delas, redigida por Victor Dantscher (e exposta no seu livro
(Dantscher, 1908)'!), é relativa ao curso do semestre de inverno de 1884-1885, também
sobre funcoes analiticas. Por tltimo, existe ainda a de G. Thieme, respeitante ao
ultimo curso de andlise leccionado por Weierstrass na Universidade de Berlim, no

semestre de verao de 1886, intitulado Capitulos Seleccionados da Teoria das Funcoes,

e relativamente a qual Dugac afirma:

“(...) a redac¢ao de THIEME nao tem de todo a clareza e a ordem da de

HURWITZ, nem mesmo daquela de HETTNER, e a estrutura dos capitulos, das

proposicdes e dos teoremas ndo é bem tida em conta.”!?

Para compreendermos as duas construcoes do conceito de ntmero irracional
apresentadas nos outros dois capitulos desta exposicao, as de Richard Dedekind e de
Charles Méray, nao é necessario tomar conhecimento do modo como os matematicos
construiram os conjuntos dos ntmeros naturais ou dos ntmeros racionais. Inclusi-
vamente, vimos no capitulo anterior de Dedekind que ele assume a existéncia dos
racionais e passa a definir, & sua custa, os ntmeros irracionais. E de igual forma
ird proceder Méray, como veremos no capitulo que se segue a este. Ora, o mesmo
nao sucede com a teoria elaborada por Weierstrass. Para que possamos entender o seu
conceito de nimero irracional é imprescindivel conhecer os seus anteriores conceitos de
nimero natural e de nimero racional, razao pela qual nao podemos dissociar o estudo
das construcoes dos diferentes sistemas numéricos dos ntimeros naturais, racionais ou

reais.

0Veja-se (Dugac, 1973), pag. 78.
HSegundo Dugac este livro responde as diferentes criticas dirigidas a teoria weierstrassiana dos

numeros reais, sobretudo a de Gottlob Frege — veja-se (Dugac, 1973), pag. 83.
2Em (Dugac, 1973), pag. 86.



62

Vejamos entao de que forma nos é apresentada a teoria de Weierstrass dos niimeros
reais, no seu curso de 1878, que consta na redaccao de Hurwitz. Inicialmente é
introduzido o conceito de numero usual ou numero inteiro, definido como sendo
um conjunto de unidades, e que corresponde a um nimero inteiro positivo. Um
numero que seja constituido por unidades de diferentes tipos é designado por nimero
complexo. E é a custa destes dois tipos de ntimeros e das partes exactas da unidade,
que correspondem aos numeros fraccionarios positivos da forma %, que se constroem
as grandezas numéricas. Os nimeros usuais mistos (correspondentes aos racionais
positivos) serdao entao um tipo destas grandezas, a saber, aquelas compostas por
um nimero finito de elementos. De igual modo, os nimeros irracionais positivos
serao definidos como um tipo de grandezas numéricas, a saber, aquelas constituidas
por uma infinidade de elementos. Serad por esta razao que o modelo dos nimeros
irracionais da construcao de Weierstrass é a série infinita. Finalmente, através do
conceito de elemento oposto de um qualquer niimero (inteiro ou racional), Weierstrass
cria o conjunto dos ntimeros negativos, pelo que, estendendo sucessivamente aos novos
numeros todas as operagoes aritméticas, acaba por completar o conjunto dos niimeros
reais.

Dada a propria natureza desta construcao do conjunto dos ntimeros reais, feita por
sucessivas extensoes de conceitos a novas entidades, é compreensivel que apenas no
final da sua apresentacao possamos ver justificadas todas as ideias desenvolvidas ao
longo da sua exposicao.

Se bem que a redaccao de Hurwitz seja a que suporta essencialmente esta
apresentacao da teoria weierstrassiana dos ntimeros reais, também sao mencionadas
algumas abordagens diferentes feitas pelo matematico, nomeadamente, nas redacgoes
de Hettner e de Thieme. E é exactamente na ultima destas redaccoes, a de Thieme,
que encontramos expressa da forma mais clara a ideia de que a noc¢ao de limite nao
pode surgir na condi¢ao de definicao dos ntimeros reais. A citacao seguinte mostra
que, de facto, Weierstrass reconhece o erro que alguns matematicos haviam cometido

na definicao de um ntimero irracional:
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“Se se partir da existéncia de grandezas numéricas racionais, entao nao tem

sentido definir os irracionais como limites dos mesmos, porque comecamos por

ndo poder saber se ainda havera outras grandezas numéricas além das racionais.”!3

Sendo as séries o modelo de construcao dos niimeros irracionais, Weierstrass contorna
esta questao definindo um nimero real, ndo como a soma de uma série (ou seja, um
limite), mas como sendo a propria série (isto é, como um agregado de elementos). Tal

série, como ja foi referido, nao pressupoe no entanto uma ordenacao dos seus termos.

BEm (Thieme, 1886), pag. 59 — citado em (Dugac, 1973), pag. 134.
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2.1 Nuimeros usuais e nimeros complexos

A apresentacao que faremos nesta seccao da teoria weierstrassiana dos numeros
usuais, ou seja, dos nimeros inteiros positivos, ird permitir que desde ja nos habituemos
a presenca constante de resultados da teoria de conjuntos, que ja referimos existir na
construcao do conjunto dos nimeros reais elaborada por este matematico.

A introducao do curso de Weierstrass Introducao a Teoria das Fungoes Analiticas,
redigido por Hurwitz e relativo ao ano de 1878, é iniciada com a nocao de numero,
cuja ideia de ser um “agregado” de unidades é a mesma que podemos encontrar no

sétimo livro dos Elementos de Euclides'.

icao 2.1. ncei namero sur raveé reuniao men i n
Definicao 2.1.1 “O conceito de ero surge através da reunido mental de coisas, nas
quais se descobriu uma caracteristica comum, especialmente de coisas mentalmente idénticas.

Designamos essa coisa como a unidade do niimero.”!5

Sao ainda utilizadas as designagoes de numero usual, niumero inteiro e nimero

['® como referéncia a este conceito que representa um ndmero inteiro

inteiro usua
positivo.
Por oposi¢ao, um nimero que possa admitir diferentes unidades sera definido como

um numero complexo.

Definicao 2.1.2 “Por um ntmero complexo entendemos o agregado de numeros de
diferentes unidades (...) A estas diferentes unidades damos o nome de elementos do ntimero

complexo.”1”

Na continuacao da citagao anterior, podemos ainda tomar conhecimento de um
exemplo de niamero complexo: aquele que é composto de diferentes unidades
monetarias. Em todo o caso, a importancia deste conceito apenas serd notada com

a definicao de uma grandeza numeérica, na seccao 2.2 Partes exactas da unidade e

1Veja-se (Euclid, 1956), pag. 277, defini¢des I e II.
5Em (Hurwitz, 1878), pag. 1 — citado em (Dugac, 1973), pig. 96.
16Veja-se (Hurwitz, 1878), pags. 1, 6 e 8, respectivamente — citado em (Dugac, 1973), pags. 96,

98 e 100, respectivamente.
"Em (Hurwitz, 1878), pag. 1 — citado em (Dugac, 1973), pag. 96.
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numeros usuais mistos, conceito este que estd na base das definicoes dos ntmeros
racionais e dos niimeros irracionais.

Dada a propria natureza das defini¢coes de ntiimero usual e de nimero complexo,
as possiveis relacoes e operagoes entre cada um destes tipos de niimeros reduzem-se a

relacoes entre elementos de conjuntos.

Definicao 2.1.3 “Ora dizemos que 2 coisas a e b sdo iguais uma a outra, quando existe
uma associagao ou relagado entre elas, que se designa por a = b, tal que também é b = a e

quese a=beb=c, também é a = ¢.”'8

Note-se que, segundo a defini¢ao anterior, a relacao de igualdade entre dois niimeros
quaisquer é simétrica e transitiva. Tendo em conta que também serd, obviamente,
reflexiva, podemos interpretar a relacao de igualdade de dois nimeros usuais ou
complexos como sendo uma relagao de equivaléncia.

Se para Weierstrass tem sentido apresentar ainda uma definicao mais particular
para a igualdade de numeros usuais, j& 0 mesmo nao acontece para 0S numeros
complezos. Este facto nao ira, contudo, provocar nenhuma contradi¢ao no seguimento
da sua teoria. Isto porque, tal como ja foi referido, os nimeros complexos apenas sao
utilizados para introduzir o conceito de grandeza numérica, e ai sim, Weierstrass ir&

esclarecer o que entende por igualdade entre tais entidades.

Definicao 2.1.4 “Ora podemos dizer que dois ntimeros usuais a e b sdo iguais um ao outro
quando, ao coordenarmos a uma unidade de @ uma unidade de b, a outra unidade de a
uma outra de b, e assim por diante, cada unidade de a encontra uma correspondente de b, e

portanto ndo sobra nenhuma unidade de a nessa coordenacio.”!?

Numa linguagem actual, dirfamos simplesmente que dois niimeros usuais a e b sao
iguais se existir uma correspondéncia bijectiva entre as unidades de cada um deles.
Relativamente a igualdade de niimeros complexos, apenas é considerada a seguinte

observacao:

BEm (Hurwitz, 1878), pag. 1 — citado em (Dugac, 1973), pig. 96.
YEm (Hurwitz, 1878), pags. 1 e 2 — citado em (Dugac, 1973), pag. 96.
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“Seria muito limitativo se apenas disséssemos que 2 nimeros complexos sao
iguais um ao outro quando um elemento arbitrario ocorresse num deles tantas

vezes quantas no outro, pois podem ocorrer relacoes entre os elementos dum

namero complexo.”??

Para melhor entendermos esta ideia, vejamos um exemplo bastante actual: a partida,
dirfamos que os nimeros complexos compostos, um deles por 100 unidades de 1
céntimo, e o outro por 1 unidade de 1 euro nao seriam iguais. No entanto, a relacao
existente entre os elementos céntimo e euro do numero complexo fazem com que
estes numeros sejam, de facto, iguais, o que revela a “limitacao” da definicao geral
de igualdade 2.1.3.

No caso de nao existir uma correspondéncia bijectiva entre as unidades de dois

nimeros usuais a e b, é introduzido o conceito de desigualdade.

Definicao 2.1.5 Se, na correspondéncia estabelecida entre as unidades de dois nimeros
usuais a e b, existir alguma unidade de a que nao tenha uma correspondente de b, diz-
-se que a ¢ maior do que b, e escreve-se a > b, ou b ¢ menor do que a, e escreve-se

b < a.

A nocao de reuniao entre conjuntos sera a base da definicao da operacao adicao
entre dois quaisquer ntimeros. Assim, as unidades que compdéem a soma de dois

nimeros provém da reuniao das unidades dos ntimeros dados.

Definicao 2.1.6 “Por soma de dois ntimeros a e b, que podem ser niimeros usuais ou
complexos, entendemos o nimero que surge através da associacao conceptual das unidades

do ntimero b com as do ntimero a.”2!

Sem quaisquer consideracoes, que apenas se referem a teoria dos conjuntos, Weier-
strass apresenta duas propriedades desta operacao relativa a niimeros usuais:

DHa+b=b+a

(IT) (a+b)+c=(a+c)+0.

20Em (Hurwitz, 1878), pags. 2 e 3 — citado em (Dugac, 1973), pag. 97.
2'Em (Hurwitz, 1878), pag. 1 — citado em (Dugac, 1973), pag. 96.
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A partir destas duas leis deduz ainda que a adicao de tantos ntimeros quantos se queira
¢ independente da ordem pela qual a adicao se efectua??.

A operacao de subtrac¢ao entre nimeros usuais so é considerada para diferencas que
sejam ainda nimeros usuais, restricao esta que esta de acordo com a ideia ja referida

de que Weierstrass opta por construir inicialmente conjuntos de ntimeros positivos.

Definigao 2.1.7 “Se ¢ for um ntimero (usual), entdo ele pode encarar-se como soma dum
nimero dado a e dum ntmero procurado b. Designa-se entao b, como surgindo de ¢ e a, por
(c—a). (c—a) é portanto o ntmero que, adicionado a a, da ¢ como resultado. Por agora, o

simbolo (¢ — a) s6 tem significado quando é ¢ > a.”

Caso os niimeros a e ¢ sejam tais que ¢ > a, chegamos a algo imaginario, segundo
as palavras de Weierstrass.

A definicao da operacao de multiplicacao entre quaisquer nimeros denota mais
uma vez a relagao bastante proxima entre esta teoria dos niimeros reais e a teoria dos

conjuntos.

Definicao 2.1.8 “Por ab entendemos aquele niimero que, quando b ¢ considerado como
unidade, consiste de a tais unidades (b). A operagao de, a partir de a e b, encontrar o ntimero

ab, chama-se multiplicacdo.”?4

As propriedades

(1) ab=ba

(IT) (ab)c = (ac)b

(ITI) (a + b)c = ac + be
seguem, segundo Weierstrass, da propria definicdo desta operacao.

E curioso observar a argumentacéo utilizada na prova de que, quando a operacio
de multiplicagao satisfaz as propriedades anteriores, a partir de dois quaisquer niimeros
inteiros usuais a e b, se pode sempre encontrar o niimero ab . O mesmo sera dizer, numa

linguagem actual, que a operacao de multiplicacdo é uma aplicacao. A justificacao

22Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 2 — citado em (Dugac, 1973), pag. 97.
2Em (Hurwitz, 1878), pag. 3 — citado em (Dugac, 1973), pag. 97.
2Em (Hurwitz, 1878), pag. 3 — citado em (Dugac, 1973), pag. 97.
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apresentada envolve, mais uma vez, apenas algumas ideias da teoria dos conjuntos.
Das propriedades (I) e (III) é deduzida a igualdade:
(IIT") (a+b+c+...)(d'+b'+ +...) = ad'+ab'+acd +...4+ba’+bb'+bc +...+ca’+cb' +cd +...

Uma vez que os elementos constituintes de a e b sao a unidade,

“(...) resulta que ab pode representar-se como soma duma certa quantidade de
simbolos 1.1. Mas a este simbolo mesmo pode ainda atribuir-se um significado
arbitrario, pois ele ndo pode cindir-se mais. Se lhe atribuirmos o valor 1 (a

unidade), entdo a operacao indicada por ab esta agora completamente determi-

nada 925

Note-se que esta prova postula que 1.1=1. Esta igualdade ira revelar-se fundamental
para a definicao da operacao de multiplicacao de partes exactas da unidade, na seccao
2.2.2 Operagoes com numeros usuais mistos.

Relativamente a multiplicacao de niimeros complexos, Weierstrass afirma que falta
ainda dizer o que se entende por produto de dois elementos de um niimero complexo?,
se bem que nao formule tal conceito. A razao desta omissao justifica-se pelo facto de
os niimeros complexos apenas surgirem como base do conceito de grandeza numérica,
aspecto que ja notamos. Desta forma, quando forem abordadas operacoes entre
grandezas numéricas, serd definida a operacao de multiplicacdo entre os elementos
que compoem tais entidades.

Da mesma forma que a subtraccao foi definida a custa da adi¢ao de dois ntimeros,
também agora a definicao da operacao inversa de divisao entre quaisquer niimeros ira

recorrer a multiplicacao.

Definicao 2.1.9 “E natural perguntar se um dado ntimero ¢ pode ser produzido através
da multiplicacdo dum numero dado a por um [nimero| procurado b. Denota-se o namero b

por ¢/a.”?"

Através da observacao de que este simbolo ¢/a s6 tem um significado real quando

¢ &€ um maultiplo de a (isto é, quando ocorre no dominio numérico que tem o nimero

2°Em (Dugac, 1973), pag. 9 — citado em (Dugac, 1973), pag. 100.
26Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 9 — citado em (Dugac, 1973), pag. 100.
2"Em (Hurwitz, 1878), pag. 3 — citado em (Dugac, 1973), pag. 97.
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a como unidade), é referida a necessidade da introdugao de novos elementos. Desta
forma, a operacao de divisao aplicada a niimeros usuais assume um papel bastante
importante na construcao dos nimeros racionais, uma vez que exige a criacao de
novas entidades, os niimeros fraccionarios.

Relativamente as operacoes definidas para ntimeros usuais, é de notar que, se para
o caso da operacao inversa de subtraccao foi imposta a condicao de que a diferenca de
dois nimeros usuais fosse ainda um nimero usual, no caso da divisao ja é permitido
o calculo do quociente entre dois quaisquer ntmeros, nao sendo, portanto, um deles
necessariamente multiplo do outro. Assim, se para a primeira destas operacdes nao se
ampliou o conjunto dos niimeros ja existente, incluindo-se, eventualmente, os ntimeros
negativos, o mesmo nao sucedeu para a divisao. Esta abordagem corresponde exacta-
mente a ideia de que, para construir o conjunto dos niimeros reais, Weierstrass define
inicialmente conjuntos de ntimeros positivos: inteiros, racionais e reais, € apenas no
final da sua teoria considera os correspondentes nimeros simétricos, definidos a custa

do conceito de elemento oposto.
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2.2 Partes exactas da unidade e niimeros usuais

mistos

A construcao do conjunto dos niimeros racionais positivos assenta sobre o conceito
de parte exacta da unidade que corresponde a um nimero fraccionario positivo da
forma % Combinacoes lineares finitas de coeficientes inteiros positivos destas partes
exactas da unidade definirao entao os nidmeros usuais mistos, ou seja, 0S nimeros

racionais positivos.

1
Definicao 2.2.1 Uma parte exacta da unidade, —, é um elemento, dos quais hé
a

a no elemento principal, a unidade.

Através do exemplo apresentado de que a 4* parte exacta da 5* parte exacta
da unidade é a (4.5)* parte exacta da unidade®®, podemos perceber qual seria a

demonstragao (omissa) da proposi¢ao que se segue.

Proposigao 2.2.1 a) Partes exactas das partes exactas da unidade sao igualmente
partes exactas da unidade.

1
b) Em geral, a (m.n)* parte exacta da unidade, isto ¢ ——, tem de ser a m® parte
m.n

1 .
exacta de — e reciprocamente também a n? parte exacta de —.
n m

Vejamos entao qual a justificacdo apresentada para que a 4* parte exacta da 5%

parte exacta da unidade seja a (4.5)* parte exacta da unidade. E que, sendo ;= a

(4.5)? parte exacta da unidade, tem-se, por defini¢ao,

1 1 1
L+ L+ -L (45 tais parcelas) =
5 + % + ...+ s (4.5 tais parcelas) = 1

ou

e sy (S N e I las) = 1
45 45 45 45) T \a4p Tas a5 Tap) e PAEER =

Mas, por outro lado, % é a b* parte exacta da unidade, donde cinco tais elementos sao

. N 1 1 1 . 1
equivalentes a unidade. Portanto ;7 + ;= + ;= + ;5 tem de ser equivalente a £, o que

L
45

significa que ﬁ tem de ser a 4* parte exacta de %

28Veja-se (Hurwitz, 1878), pags. 4, 5 — citado em (Dugac, 1973), pag. 98.
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Um nimero complexo composto destes novos elementos e da unidade principal sera

entao uma grandeza numeérica.

Definicao 2.2.2 “A partir de agora, entenderemos por grandeza numérica qualquer ntimero

complexo cujos elementos sdo a unidade e as suas partes exactas, de que ha infinitas.”?"

Desta definicao é claro que uma grandeza numérica pode conter quer uma quanti-
dade finita, quer uma quantidade infinita de elementos.

Na redaccao de Adolf Hurwitz, a partir da qual, até ao momento, temos de-
senvolvido esta apresentacao, é incluida uma seccao intitulada Grandezas numéricas
formadas de infinitos elementos. Depreendemos entao que as consideragoes acerca
de grandezas numéricas anteriores a tal parte desse curso se referem a grandezas
compostas de um nimero finito de elementos, se bem que tal nao seja dito explicita-
mente. Tais consideragoes apresentamo-las de seguida nas sec¢oes 2.2.1 Comparacao
de niumeros usuais mistos e 2.2.2 Operacoes com nimeros usuais mistos.

A identificagdo entre grandezas com um nimero finito de elementos e os niimeros
racionais positivos é bem clara na redaccao que Thieme faz do curso Capitulos Se-
leccionados da Teoria das Funcoes Analiticas, leccionado por Weierstrass no ano de
1886. Em todo o caso, deve ter-se em consideracao que a terminologia de grandeza
numérica racional se refere ai quer a um racional positivo, quer a um racional negativo,
contrariamente a redaccao de Hurwitz onde apenas sao considerados inicialmente

nimeros positivos.

“Comecgamos por definir uma grandeza numérica racional como uma grandeza
composta por uma quantidade finita de elementos; dai segue que a podemos
representar como um multiplo de uma parte positiva ou negativa da unidade

principal.”30

Na redaccao de Thieme pode mesmo encontrar-se a designacao numero racional,
acontecendo o mesmo na que Hettner elaborou relativa ao curso Introducao a Teoria

das Funcoes Analiticas, que Weierstrass leccionou no ano de 1874%'. Em todo o caso,

29Em (Hurwitz, 1878), pag. 4 — citado em (Dugac, 1973), pag. 98.
30Em (Thieme, 1886), pag. 59, 60 — citado em (Dugac, 1973), pag. 135.
31Veja-se (Hettner, 1874), pag. 36 — citado em (Dugac, 1973), pag. 129.



72

segundo as abordagens ai utilizadas, tal terminologia aplica-se quer a niimeros racionais
positivos, quer a niimeros racionais negativos. Isto decorre do facto de nestas redaccoes
os numeros negativos serem definidos também no inicio da construgao dos sistemas
numéricos, e, portanto, toda a teoria desenvolvida se aplicar igualmente a estas novas
entidades. Na redacgao de Adolf Hurwitz, podemos apenas encontrar as designagoes de
nidmeros usuais mistos, ou simplesmente nimeros mistos®? para denominar os racionais
positivos, por analogia aos nimeros usuais que sao agregados de apenas um elemento
— a unidade do nimero. No que se segue adoptaremos frequentemente a terminologia
de nimero usual misto para nos referirmos a grandezas compostas de uma quantidade
finita de elementos. Desta forma, evitaremos confusoes que, pelo exposto, se associam
a terminologia grandeza numérica.

Podemos pois entender que o conceito de grandeza numeérica se revela fundamental
na construcao do conjunto dos numeros racionais, sucedendo o mesmo, tal como

veremos mais adiante, para a construcao do conceito de niimero irracional.

32Veja-se (Hurwitz, 1878), pags. 6 e 8, respectivamente — citado em (Dugac, 1973), pag. 98 e 99,

respectivamente.
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2.2.1 Comparacao de niimeros usuais mistos

Para poder definir a igualdade de dois niimeros usuais mistos, Weierstrass enuncia
as duas transformacoes que podemos efectuar sobre tais grandezas numeéricas?®:

1) Quaisquer n elementos % podem ser substituidos pela unidade principal.

2) Qualquer elemento pode ser substituido pelas suas partes exactas.
E, como exemplo de tais operacoes, é indicada a substituicao de 1 por n% ou ainda a

de é por b.ﬁ, justificada pela aplicagao da proposicao 2.2.1, pagina 70.
Tendo em conta estas transformacoes, e o facto de a comparacao de niimeros usuais
mistos envolver somente relacoes entre conjuntos, a compreensao das defini¢coes de

wgualdade e desigualdade entre estes niimeros é pois imediata.

Definigao 2.2.3 Dois ntimeros usuais a e b dizem-se iguais quando, através das trans-
formacgoes indicadas, a puder ser transformado num outro nimero a’, que contenha os

mesmos elementos que b e tantas vezes como b.

Para definir o conceito de desigualdade, Weierstrass recorre a ideia da divisao da

maior de tais grandezas em duas outras.

Definicao 2.2.4 “Mas se se puder transportar a através de transformacoes em a’, a”, onde
/ 7 " :
a’ contém os mesmos elementos tantas vezes como b, mas a” representa ainda outra grandeza

numeérica, entdo dizemos a > b ou b < a3

“Os elementos da teoria dos nimeros ensinam como se realiza, na pratica, a

comparacao das grandezas numéricas a e b através de transformacoes.”3?

Antes mesmo de explicar como proceder para efectuar tal comparacao, Weierstrass
refere-se & comparacao de ntimeros usuais, para a qual utiliza os conceitos de divisor
comum e mdzrimo divisor comum. Ja a comparagao de niimeros usuais mistos terd por
base os conceitos de maltiplo comum e menor multiplo comum entre um conjunto de

numeros usuais, cujas definicoes podemos depreender da citagao que se segue.

33Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 5 — citado em (Dugac, 1973), pag. 98.
3Em (Hurwitz, 1878), pag. 5 — citado em (Dugac, 1973), pag. 98.
3°Em (Hurwitz, 1878), pag. 6 — citado em (Dugac, 1973), pag. 98.
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“(...) para quaisquer nimeros inteiros aj, ag, ..., Gy, existem sempre multiplos
comuns. Quer dizer, numeros ¢, que sao um multiplo de cada um dos niimeros

ai,...,an, € em especial [existe] um numero c¢; cujos multiplos sdo todos os

nameros c. Chama-se a ¢; o menor multiplo comum dos nimeros a1, ...a,.”>°

. .11 1 1
Sejam entao —, —,...; —, —,
ap G2 b1 by

¢ seja o menor multiplo comum dos nimeros aq, as, ..., by, by, ..., esta grandeza ¢ pode

... 0s elementos que compoem as grandezas a e b. Caso

ser escrita nas miltiplas formas aja; = ¢, asas = ¢, ..., B1by = ¢, [Bobs = c, ... . Assim,

1
em vez de cada elemento —, pode por-se
Qp,

1 1
= o, elementos—.
U, c

Qnp

As grandezas numéricas a e b sao entao transformadas noutras que apenas possuem

1 .
o elemento —. Desta forma, a sua comparacao torna-se agora exequivel: caso a e b
c

1
possam ser transformadas de modo a que tenham tantos elementos — uma como a
c

outra, elas sao (por definigao) iguais; caso contrario, sao desiguais.

36Em (Hurwitz, 1878), pag. 6 — citado em (Dugac, 1973), pag. 99.
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2.2.2 Operacoes com ntimeros usuais mistos

A definicao da operacao de adicao de niimeros usuais mistos é apenas uma extensao

da adicao de ntimeros usuais.

Definicao 2.2.5 A soma, a+ b, de dois nimeros usuais mistos a e b, obtém-se se aos
elementos de a acrescentarmos um elemento de b, depois um segundo elemento de b, e

assim por diante até todos os elementos de b se esgotarem.

Através de simples argumentos relativos a teoria dos conjuntos, Weierstrass prova
que sao ainda validas para niimeros usuais mistos as leis:

DHa+b=b+a

(II) (a+b)+c=(a+c)+D,
referindo igualmente que a ordem pela qual se adicionam tantas destas grandezas
numeéricas quantas se queira continua a nao ter influéncia sobre o resultado final.

Finalmente observa que

“A adicao é uma operacao univoca; a saber, se no lugar de b, em a + b, se
) ) ) )

puser outro ntimero by > b, entdo a soma também se torna noutra.”3”

Com efeito, b pode transformar-se em o' e by em b’ + b”, donde a + by > a + b.

Até este ponto, a operacao de multiplicacao apenas se definiu para niimeros usuais,
para a qual sao validas as seguintes leis:

(1) ab = ba

(IT) (ab)c = (ac)b

(ITI) a(b + ¢) = ab + ac.
Ora, os niimeros usuais mistos sao nimeros complexos cujas unidades sao a unidade
e as suas partes exactas. E, relativamente ao produto de duas unidades, sabemos
ja que 1.1 = 1, igualdade que Weierstrass postulou para a multiplicacao de niimeros
usuais. Portanto, resta apenas dar um significado para o produto de partes exactas

da unidade.

3TEm (Hurwitz, 1878), pag. 8 — citado em (Dugac, 1973), pag. 99.
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“Temos pois de dizer relativamente as nossas grandezas numeéricas (nimeros
. 11 - ~ o
mistos), o que entendemos por —.—. Mas este significado nao é arbitrario, se
mn

estabelecermos que unidade vezes unidade deve ser novamente unidade.”38

Na seccao 2.1 Numeros usuais e numeros complexos, a propoésito da multipli-
cagdo de ntimeros usuais, foi deduzida das leis (I) e (III) a seguinte relagao, para
a,b,c,...,a’, b, ... nimeros usuais quaisquer:

(IIT") (a+b+c+...)(d'+b'+ +...) = ad'+ab'+acd +...4+ba’+bb'+bc +...+ca'+cb' +ed +...
Partindo do principio que também agora a operacao de multiplicagao entre partes
exactas da unidade deva verificar as leis (I) e (III), e portanto, também (IIT"), vem

que:

1 1 1 1 1 1
— 4+ — 4+ — + ... m parcelas —+ —+4+ —+..nparcelas | =1
m m m n o n n

11 11 11 11 %
R B e e et SO I
m n mn mn m n

. - 11 . . . 1
Mas isto significa que m.n membros —.— sao equivalentes a unidade. Logo, —.— é a
mn m

S

(m.n)?* parte exacta da unidade.
Apesar de nao ser apresentada uma defini¢ao explicita do produto de duas partes
exactas da unidade, podemos, a partir do anteriormente exposto, formular a seguinte

definicao.

1
Definicao 2.2.6 O produto da m?® parte exacta da unidade, —, pela n* parte
m

exacta da unidade, %, é a (m.n)* parte exacta da unidade, — isto é,
11 1
m'n_ mn
Estando definido o produto de dois quaisquer elementos de um ntimero usual misto,
ou seja, de partes exactas da unidade ou de duas unidades (1.1. = 1), a observagao

seguinte esclarece como devemos efectuar o produto entre niimeros usuais mistos.

38Em (Hurwitz, 1878), pag. 9 — citado em (Dugac, 1973), pag. 100.
39No original é assumida apenas a validade da propriedade (III) para partes exactas da unidade, da

qual se afirma subsistir também (IIT") — veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 9 (citado em (Dugac, 1973),
pag. 100). Repare-se, no entanto, que a lei (I) é fundamental para deduzir que, para quaisquer partes
exactas a, 3,7, se tem (a + B)y = ay + Bv. E esta igualdade é imprescindivel para que (IIT°) seja

valida.
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“(...) se a e b forem duas grandezas numeéricas arbitrarias, que sejam com-

11
postas dos elementos 1, 3730 entao a multiplicacao é agora exequivel pelas

1
leis I)-1II) e pelo significado de —.— .40
mn

Assim, muito embora nao seja explicitamente formulado o conceito de produto de
dois ntimeros usuais mistos, isto é, de duas grandezas numéricas compostas de um

ntmero finito de elementos, podemos considerar a definicao seguinte.

Definicao 2.2.7 O produto, a.b, de dois niimeros usuais mistos arbitrarios é

igual & soma de todos os produtos possiveis entre os elementos de a e b.

Veremos na seccao 2.3.2.2 Operagoes com niumeros finitos que esta defini¢ao serd
estendida ao outro tipo de grandezas numéricas, aquelas compostas de infinitos elemen-
tos. E serd por esta razao que apenas nessa seccao poderemos ver justificados certos
resultados relativos a nimeros usuais mistos. E, por exemplo, o caso da prova de que o
produto de dois quaisquer nimeros usuais mistos tem um valor univoco completamente
determinado, que serd um caso particular da mesma propriedade relativa exactamente
a grandezas com uma infinidade de elementos.

A multiplicacao de dois nimeros usuais mistos quaisquer verifica ainda as pro-
priedades (I), (II) e (III) da operagao multiplicacdo de ntimeros usuais. A prova de tal
facto decorre de os niimeros usuais mistos serem compostos de elementos, a unidade e
as suas partes exactas, que igualmente verificam as leis (1), (II) e (III)*,

Note-se que, até este ponto da construcao de dominios numéricos, apenas foi

definido o conjunto dos ntimeros racionais positivos, niumeros usuais mistos, estando

este munido das operagoes de adicao e multiplicacao.

YOEm (Hurwitz, 1878), pag. 10 — citado em (Dugac, 1973), pag. 100.
41E de notar que, para definir o produto entre partes exactas da unidade, foi assumida a validade

das propriedades (I) e (III). A propriedade (II) a(8 +v) = af + oy, onde «, 3,7 sdo partes exactas,
demonstra-se facilmente atendendo as definicoes de multiplicacdo destes elementos e & validade da

mesma lei (II) para a multiplicacdo de ntmeros usuais.
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2.3 Numeros com infinitos elementos

Numeros com infinitos elementos é o titulo, na redaccao de Hurwitz, da seccao
onde é desenvolvida toda a teoria dos ntimeros reais, sendo inicialmente apresentada a
teoria relativa aos reais positivos, e s6 com o conceito de elemento oposto se generalize
esta aos reais negativos.

Um dos pontos fundamentais para a construcao do conceito de ntmero real é
estabelecer uma forma que nos permita distinguir os ntimeros racionais dos que nao
o sejam, isto é, dos numeros irracionais. A forma como Weierstrass definiu, de
um modo puramente aritmético, a diferenca entre estes dois tipos de niimeros esta
bastante explicita na redacgao (Thieme, 1886), que Thieme redigiu do curso leccionado
por Weierstrass no ano de 1886. Portanto, no que se segue, consideram-se algumas
passagens mais significativas de tal redaccao.

O conceito mais geral de niimero que apresentdmos até ao momento foi o de nimero
usual misto, correspondente a um racional positivo, e que coincide com uma grandeza
numérica composta por uma quantidade finita de elementos. Mas as grandezas numeéri-
cas podem igualmente conter uma infinidade de elementos. E é observando que
existem grandezas deste tltimo tipo que nao sao equivalentes a nenhum racional, que
Weierstrass conclui que o conjunto dos ntimeros nao fica completo com os ntmeros

racionais. Razao pela qual surja a necessidade de criar novos niimeros.

“Se considerarmos por exemplo o namero e, que é composto dos elementos
11 1

Yo pr sy
2°6 n!
completamente determinada; igualmente Hermite conseguiu mostrar que nao ha

1 , ..., entdo esta é uma série bem definida, que define uma grandeza
nenhuma grandeza numérica racional que lhe seja igual pela defini¢do apresen-
tada; dai segue que o dominio das grandezas nao se esgota com os niimeros

racionais.”42

As tinicas grandezas numéricas que podemos de alguma forma comparar sao aquelas

que possuem um valor finito. Weierstrass chama nidmeros finitos a estas grandezas

42Em (Thieme, 1886), pag. 59 — citado em (Dugac, 1973), pAg. 135. A demonstracdo de que,
sendo x um ndmero inteiro, a exponencial e* nao pode tomar um “valor comensuravel”, pode ser

consultada em (Hermite, 1912), pag. 154.
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que correspondem exactamente a todos os niimeros reais positivos. Serd portanto
relativamente a estas entidades que Weierstrass desenvolve as leis aritméticas, sendo
apenas abordadas inicialmente as da adicao e multiplicagao. Com a introducao do
conceito de elemento oposto, esta algebra é estendida aos ntimeros reais negativos e,
finalmente, com a definicao de divisao de dois quaisquer niimeros, fica completo o

conjunto dos reais.
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2.3.1 Grandezas numéricas formadas de infinitos elementos

“Para que se possa fazer uma ideia exacta de tais grandezas numéricas com
infinitos elementos, é preciso que estes elementos sejam seleccionados, por uma lei
definida, do dominio numérico [construido| até agora (unidade e partes exactas

da mesma).”*3

Como exemplo de tais entidades, é referida a série geométrica

11 1
I+ -+ —+

3 33 333 L

No entanto, este é apenas um exemplo do caso excepcional de uma grandeza
constituida por uma infinidade de elementos que é equivalente a um nimero racional,
existindo, evidentemente, casos em que somas destas nao sao iguais a nenhum racional.
Desta forma, torna-se necessario desenvolver conceitos que se apliquem a todo o tipo
de grandezas numéricas. Os primeiros considerados por Weierstrass sao relativos a

comparagao destas entidades.

2.3.1.1 Comparacao de ntimeros com infinitos elementos

As transformagoes sobre grandezas numéricas compostas de um nimero finito
de elementos, definidas na seccao 2.2.1 Comparacao de nimeros usuais mistos, per-

manecem ainda validas no caso de estas entidades serem compostas de uma infinidade

de elementos. Assim, poderemos igualmente substituir quaisquer n elementos % pela

unidade principal, ou mesmo substituir qualquer elemento pelas suas partes exactas.

Ja relativamente a relagao de igualdade, Weierstrass afirma:

“(...) nao conseguiriamos chamar iguais uma a outra a duas grandezas
numéricas, apenas quando ambas podem transformar-se numa mesma terceira,
porque uma tal grandeza numérica de infinitos elementos nao pode em geral
trazer-se a uma forma que s6 contenha uma unidade (infinitos niimeros nao tém

nenhum maltiplo comum finito em geral).”*4

3Em (Hurwitz, 1878), pag. 11 — citado em (Dugac, 1973), pag. 101.
“Em (Hurwitz, 1878), pag. 11 — citado em (Dugac, 1973), pag. 101.
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Para ultrapassar este obstaculo, é introduzido o conceito de parte integrante de uma

grandeza numeérica.

Definigao 2.3.1 &’ ¢ uma parte integrante de a quando a’ puder ser transformado
" "
em a” de tal modo que todos os elementos de a” ocorram tantas vezes em a como em

a” e, além disso, a contiver outros elementos ou 0 mesmo em maior quantidade.

Acerca desta definicdo, Weierstrass observa que uma parte integrante o’ dum nimero a
com infinitos elementos apenas podera conter uma quantidade finita de elementos de a;
com efeito, apenas podemos estabelecer uma relagao entre o niimero de ocorréncias dos
elementos de a”, quer em a como em a”, se este for um nimero finito. A partir deste
conceito sao definidas as relagoes de igualdade e desigualdade entre duas quaisquer
grandezas numéricas. Estas defini¢oes podem pois aplicar-se a nimeros usuais mistos,
a numeros com uma quantidade finita de elementos, ou aqueles compostos com infinitos

elementos.

Definicao 2.3.2 Duas grandezas numéricas a e b dizem-se iguais quando qualquer
parte integrante de a pode, através de transformacoes, tornar-se numa de b e,

reciprocamente, cada parte integrante de b numa de a.

As propriedades de simetria e transitividade da relacao de igualdade entre qualquer
tipo de grandezas numéricas sao enunciadas sem prova?*. Atendendo a que também
seréd valida a propriedade reflexiva, poderemos interpretar a relacao de igualdade entre

duas quaisquer grandezas como sendo uma relacao de equivaléncia.

Definicao 2.3.3 Diz-se que b > a quando qualquer parte integrante de a pode

transformar-se numa de b mas nao reciprocamente.

Relativamente a relacao de desigualdade, Weierstrass mostra ainda que no caso
de duas grandezas numéricas cumprirem a relagdo b > a, um nimero ¢ que esteja
contido em apenas um dos nimeros s6 poderd estar contido em b. Isto porque, se

assim nao sucedesse, a definicao de desigualdade entre grandezas numéricas nao teria

45Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 15 — citado em (Dugac, 1973), pag. 103.
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nenhum sentido. Esta prova decorre facilmente de argumentacoes relativas a teoria
dos conjuntos.
A propriedade transitiva desta relacao de desigualdade entre qualquer tipo de

grandezas numéricas ¢ enunciada sem qualquer prova?.

46Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 15 — citado em (Dugac, 1973), pag. 103.
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2.3.1.2 Exemplos de grandezas com infinitos elementos equivalentes a

ndimeros racionais

Utilizando o conceito de parte integrante de uma grandeza numérica, Weierstrass

determina somas de séries?’

, exemplificando assim que existem grandezas numéricas
compostas de infinitos elementos que sao equivalentes a ntimeros racionais. Inclusiva-
mente, podemos ler na redac¢ao de (Thieme, 1886) que Weierstrass considera como
uma excepc¢ao quando uma grandeza numérica formada por uma quantidade infinita

148

de elementos é equivalente a uma grandeza numérica racional*. E a partir do mesmo

conceito de parte integrante, ¢ provada ainda, na redaccao de Hurwitz, a igualdade

entre duas grandezas numéricas com uma infinidade de elementos.

Exemplo 1: Vejamos entao como é provado que o niimero

a

1 1 1

. éiguala L.
12 T93 T gq T Cleuala

Pela definicao 2.3.2 de igualdade de duas grandezas numéricas, pagina 81, ha a
demonstrar que toda a parte integrante de a é parte integrante de 1 e, reciprocamente,
que toda a parte integrante de 1 é também parte integrante de a. Relativamente a

primeira destas provas, sao estabelecidas inicialmente as relagoes:

1+1_1'1+1_1'1+1_1‘ ' 1 N 1 1
2 1.2 73 23 204 34 37 n4+1 nn+l) n
a partir das quais se obtém o nimero 1:
M S+l by
1.2 23 34 7 n(n+l) n+l
Representando ¢ uma parte integrante arbitraria do ntimero a, a argumentacao segue
. 1 . S . )
considerando m o elemento “mais alto”, isto é, de ordem mais alta, de a que esta
r(r
contido em c. Entao tem-se:
< 1 N 1 n 1 - 1
c—+—+—+ ..+ —
— 12 23 34 r(r+1)

4TVeja-se (Hurwitz, 1878), pag. 12 — citado em (Dugac, 1973), pag. 101.
48Veja-se (Thieme, 1886), pag. 59 — citado em (Dugac, 1973), pag. 135.
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e portanto, por (I), ¢ < 1. Assim, qualquer parte integrante ¢ de a é também uma
parte integrante de 1.
Em relagao a prova de que toda a parte integrante de 1 é parte integrante de a,

Weierstrass afirmas

“Ora admitamos que ¢’ seja uma grandeza numeérica contida em 1, portanto
d <1, de modo a que (¢, ") = 1; entdo, por I), é também

1 1 1
/AN 949
(c,c") _1.2+"'+7“(7‘+1)+r+1'

Na redaccao de Hurwitz nao existe qualquer referéncia anterior que esclareca qual o
significado da terminologia (¢,¢”) = 1. Em todo o caso, pelo facto de ¢’ ser uma
grandeza numérica inferior a 1, parece ser 6bvio existir ainda uma outra grandeza
numérica ¢’ que juntamente com ¢’ perfaca o nimero 1.

Para concluir que ¢ é ainda parte integrante de a, é observado que se pode escolher

r suficientemente grande por forma a que ¢’ > . Entao

r

C’<i+i+i+;
1223 34 rr+1)

pelo que ¢ também esta contido em a.

1 1 1

1.2 23 34 o

Provados os dois passos anteriores, tem-se entao que 1 =
Desta forma, provou-se existirem grandezas numéricas com infinitos elementos que
sao equivalentes a nimeros racionais. A partir deste exemplo, Weierstrass prova ainda

a igualdade entre duas grandezas compostas por uma infinidade de elementos.

Exemplo 2: Mostremos que o niimero:

11
+ =+

1
h=_— —
2 22 23

+ ..

¢ igual ao niimero a, e portanto também igual a 1.

YEm (Hurwitz, 1878), pags. 12 e 13 — citado em (Dugac, 1973), pag. 102.
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uE
1 1 1
i + ,
n n+1l n(n+1)
N S
nn+1) (n+12  nn+1)2
1 1 1

nn+1)2  (n+1)3 + n(n+1)3’

1 1 1

n(n+1)m-1 - (n41)m * n(n+1)m

LN SRR S DR
n n+l (@m+1D2 7 (n+1)m  nn+1l)m
Por exemplo (n=1):
1=ty +1+1”5°
2 22 2m  m

O nimero b é obtido através de uma adicao semelhante & ultima, mas que seja

constituida de infinitas parcelas:

1 1
+ —= + —= + ... ad inf.

1
h= -
2 22 23

Weierstrass apenas se refere a prova de que qualquer niimero que seja parte integrante
de b também o é de a. Em todo o caso, a condicao reciproca desta pode mostrar-se
de um modo semelhante.

Seja c uma parte integrante de b. Entao
1
c§§+—+...+—. (2.1)

Provemos que ¢ é ainda parte integrante de a. Da igualdade (I) do exemplo anterior

edel=1+ 5 +..+ 55 + 5~ (igualdade anteriormente obtida), tem-se

1 n 1 n 1 N 1 - 1 n 1
2 22 gm 9m 19 rir+1) r+1
1 1
Escolhendo r de tal modo que ) < om® Segue da relagdo (2.1) que’
r m
1 . .. .
¢ < —+...4+———. Desta forma se conclui que c é ainda uma parte integrante de a.

1.2 r(r+1)

S9Em (Hurwitz, 1878), pag. 13 — citado em (Dugac, 1973), pag. 102.
51Tratando-se claramente de uma gralha, o original consultado apresenta a desigualdade ;5 > 7=

em vez de m < 5w — veja-se (Hurwitz, 1878), pdg. 13 (citado em (Dugac, 1973), pag. 102).
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E evidente que os dois exemplos anteriores sio apenas casos particulares de um
vasto conjunto de grandezas numeéricas com infinitos elementos, existindo muitas que
nao sao iguais a nenhum racional. E, mesmo antes de definir as possiveis operagoes so-
bre estas grandezas, Weierstrass observa conhecerem-se ja procedimentos semelhantes

para a obtencao de novos niimeros, sendo um exemplo o caso das raizes quadradas.

“Sempre se foi levado ao alargamento do dominio numérico quando se chegou
a uma operacao impossivel. Por exemplo nas raizes quadradas. Nestas dltimas
tinha-se um algoritmo definido para, em tais raizes que tinham um sentido
(racional), encontrar efectivamente o nimero. Também ainda se aplicava o
mesmo [algoritmo] quando a raiz nao “dava certo” e obtinha-se entao uma fracgao
decimal que se prolongava até ao infinito. Em todo o caso, definia-se por exemplo
v/2 encontrando pelo dito algoritmo para cada casa (decimal) um ntimero deter-
minado. Entao podia dizer-se: nao ha decerto nenhum racional que, multiplicado
por si mesmo, dé 2, mas pode estabelecer-se uma série de nimeros racionais, dos
quais cada um dos mais tardios se aproxima mais desta propriedade do que um

dos mais precoces.”>?

Se bem que este seja apenas um exemplo daquilo que actualmente designamos por
numero irracional, podemos ver ilustrada nesta citacao uma obtencao de irracionais
através de limites de nimeros racionais. E, apesar de ainda nao termos abordado o
modo como na redacc¢ao de Hurwitz é definido um irracional, podemos ja adiantar que
nao encontramos ai explicita esta ideia de ser o limite de uma sucessao de ntimeros
racionais. Em todo o caso, tal podera depreender-se de toda a teoria que ai é apresen-
tada. A seguinte passagem do final da redaccao de Thieme esclarece que Weierstrass

tinha, de facto, esta ideia bem presente (se nao em 1878, pelo menos ja em 1886).

“Na vizinhanca de qualquer grandeza numérica irracional ha contudo uma
quantidade arbitraria de grandezas numeéricas racionais, que se lhe tornam arbi-
trariamente préximas. Deste modo, qualquer grandeza numérica irracional arbi-

traria é um limite de racionais, quer dizer, dos que neste caso estdo definidos.”®?

52Em (Hurwitz, 1878), pag. 14 — citado em (Dugac, 1973), pag. 103.
53Em (Thieme, 1886), pag. 59 — citado em (Dugac, 1973), pag. 135.
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2.3.2 Numeros finitos e nimeros infinitamente grandes

E exactamente numa subseccdo intitulada Nidmeros finitos e nimeros infinita-
mente grandes, da redaccao de Hurwitz, que Weierstrass observa que nem todas as
grandezas numeéricas formadas de infinitos elementos podem ser comparadas. Se estas
entidades se identificassem com as séries numéricas usuais, cujos termos sao positivos,
poderiamos desde ja4 compreender a razao para que tal sucedesse. Isto porque, se
existem séries numéricas de termos positivos cuja soma é igual a um ntimero real
efectivo (as séries convergentes), existem outras (as divergentes) cuja soma é infinita e
que, portanto, nao sao associadas a nenhum real. Pretendendo Weierstrass construir
um conjunto de nimeros, associando-os a grandezas numéricas, apenas tem sentido
comparar e operar com aqueles que possuam um valor finito (que designa por nimeros
finitos), e nao com os que denomina de infinitamente grandes. Podemos entao entender
que tais numeros finitos se identificam com os numeros reais positivos. Por isso
a presente seccao é exactamente o cerne de toda a construgao dos nimeros reais
elaborada por Weierstrass.

Em todo o caso, devemos apontar desde ja nao existir uma completa identificacao
entre as séries usuais e as grandezas numéricas de Weierstrass. A diferenca entre tais
entidades ¢ justificada pelo facto de a nocao de conjunto estar presente na definicao de
grandeza numérica, razao pela qual nao é pressuposta uma ordenacao dos seus elemen-
tos. Esta questao, que igualmente é observada pelo matematico, serd desenvolvida na
seccdo 2.3.3.8 Reformulacio do critério de somabilidade. E de referir, inclusivamente,
que Weierstrass utiliza também para as suas somas a designacao de séries. Desta
forma, terda a necessidade de introduzir a terminologia de séries incondicionalmente
convergentes por forma a distinguir as suas séries das usuais, que designa por séries

condicionalmente convergentes.

Definicao 2.3.4 Diz-se que uma grandeza numérica a tem um valor finito se
existirem grandezas ¢ compostas duma quantidade finita de elementos, que sejam

maiores do que a.
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Repare-se entao que para averiguar se as grandezas compostas de uma infinidade
de elementos possuem, ou nao, um valor finito, Weierstrass faz intervir grandezas com

um numero finito de elementos que, obviamente, tém um valor finito.

Defini¢cao 2.3.5 Uma grandeza numérica a diz-se infinitamente grande se qualquer
nimero ¢, que seja composto dum niimero finito de elementos, for parte integrante de

a.

Desta definicao decorre que qualquer nimero contendo uma quantidade finita de
elementos é parte integrante de quaisquer grandezas infinitamente grandes a e b.
Portanto, tem-se sempre a = b, sendo impossivel estabelecer quando a < boua > b. E
observando exactamente que nao se pode calcular com ntimeros infinitamente grandes,
que Weierstrass justifica o facto de a restante teoria por si apresentada se referir apenas

a niameros finitos®?.

5Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 16 — citado em (Dugac, 1973), pag. 104.
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2.3.2.1 Consideragoes acerca do conceito de grandeza numérica

A redacgao de Hurwitz peca pela falta duma terminologia concreta para designar
os diferentes tipos de grandezas numeéricas definidos ao longo do curso. Por esta razao,
pareceu-nos oportuno esclarecer que “ntmeros” Weierstrass definiu até este ponto.

O recente conceito de numero finito, isto é, de uma grandeza numérica cujo valor
seja finito, nao serd mais do que um niimero real positivo. Destes ntimeros, h& a con-
siderar dois tipos: aqueles que sejam compostos duma quantidade finita de elementos,
os ditos numeros usuais mistos (racionais positivos), e aqueles que possuam uma
infinidade de elementos mas que nao sao equivalentes a nenhum nimero usual misto.
Para estes ultimos Weierstrass nao reservou, na redacgao de Hurwitz, nenhuma termi-
nologia especifica, mas
repare-se que correspondem aos numeros irracionais positivos. Em todo o caso, é
de referir que, tal como havia sucedido para a terminologia niumero racional, também
podemos encontrar nas redacgoes de Hettner e de Thieme a terminologia de nimero ir-
racional®. Deve notar-se igualmente que, decorrendo das abordagens ai seguidas, esta
ultima designagao abrange quer os niimeros irracionais positivos, quer os irracionais
negativos.

Antes mesmo de considerar as operagoes com numeros finitos, vejamos como de-
veremos interpretar os ntmeros reais positivos na forma como foram definidos por
Weierstrass. Conforme ja observamos, a relacao de igualdade entre duas quaisquer
grandezas, definida na pagina 81, podera interpretar-se como sendo uma relacao de
equivaléncia. Em particular, para o caso de tais grandezas numéricas serem numeros
finitos. Por esta razao, os numeros reais positivos podem identificar-se com os
representantes de todas as classes de equivaléncia da relacao de igualdade, quando
a consideramos definida exactamente no conjunto de todos os nimeros finitos.

Na redaccao que Hettner elaborou do curso Introducao a Teoria das Fungoes
Analiticas, leccionado por Weierstrass no ano de 1874, podemos ainda encontrar a

representacao de um nimero real positivo a custa de frac¢oes decimais. Weierstrass

55Vejam-se (Hettner, 1874), pag. 36 e (Thieme, 1886), pag. 59 — citados em (Dugac, 1973), pags.

129 e 134, respectivamente.
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mostra que, de um modo geral,

“Se tivermos uma série de nameros inteiros [positivos|

17917927937 sy onde g1 < g2 <g3

e formarmos os elementos que tém as grandezas g1, g2, g3, ... como denominadores,

entao é sempre possivel representar qualquer grandeza numérica por uma série

de tais elementos (...)”>6

Deduz entao que todo o nimero a pode ser escrito na forma:
1 1 1
a = ho + hl— + h2—2 + h3—3 + ceey
g g g

de modo a que Ay, ho, hs, ... tomem valores entre 0, 1,2, 3, ..., g—2, g—1. Nesta redaccao
de Hettner as grandezas numéricas compostas de elementos positivos sao também
identificadas com os niimeros reais positivos. Assim, o desenvolvimento decimal de um
real positivo serd um caso particular da igualdade anterior para g = 10. O modo como
Weierstrass define a relagao de igualdade entre duas grandezas numéricas representadas
em fraccao decimal assume um papel fundamental na obtencao do desenvolvimento
decimal dos niimeros reais. Considerando iguais duas tais grandezas apenas quando
elas coincidirem ¢(...) em todos os algarismos individuais (...)” 37, Weierstrass afirma que o
desenvolvimento dum ntimero arbitrario numa fraccao decimal, que é sempre possivel,
serd unico. Por um ntmero real positivo, nao deverd entao entender-se nada mais do
que uma tal série numérica. No entanto, Weierstrass parece nao se ter apercebido
(pelo menos, tanto quanto os extractos disponiveis da redacgao de Hettner permitem
concluir) de que o desenvolvimento de um niimero em fracgao decimal nao é, de facto,
tnico. Note-se, por exemplo, o caso do nimero 1 que admite os dois desenvolvimentos:

1 1 1 1 1 1
— 4+ 0-—=4+0-—=+... ¢ 04+9—4+9—+9— + ...

140
* 10 102 103 10 102 103

56Em (Hettner, 1874), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 128.
5TEm (Hettner, 1874), pAg. 27 — citado em (Dugac, 1973), pag. 128.



91

2.3.2.2 Operagoes com nimeros finitos

Tendo, até ao momento, sido definidas as operacgoes de adicao e multiplicacao de
nimeros usuais mistos, o curso de Weierstrass relativo a redac¢ao de Hurwitz prossegue
com as definicoes das mesmas operacoes relativas agora a nimeros finitos.

Relativamente a primeira destas operacgoes aritméticas, Weierstrass afirma

“A definicdo de adi¢do de nimeros com infinitos elementos é a mesma que

para nameros inteiros, e também valem para ela as leis da adigdo. (Decerto

apenas para uma quantidade finita de parcelas.)”>®

Repare-se que na citagao anterior nao tem sentido considerar a adicao de niimeros com
infinitos elementos como sendo a mesma do que para nimeros inteiros. Isto porque,
para adicionar nimeros finitos teremos de adicionar os seus elementos, que poderao
ser partes exactas da unidade; e estes elementos nao sao considerados na adicao de
nimeros inteiros ou usuais. Weierstrass deveria querer referir-se a adicao de nimeros
complexos, troca esta que podera justificar-se pelo facto de a definicao da operacao
de adicao 2.1.6, pagina 66, se referir em conjunto para niimeros usuais e para nimeros
complexos. Em todo o caso, seria mais imediato considerar a definicao da operacao
de adicao de ntimeros finitos como uma extensao daquela relativa a niimeros usuais
mistos, pagina 75.

Tal como é notado na transcri¢cao anterior, apenas poderemos considerar somas que
envolvam uma quantidade finita de parcelas®. O caso de somas de infinitas parcelas
(do qual as proprias grandezas numéricas compostas de infinitos elementos sdo um
exemplo) serd considerado apenas mais adiante, na sec¢ao 2.3.2.3 Somas de infinitos
numeros.

A definicao de multiplicacao entre quaisquer grandezas numéricas mantém o mesmo
enunciado relativamente & operacao entre niimeros usuais mistos, ou seja, em relacao

a definicao 2.2.7, pagina 77.

58Em (Hurwitz, 1878), pag. 16 — citado em (Dugac, 1973), pag. 104.
59Segundo Dugac esta observacéo foi feita pelo proprio Adolf Hurwitz — veja-se (Dugac, 1973),

pag. 81.
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Definicao 2.3.6 O produto a.b de dois quaisquer niimeros a e b obtém-se multipli-
cando cada elemento de a por cada elemento de b e formando a soma destes produtos

singulares.

Proposicao 2.3.1 O produto a.b tem um valor univoco completamente determinado,

e tem um valor finito se a e b tiverem valores finitos.

Repare-se que ao serem demonstradas estas duas condi¢oes para nimeros finitos, a
sua validade fica provada para todo o tipo de grandezas que possuam um valor finito,
em particular para nidmeros usuais mistos. Desta forma, podemos perceber a razao
pela qual Weierstrass nao se referiu a esta questao quando abordou a multiplicacao
destes ultimos nimeros, facto este que ja haviamos mencionado na seccao 2.2.2 Oper-

GCOES COM NUMETOS USUALS MISLOS.

Demonstragcao: Mostremos inicialmente que o produto a.b tem um valor univoco
completamente determinado. Para determinar o produto a.b, basta saber o niimero

.1 1
de vezes que um elemento arbitrario — ai ocorre. Mas — apenas poderd ocorrer no
r

r
1
produto a.b quando — for um elemento de a, — um elemento de b e for valida a
T T2
igualdade:
1 1
Ty T

Ora, o elemento com denominador r; s6 ocorre em a em quantidade finita, digamos
1 . , .

p1; do mesmo modo, o elemento — apenas ocorrerd em b um numero finito de vezes,
T2

digamos ps. Além disso, r apenas se pode escrever finitas vezes em funcao de dois

factores, ou seja, existird um certo n para o qual:

1 11 1 1

. . ,
r T T2 Ton—1 Ton

1
representam elementos de a e — elementos de b. Representando por p; as
Ton—1 Ton
ocorréncias de cada um destes elementos, podemos entao determinar sempre quantas

1
vezes um elemento — ocorre no produto ab, a saber, py.ps + ... + p,.pni1 vezes. Desta
r

forma, o produto ab tem um valor determinado.
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Vejamos agora a forma como Weierstrass justifica o facto de o produto a.b ser finito
sempre que a e b saos finitos. Pela definicao 2.3.4 de grandeza numérica com wvalor
finito, pagina 87, a.b sera finito se existir um niimero composto de uma quantidade
finita de elementos que seja maior do que a.b. Pelo facto de a e b serem finitos,
existem numeros a’ e b, compostos de uma quantidade finita de elementos, que sao

maiores do que qualquer nimero composto de elementos de a e b, respectivamente.

/
PERED

Sejam aq, v, ..., Q... 0s elementos de a e of,a),...,« os de b, ordenados por
ordem crescente. Escolha-se, arbitrariamente, uma parte integrante ¢ de a.b. Essa
parte integrante serd formada, por multiplicacao, a partir duma certa quantidade de
elementos de a e b, dos quais nenhum dos de a contém um elemento superior a «, e

nenhum dos de b contém um elemento superior a . Desta forma, teremos:
c<(og+ag+..+a.)(a]+ah+...+a)).

Como® o't > (a1 + g + ... + ;) () + & + ... + &), também a'b’ > c. Portanto
a’b’ ¢ um produto maior do que qualquer parte integrante arbitraria de ab, e portanto
maior do que o proprio ab. Sendo @'’ um nimero composto duma quantidade finita

de elementos, conclui-se entao que o produto ab é finito.
[ |

Relativamente a operacao de multiplicacao de quaisquer grandezas numéricas, é
ainda referida, sem qualquer prova, a validade das seguintes propriedades®!:

(1) ab=ba

(IT) abe = acb

(ITI) a(b+c¢) = ab+ ac

Facilmente depreendemos que estas leis resultam de uma simples aplicacao da definicao

60Muito embora Weierstrass nio o refira, a desigualdade que se segue a'b’ > (a1 + ag + ... +
ar)(a) + oy + ... + o) decorre do facto de, para ntimeros usuais mistos arbitrarios a, b, ¢, d se ter
(a>b ANe>d) = ac>bd. A prova deste resultado obtém-se de imediato a partir da defini¢do da
relagao de desigualdade entre niimeros usuais mistos e das propriedades da multiplicagdo de ntimeros

usuais mistos.
61Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 17 — citado em (Dugac, 1973), pag. 104.
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2.3.2 de 1gualdade de grandezas numéricas, pagina 81, e da defini¢ao 2.2.7 de multipli-
cacao de numeros usuais mistos, pagina 77. Obviamente que a propriedade distributiva
da multiplicacao em relacao a adicao se refere apenas a somas de um nimero finito
de parcelas, sendo abordada na seccao 2.3.2.3.3 Extensao da opera¢ao multiplica¢ao a

sua extensao para uma quantidade infinita de parcelas.

Acerca do préximo resultado, Adolf Hurwitz acrescenta na sua demonstracao uma

nota referindo-se a sua incorreccao.

Proposicao 2.3.2 “Se for b > b, entdo também ab’ > ab.”®?
Demonstracgao:

“De b’ > b segue que existe um ntmero ¢ composto de finitos elementos,
que esta contido em b mas nao em b; b’ = (¢, c); entdo se ¢ = (¢, ") onde
novamente ¢’ contém uma quantidade finita de elementos, entdo ¢ b > ¢ + ¢’
e ¢+ " > b, e consequentemente ab’ > a(c + "), a(c + ") > ab, portanto

finalmente ab’ > ab q.e.d.”%3

Dugac refere em nota de rodapé que Hurwitz escreveu na margem desta demonstracao

“nao rigorosamente”%?,

A incorreccao da prova exibida por Weierstrass deve-se ao facto de ser assumida
a propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a adi¢cao para ntmeros fini-
tos, a qual ainda nao se provou. Esta suposicao permitiu obter incorrectamente as

desigualdades ab/ > a(c+ ") e a(c+ ") > ab.

62Em (Hurwitz, 1878), pag. 17 — citado em (Dugac, 1973), pAg. 104.
53Em (Hurwitz, 1878), pag. 17 — citado em (Dugac, 1973), pags. 104 e 105.
64Veja-se (Dugac, 1973), pag. 105.
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2.3.2.3 Somas de infinitos niimeros

Até este ponto, apenas pudemos considerar somas com um numero finito de parce-
las. Ora, na subseccao da redaccao de Hurwitz cujo titulo é exactamente Somas de
infinitos niimeros, é desenvolvida toda uma teoria geral acerca da adicao de infinitos
ntmeros. E de notar, em todo o caso, que as grandezas numéricas com infinitos
elementos sao elas proprias somas com uma infinidade de parcelas. Assim, podemos
encontrar na presente seccao alguns pontos da teoria relativa a este tipo de grandezas
que, por opcao de Weierstrass, nao foram na altura desenvolvidos. Dada a proximidade
entre grandezas com infinitos elementos e somas de infinitos niimeros, é inclusivamente
compreensivel que alguns conceitos desenvolvidos nesta seccao sejam mesmo uma
extensao de conceitos relativos ao primeiro tipo destas entidades. Esta semelhanca

podera ainda notar-se em exemplos dados ao longo do curso.

“Para que uma tal soma |de infinitas parcelas| tenha um valor finito é preciso,

antes de mais, que nenhum elemento ocorra infinitas vezes.”%

Isto porque, caso contrario, toda a grandeza numeérica composta de uma quantidade
finita de elementos seria inferior a essa soma, logo, por defini¢ao, essa soma nao teria
um valor finito.

O critério formulado para averiguar se uma soma com infinitos niimeros possui
ou nao um valor finito, acaba por ser uma mera reformulacao da definicao 2.3.4 de
grandeza numérica com valor finito, pagina 87. Adoptaremos a designacao de Critério
de somabilidade para este critério, de acordo com aquela utilizada por Dugac no seu

artigo (Dugac, 1973)%6.

5Em (Hurwitz, 1878), pag. 18 — citado em (Dugac, 1973), pag. 105.
66Veja-se (Dugac, 1973), pag. 81.
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2.3.2.3.1 Critério de somabilidade

.~ 3. L. . . , . v v
Proposicao 2.3.3 “Para que uma série de infinitos ntimeros [sejal soméavel e tenha um valor
ni r ma, é n ATl uficien u mostrar xisténcia duma grandez
finito para soma, é necesséario e suficiente que se possa mostrar a existéncia duma grandeza

numérica que seja maior do que qualquer soma formada a partir duma quantidade arbitraria

dos nimeros da série.”%”

Este critério permite que desde ji4 compreendamos a razao pela qual as séries
de Weierstrass diferem das séries usuais (sendo que, para ja, nos possamos apenas
referir a séries compostas por elementos positivos). Isto porque a grandeza numérica
que garante a somabilidade de uma série de Weierstrass é “maior do que qualquer
soma formada a partir duma quantidade arbitraria de nimeros da série”. E, portanto,
explicita a independéncia na ordenacao dos ntimeros de tal série, o que nao sucede com
as séries usuais.

Que seja possivel mostrar para uma determinada série a existéncia de uma grandeza
numérica que seja maior do que qualquer soma de uma quantidade arbitraria de
nimeros da série, depreende-se, tal como refere Weierstrass®®, do exemplo apresentado
de seguida. Este exemplo denota a proximidade ja referida entre somas de infinitos
nimeros e grandezas compostas de uma infinidade de elementos.

No segundo dos exemplos apresentados na seccao 2.3.1.2 Exemplos de grandezas

com infinitos elementos equivalentes a niumeros racionais, foi obtida a seguinte igual-

dade :
1 1 1 1

5_a+1+(a+1)2+'"+(a+1)m+a(a+1)m '

Considerando infinitos nimeros by, ..., b,, ... inferiores a um dado ntamero b, é formada

a série de termos

1 1 1
by. , ba. gy e ———
a+1" 7" (a+1)2 (a+1)m
1
Sendo brm, relativamente a r, o membro mais elevado de entre os nimeros da
a T

série, a soma S de uma quantidade arbitréaria destes niimeros verifica as desigualdades:

1 1 1 1 1 1
S < by. bs. it b/ <O —+ ..+ ——— b.— .
- 1a+1+2 a T (a+1)’"< (a+1+ +(a—|—1)’")< a

S"Em (Hurwitz, 1878), pag. 18 — citado em (Dugac, 1973), pag. 105.
68Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 18 — citado em (Dugac, 1973), pag. 105.
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. . . 1 .
Obtivemos entao uma grandeza numeérica, b—, maior do que qualquer soma composta
a

de niimeros da série numérica considerada, conforme pretendido.

Na redaccao de Hurwitz podemos apenas encontrar uma prova da condicao sufi-

ciente do critério de somabilidade, a qual apresentamos de seguida.

Demonstragao: Pretende entao provar-se que, caso exista uma grandeza numérica
maior do que qualquer soma de uma quantidade arbitraria de ntimeros de uma série
numeérica, esta série terd uma soma finita.

Mas para obter a soma dos infinitos nimeros ai, as, as,... de uma série numeérica
basta determinar o nimero de vezes que um elemento « ai ocorre, e juntar todos os
elementos a. Tendo em conta as palavras que se seguem de Weierstrass, cada um

destes elementos ocorrerd na série apenas um nimero finito de vezes.

“Nenhum [elemento] pode ocorrer infinitas vezes, porque se m for o niamero
que é maior do que qualquer soma »_ a; que ¢ formada a partir dos nimeros
ai,a9,as, ..., entao ja a partir do elemento infinitas vezes ocorrente poderiamos

compor um ndmero suficientemente grande, que desse uma soma > m, 0 que

contradiria a pressuposta propriedade de m.”%°

A argumentacao segue considerando agora que «, 3,7, ... representam nao apenas 0s

elementos, mas também a quantidade de vezes que eles ocorrem na série numérica.

Entao a soma dos nimeros aq, as, as, ... € a mesma que a soma dos elementos «, (3,7, ...
o

Portanto, Z a; sera finita se também for finita a soma dos seus elementos, ou seja, se
i=1

existir uma grandeza composta de uma quantidade finita de elementos que seja maior

do que a+ (+v+... . Dos elementos a, 3,7, ..., € escolhida uma quantidade arbitraria

(finita) de soma b. Sendo a’,a”,a", ...,a™ aqueles dos nlimeros ay, as, as, ... que contém

os elementos escolhidos (obviamente em quantidade finita), tem-se a’ + ... + a™ > b.

Mas, por hipo6tese, existe um niimero m que é maior do que qualquer soma de niimeros

da série ay, as, as, ..., em particular, m > o’ +...+a™ . Como ¢ +a”" +a" + ... +a™

S9Em (Hurwitz, 1878), pag. 19 — citado em (Dugac, 1973), pags. 105 e 106.
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é um numero com uma quantidade finita de elementos, pela propriedade transitiva da
relacao de desigualdade vem que m > b.

Desta forma, provou-se a existéncia de uma grandeza numérica com um nimero
finito de elementos, a soma a’ + a” + a” + ... + a™, que é inferior a qualquer soma
de elementos entre «, 3,7,... . O que significa, pela definicao 2.3.4, pagina 87, que a

soma « + 3+ v + ... é finita. Portanto, também é finita a soma a; + as + a3z + ... .
[ |

Uma vez que a operacao de adicao sé se aplicava, até aqui, a uma quantidade finita
de ntimeros, tornou-se necessario generalizar agora algumas propriedades para somas
de infinitos nimeros. A primeira delas, a qual se refere a proposicao seguinte, pode ser
entendida como uma extensao a tais somas das transformacoes validas para grandezas
numeéricas compostas de uma infinidade de elementos.

Apos a prova desta proposi¢ao, segue-se o paragrafo Soma por partes, no qual se
justifica a aplicacao das propriedades comutativa e associativa na obtencao das somas

das séries de Weierstrass.

Proposigao 2.3.4 “(...) numa soma com infinitos membros, o igual pode ser substituido

pelo igual sem alterar o valor da soma. (...) [isto €] se a1 = a},as = d), etc., também

a1 +az+az+.. = a)+ay+ay+.. .0
/
> ai > a;

Demonstragao: Ora, pela definicao 2.3.2 de igualdade entre grandezas numéricas

70

compostas de infinitos elementos, pagina 81, basta provar que qualquer niimero ¢ que
esteja contido numa das somas também o estd na outra.

De seguida, Weierstrass considera, em vez da soma a; + as + as + ..., a soma
a+ B+ v+ ..., onde «, (3,7, ... sao os elementos da série aq,as,as,... Analogamente,
passa da soma a} +ahy+as+... asoma o'+ '+ + ..., sendo &', 3,7, ... os elementos
de a},a},dy, ... . Em todo o caso, subentende-se do decorrer da demonstragao que,

tal como ja havia acontecido na prova da proposi¢ao 2.3.3, também agora «, (3,7, ...

""Em (Hurwitz, 1878), pag. 20 — citado em (Dugac, 1973), pag. 106.
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e o,3,7,... representem nao apenas os elementos das respectivas grandezas, mas
também o nimero de vezes que nelas ocorrem.

A argumentacao seguiria agora com a prova de dois passos: primeiro que qualquer
parte integrante de ) a; é parte integrante de > a e finalmente a condigao reciproca
desta. Na redaccao de Hurwitz, podemos apenas encontrar a primeira destas provas.
A razao para que tal suceda deve-se ao facto de a relacao de igualdade entre quaisquer
grandezas numéricas, a qual se definiu na pagina 81, verificar a propriedade simétrica.

Sendo ¢ uma parte integrante arbitraria de >  a; (ou, o que é o mesmo, de
a+ [+ v+ ..), podemos transformar ¢ num nimero ¢/, de modo a que ¢ também
contenha alguns (mas nao todos) dos elementos «, (3,7, ..., quando muito tantas vezes
quantas y_a;. Mas assim podemos escolher em «, 3,7, ... uma quantidade finita de
elementos cuja soma seja superior a c. Designando por aq,as, ..., a, as grandezas a;
onde foram escolhidos tais elementos, tem-se a; +as+ ... +a, > c e, portanto, também
a'y +a's + ... + a', > c. Desta forma, ¢ ¢ ainda uma parte integrante da soma >_ al,

conforme pretendido.
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2.3.2.3.2 Soma por partes

“Seja dada uma quantidade infinita de grandezas numeéricas, cuja soma tenha
um valor finito. Pode entdo decompor-se esta série numérica em grupos; a quan-

tidade destes grupos pode ser finita ou infinita, e cada grupo pode novamente

conter uma quantidade finita ou infinita de grandezas numéricas.””!

Mesmo antes de demonstrar que, qualquer que seja a decomposicao considerada, o
valor da soma de uma série nao se altera, Weierstrass d4 um exemplo de uma tal

reordenacao dos membros de uma série.

Exemplo: Considere-se a soma:

& 1 1
> T

p=1 =1

e prove-se inicialmente que possui um valor finito. Escolhendo uma quantidade arbi-
traria (finita) de membros, onde [ é o mais elevado valor de A ocorrente, e m o de p,

obtém-se uma soma S que verifica as desigualdades seguintes:

l

” 1 1 L1 & 11
SSZZ@H)A(H 1) S;(aﬂ)xg(bﬂ)u Sah

p=1 A=1

Apesar de nao ser justificada, repare-se que a tltima das desigualdades decorre da

expressao:
1 1 1 1 1

n n+1+ (n+1)2+"'+ (n+1)m+n(n+1)m’

obtida no segundo dos exemplos apresentados na seccao 2.3.1.2 Exemplos de grandezas

. . . L 11 .
com infinitos elementos equivalentes a niumeros racionais. Desta forma, s ¢ maior
a

do que a soma de quaisquer membros arbitrarios (em quantidade finita) escolhidos na
oo o0
1 1
série numérica, pelo que a soma é finita.
o asoma 353 L
A decomposicao da série dada em grupos é feita considerando um niimero infinito

de grupos, contendo cada um deles uma infinidade de grandezas numeéricas.

""Em (Hurwitz, 1878), pag. 21 — citado em (Dugac, 1973), pag. 106.
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“Aqui s6 é facil realizar uma decomposi¢do em grupos, a saber

S 1 1 1 1 1
Zz(a—i-l))‘(b-i—l)“ T b+l <a+1+ (a+1)2+'“>

p=1x=1

+11+1++”72
Gre a1 T e ) T

A garantia de que um qualquer reagrupamento dos termos de uma série numérica

nao altera o valor da sua soma é estabelecida na proposicao seguinte.

Proposigcao 2.3.5 “Se se decompuser uma série infinita de ntimeros em grupos, se juntarem
os nameros de cada grupo somando-os, e depois se adicionarem todos os grupos uns aos outros,

entdo a soma final ¢ igual a soma da série infinita dos nameros.””

Demonstragcao: Sendo aq, as, az, ... a série de nimeros, sao inicialmente considerados
0s grupos aj + aj + af + ...; ag + a4y + af + ...; ..., cujas correspondentes somas sao
designadas pelos nimeros by, bo, ... .

Pela definicao 2.3.2 de igualdade entre ntimeros finitos, pagina 81, para mostrar o
pretendido seria necesséario considerar dois passos: primeiro que toda a parte integrante
de >, a; ¢ uma parte integrante da soma dos grupos, isto é, de Y .(a; + a; + a] + ...);
e finalmente a condicao reciproca desta. Weierstrass optou por uma prova diferente.
Atendendo a que um elemento « ocorre finitas vezes na soma a; + as + as + ..., basta
mostrar que este niimero de ocorréncias é exactamente igual aquele relativo ao elemento
« na soma by + by + b3 + ... . Se « ocorrer nos numeros a,b, ..., g da série numérica,
entao ele apenas ocorrerd naqueles dos grupos by, by, ... que tiverem um dos nimeros
a,b,...,g como parcela. Portanto ele ocorrera na soma b, + by + ... exactamente tantas
vezes como em aj + as + ..., sendo isto valido para qualquer elemento arbitrario da

soma Y a;.
|

Tendo em conta o modo como sao construidos os grupos de somas by, bs, ... na
demonstracao anterior, podemos, mais uma vez, comprovar que nas séries de Weier-

strass nao é pressuposta nenhuma ordenacao nos seus termos. Serd por esta razao que

“Em (Hurwitz, 1878), pag. 21 — citado em (Dugac, 1973), pag. 107.
Em (Hurwitz, 1878), pag. 22 — citado em (Dugac, 1973), pag. 107.
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a decomposicao em grupos de uma tal série pode ser feita comutando convenientemente

as suas parcelas.

O reciproco desta proposi¢cao é também enunciado.

Proposigao 2.3.6 “Seja by + by + ... uma soma de infinitos membros. Seja possivel repre-

sentar b, como uma soma de infinitas grandezas numéricas. b, = a, +a;, +ay + ... . Entao é

Z h= Za.n74

Pressupondo, tal como é observado por Hurwitz, que Y b tem um valor finito, a

prova deste resultado é em tudo semelhante & demonstracao da anterior proposicao

2.3.5.

™Em (Hurwitz, 1878), pag. 22 — citado em (Dugac, 1973), pag. 107.
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2.3.2.3.3 Extensao da operagao de multiplicagao Tal como foi observado na
seccao 2.3.2.2 Operagoes com numeros finitos, a adicao de nimeros finitos apenas
poderia considerar-se para uma quantidade finita de parcelas. Assim, relativamente &

operacao de multiplicacao definida igualmente para ntimeros finitos, as leis
ab = ba; abc = acb; a(b+ ¢) = ab+ ac

seriam validas apenas para somas com um numero finito de termos. Por forma a
que tenha sentido efectuar um produto de somas constituidas por uma infinidade de
parcelas, Weierstrass formula a seguinte definicao, que é apenas uma extensao da

definicao 2.3.6, pagina 91, relativa a nimeros finitos.

icao 2.3. ra multiplicar uma séri a r outr m multi-
Definicao 2.3.7 Para Itiplica a série A por outra ) b, tem de se It
plicar cada niimero ay que ocorre na primeira série por cada nimero b, que ocorre na

segunda das séries, e formar a soma destes produtos singulares, ou seja,

00 00 oo 00
E a) E b# = E E a,\bu.
A=1 n=1 A=1 p=1

A exposicao que se segue na redaccao de Hurwitz, respeitante a produtos de
séries é extremamente obscura, nao se entendendo com clareza o que é pretendido
por Weierstrass. Em todo o caso, devemos referir que podemos ai encontrar a prova
de que > > ayb, é finito sempre que > ay e Y b, o sejam. Weierstrass atribui ainda
um significado a > > axb,, pelo que o produto de duas séries fica completamente
determinado. Através da decomposicao dos nimeros finitos ay, as, ..., b1, ba, ... N0OS seus

elementos constituintes, d4 um significado a expressao ) > ayb,, a saber:

Z ZCL)\Z)‘u = (a1b1 —+ ale + a1b3 + ) + (ale + CLQbQ + a2b3 + ) + ...
A=1 p=1
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2.3.3 Operacoes indirectas e novos nimeros

Se bem que na redaccao de Hurwitz nao exista nenhum titulo de uma secgao que
“anuncie” a criacao de novos numeros, os elementos opostos, a sua importancia na
construcao dos ntimeros reais parece justifica-lo.

Se, por um lado, as definicoes das operagoes de adicao e multiplicacao foram
sucessivamente estendidas por Weierstrass até abrangerem os niimeros finitos até aqui
definidos, o mesmo nao sucedeu com as operacoes de subtraccao e divisao que designa

de “indirectas”™.

A operacao de subtraccao apenas se definiu para nimeros usuais
a e b, cumprindo a condicao a > b, nao tendo sido portanto criado o conjunto dos
nimeros inteiros negativos. J& a operagao de divisao foi um pouco mais além, sendo
definida para ntimeros usuais a e b, mas nao sendo condi¢ao necessaria que a fosse
um multiplo de b. Desta forma, a operacao de divisao permitiu a criacao dos nimeros
usuais mistos, ou seja, dos racionais positivos. Ora, é evidente que estas duas tltimas

operacoes de subtraccao e divisao necessitam de ser estendidas aos outros conjuntos

de nameros. E, tal como afirma Weierstrass:

“(...) para podermos atribuir um sentido a subtrac¢ao em todos os casos,
temos de alargar o dominio numérico. No entanto, com a divisdo nao [acontece
assim|. Esta aparente incongruéncia provém de acima ja termos introduzido as
partes exactas, e portanto ja ai termos alargado o dominio numérico, embora

apenas com base na divisao.”"®

O conjunto de todos os nimeros até aqui definidos serd entao alargado com a
juncao dos elementos opostos, isto é, dos simétricos de todos os elementos existentes.
Mas a introducao destes novos ntimeros ird tornar novamente “desactualizadas” as
defini¢oes das diferentes operacoes aritméticas, bem como os conceitos relativos a
comparacao de numeros. A reformulacao de todos estes conceitos ird portanto culminar
com a obtencao de um dominio numérico incluindo todos os ntmeros definidos até
ao momento, os numeros finitos, bem como os seus simétricos. Pelo facto de ficar

munido de um conjunto de operacoes aritméticas que lhe conferem a estrutura de

Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 24 — citado em (Dugac, 1973), pag. 108.
"Em (Hurwitz, 1878), pag. 24 — citado em (Dugac, 1973), pag. 108.
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corpo ordenado completo, poderemos entao identifica-lo com o conjunto dos nimeros

Teqts.

2.3.3.1 Extensao da operacao subtracg¢ao e elementos opostos

Genericamente, a operacao de subtraccao é definida da seguinte forma:

Definigao 2.3.8 Dados a e b nimeros finitos, a sua diferenca, (a — b), é o niimero

que adicionado a b, da soma a.

Dai que (a — b) + b = a seja a equagao definidora da subtracgao.

Vejamos como construir estas diferencas, por forma a que a operagao de subtracgao
esteja definida para quaisquer nimeros finitos a e b. Sao inicialmente consideradas
grandezas tais que a > b, podendo estas ser compostas por uma quantidade finita ou
infinita de elementos. E serd ao abordar o caso em que se tenha a < b que surgira a

necessidade de introduzir novos ntimeros, os elementos opostos.

e Se a e b forem niimeros com quantidade finita de elementos e a>b,
entao a diferenca obtém-se facilmente. Serd apenas necessario aplicar ao nimero a
as transformacoes definidas sobre niimeros usuais mistos, abordadas na seccao 2.2.1
Comparacao de nimeros usuais mistos. Transformando a em o' + a”, onde a’ contém
os mesmos elementos (e mais nenhum) que b e tantas vezes quantas b, obtém-se de

imediato a diferen¢a procurada, a saber, o ntimero a”.

e Se a>b mas a e b forem niimeros com infinitos elementos, a diferenca
nao pode ser formada directamente. Weierstrass afirma’" que também neste caso
existem procedimentos para obter (a — b). A construgdo deste ntimero é descrita na

demonstracao do préoximo resultado.

Proposigao 2.3.7 Se a e b forem grandezas numéricas compostas por uma infinidade

de elementos tais que a > b entao é possivel obter a diferenca a — b.

"Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 25 — citado em (Dugac, 1973), pag. 108.
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Para obter o nimero (a — b), Weierstrass enuncia e demonstra ainda o seguinte

resultado.

Proposigao 2.3.8 Dadas grandezas numéricas a e b, se b+c > a, sendo £ um elemento

arbitrario, entao ou b = a ou b > a.

Demonstracao: Sejam oy, s, ... € 31, s, ... 0s elementos de a e b, respectivamente.
Ora b 4+ ¢ > a significa que, de entre os elementos [31, 3s,...,&, se pode escolher
uma quantidade finita, de tal modo que a soma S dos escolhidos verifique™ S > a.

Relativamente a esta escolha, sao consideradas duas possibilidades:

“(...) ou € ndo precisa de estar entre os escolhidos, sendo entao ja b > a, ou
€ tem necessariamente de se encontrar entre os escolhidos, sendo entao b = a
porque qualquer parte integrante de b é parte integrante de a, e reciprocamente
nao pode haver nenhuma parte integrante de a que nao seja também parte

integrante de b.”™

Sendo o primeiro destes casos imediato, vejamos a argumentacao que poderemos
utilizar para provar que, quando € se encontra necessariamente entre os elementos
escolhidos da soma S, se tem b = a. Ora, pela definicao 2.3.2 de igualdade entre
quaisquer grandezas numéricas, pagina 81, ha que mostrar que toda a parte integrante
de b ¢é parte integrante de a e, reciprocamente, que toda a parte integrante de a é
ainda parte integrante de b. Weierstrass apenas se refere a segunda destas provas.
Mas a sua exposicao torna-se bastante confusa, em parte devido ao facto, ja notado,
de nao distinguir desigualdades no sentido estrito de desigualdades no sentido lato. E
sera também pelo facto de Hurwitz escrever no final desta demonstracao “falso”®®, que
optamos, no que resta desta prova, por uma abordagem diferente.

Mostremos inicialmente que, se £ tem necessariamente de se encontrar entre os

elementos escolhidos de soma S, por forma a que S > a, entao toda a parte integrante

de b é parte integrante de a. Mas toda a soma S’ de quaisquer elementos 31, s, ...

"No original, considera-se a desigualdade no sentido estrito S > a — veja-se (Hurwitz, 1878), pag.
25 (citado em (Dugac, 1973), pag. 109).

“Em (Hurwitz, 1878), pag. 25 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.

80Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 25 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.
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sera tal que S’ < a. Tal significa, pela definicao 2.3.2, pagina 81, que qualquer parte
integrante de b (cuja soma é S’) é parte integrante de a, conforme pretendiamos.
Por redugao ao absurdo, suponhamos agora que existe uma parte integrante de a

que nao é parte integrante de b. Mas entao existe n finito de tal forma que:

Zn:ai<a e Zn:aizb.
i=1 i=1

n
Pelo facto de Zai ser uma parte integrante de a, existe sempre um elemento ¢ tal

1
que:

n
Z a; +¢ < a.
i=1
Como

b+5§iai+5,
i=1

teremos b+ ¢ < a. Mas isto é um absurdo, ja que, por hipotese, se tem b+ > a, para

qualquer elemento ¢.
[ |

Weierstrass esta agora em condigoes de demonstrar a proposicao 2.3.7, a partir da

qual determina a diferenca entre grandezas a e b com infinitos elementos tais que a > b.

Demonstrag¢do [Proposigao 2.3.7]: Da proposi¢ao anterior podemos afirmar que se
for a > b, existem elementos, cuja soma denotamos por S, que podem ser adicionados
a b, de tal forma que se tenha ainda b+S < a. Mais uma vez o original de Weierstrass®'
apenas contempla a desigualdade no sentido estrito, b + 5 < a.

Caso seja b+ S = a, determinamos, por definicao, a diferenca a — b: é a soma S,
ja que adicionada a b d& soma a.

Se b+ S < a, Weierstrass afirma:

11

“Na série de elementos 1, 5, 3, ..., seja entao a o primeiro [portanto, o maior]

que tem a propriedade de ser ainda a > b+ «.”%?

81Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 26 (citado em (Dugac, 1973), pag. 109).
82Em (Hurwitz, 1878), pag. 26 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.
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Aplicando a desigualdade a > b+« 0 mesmo raciocinio que a a > b, podemos encontrar
um elemento o’ (com o < «) tal que se verifique ainda a > b+a+«a’. Uma vez mais a
desigualdade é apenas considerada no sentido estrito®, a > b+ a +a’. Apesar de nao
ser justificada a razao pela qual o < «, é facil verificar a sua validade. Se tivéssemos
o > « entao de a > b+ a, viria a > b+ o/, 0 que contradiria a pressuposicao de « ser
o maior elemento tal que a > b+ «.

Agora, se tivermos a = b+ a + o/, a diferenca a — b esta encontrada. Senao, a
argumentacgao segue de forma semelhante ao caso a > b+ a.

A obtencao da diferenga a — b decorre entao da repeticao sucessiva dos passos

anteriores.

“ Ora se eu puser ¢ = a + o' + o” + ... ad inf., entdo posso mostrar que ¢ é

finito e adicionado a b da a, portanto ¢ ¢ = (a — b).”%
Mostremos entao que c é finito.

“Se V' for uma grandeza que satisfaz a desigualdade a < b+¥', para b’ pode por

exemplo ser escolhido o proprio a, entdao segue-se que a soma duma quantidade

arbitraria de grandezas o tem de ser menor do que b'.”%

Portanto, qualquer parte integrante de ¢ é inferior a b’, ou seja, inferior a a. Pelo facto
de a ser uma grandeza finita, conclui-se que c é finito, conforme pretendido.

Para provar a igualdade b + ¢ = a ha a considerar dois passos: que todo o niimero
contido em b+ c estd contido em a e, reciprocamente, que qualquer niimero que esteja
contido em a estd contido em b + ¢. Tal como é dito por Weierstrass, estes factos

mostram-se facilmente: com efeito basta notar que, para um n arbitrario, se tem:
a>b+ata +a’ +..+a".

Desta forma a = b+ ¢, o que significa que ¢ = > o = a — b é a diferenga entre os

ntimeros a e b. |

83Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 26 (citado em (Dugac, 1973), pag. 109).
84Em (Hurwitz, 1878), pag. 26 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.
85Em (Hurwitz, 1878), pag. 26 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.
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e Se os niimeros a e b forem tais que a < b, é entao necessario alargar o dominio
numeérico.

A cada elemento o de uma qualquer grandeza numérica, isto é, a unidade principal
e as suas partes exactas, faz-se corresponder o seu simétrico que se designard por seu

elemento oposto, e se denotard por o’.

Definigao 2.3.9 “Para cada um dos elementos até agora considerados, tomamos a mais um
oposto ao mesmo, quer dizer, um tal que num agregado de elementos destrua o seu elemento

correspondente.”8¢

Dadas grandezas numeéricas arbitrarias a, b e b’, Weierstrass postula varios resulta-

87

dos®’ respeitantes a este conceito, os quais se conjugam na proposi¢ao seguinte.

Proposigao 2.3.9 a) Se a for um ntumero que contenha o elemento «, isto é,
a=a; + a, entdo (a1 +a) + o = ay.

b) Para cada ntimero arbitrario b, composto de elementos considerados até agora,
existe um nimero & que o anula. Se «, 3,7, 0, ... forem os elementos constituintes de

b, entdo b’ é composto pelos elementos o/, 5,7/, ¢, ... .

¢) () =b.

Estabelecidos estes resultados acerca de elementos opostos, vejamos como podere-
mos obter a diferenca de dois ntimeros finitos a e b tais que a < b. Pela definicao da
operacao subtracgao, temos (a — ¢) + ¢ = a. Mas, pela proposi¢ao anterior, também
(a + )+ ¢ = a. Desta forma, a — ¢ tem o mesmo significado que a + ¢, pelo que
o célculo da diferenca a — ¢, sendo a < ¢, passa da operacao de subtraccao para a
adicao de niumeros. Atendendo a que os elementos constituintes de ¢ sao 0s opostos
dos elementos de ¢, sabemos entdao como formar a diferenca a — ¢. Apesar de tal
nao ser mencionado na redaccao de Hurwitz, deve notar-se que ainda nao se definiu
a operacao de adicao para elementos opostos. Desta forma, serd apenas na proxima
seccao 2.3.3.3 Reformulacao da operacao de adi¢cao que a operagao de subtraccao

poderé ser considerada para dois quaisquer nimeros.

86Em (Hurwitz, 1878), pag. 27 — citado em (Dugac, 1973), pag. 109.
87Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 27 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
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Relativamente ao elemento oposto de uma parte exacta da unidade, Weierstrass
formula e demonstra o resultado que se segue. A sua prova ird permitir ainda a

formulagao dos conceitos de unidade positiva e unidade negativa.

1
Proposicao 2.3.10 O oposto o' duma parte exacta — da unidade 1 é a n-ésima parte
n

exacta do oposto da unidade, 1’.

Demonstragao: Pela proposicao 2.3.9, tem-se

11 1 , , ,
a—l—(——l———l—...—l——)—l—(a +o +« —|—...>:a,
\oon n /,

S (.

VvV vV
n parcelas n parcelas

igualdade que podemos escrever na forma:
a+1l+(d+d+ad+..)=a.

Mas o mesmo sera dizer que o/ + o' + o' + ... = 1, sendo 1’ o elemento oposto da

unidade. Isto significa, por defini¢ao, que o/ é a n® parte exacta de 1'.

Definicao 2.3.10 “A unidade principal deverd dizer-se a positiva e a oposta a unidade

negativa, correspondentemente aos elementos.”®8

Até este ponto, as diferentes operacoes aritméticas, bem como os critérios de
comparacao de numeros, aplicam-se somente a nimeros positivos. A introducao do
conceito de elemento oposto iré portanto exigir a reformulacao de todos esses conceitos,

aspecto que iremos abordar nas préximas secgoes.

88Em (Hurwitz, 1878), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
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2.3.3.2 Reformulacgao do conceito de grandeza finita

O novo conceito de grandeza finita ird revelar-se fundamental na distingao entre as

séries de Weierstrass e as séries usuais de termos positivos.

Definigao 2.3.11 “Uma grandeza diz-se finita se tanto o nimero formado pelos elementos

positivos, como também o formado pelos negativos, for finito. (Os tultimos devem natural-

mente comparar-se com a unidade negativa).”?

A partir desta reformulacao podemos pois aperceber-nos que as somas das séries de
Weierstrass podem ser calculadas ordenando de uma qualquer forma os seus membros.
Seréd esta a razao que justifica a diferenca entre estas séries e as usuais cujos termos

sejam positivos.

2.3.3.3 Reformulacao da operagao de adigao

Definicao 2.3.12 “Por soma de duas grandezas, entendemos a reuniao dos elementos duma

com os da outra.”??

Em particular, serd agora possivel adicionar elementos opostos. Como vimos na
seccao 2.3.3.1 Extensao da operacao de subtraccao e elementos opostos, para obter
a diferenca entre ntimeros finitos, necessitamos apenas de considerar a operacao de
adicao entre ntmeros, se bem que possam incluir-se elementos opostos. Portanto,
estaremos agora em condicoes de aplicar a operacao de subtrac¢ao a quaisquer nimeros
finitos. Tal como é observado mais adiante na redaccao de Hurwitz®!, esta dependéncia
entre as duas operacoes justifica a transferéncia das propriedades relativas a adicao

para a subtraccao de duas quaisquer grandezas numéricas.

89Em (Hurwitz, 1878), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
Em (Hurwitz, 1878), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
M1Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 30 — citado em (Dugac, 1973), pag. 111.
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2.3.3.4 Reformulacao de transformagoes sobre niimeros

Para além das transformacoes definidas para nimeros usuais mistos, as quais abor-
dédmos na seccao 2.2.1 Comparacao de nimeros usuais mistos, Weierstrass considera
ainda possiveis para elementos opostos as seguintes transformacoes®:

1) Quaisquer dois elementos opostos podem simplesmente omitir-se;

2) Pode juntar-se um elemento arbitrario a um nimero, mas simultaneamente ¢

preciso acrescentar-se o elemento oposto.

2.3.3.5 Reformulacao do conceito de igualdade

A relacao de igualdade entre dois niimeros finitos, estabelecida através da defini¢ao
2.3.2, pagina 81, utilizava o conceito de parte integrante de um ntimero. No entanto,
tal conceito nao é estendido a grandezas numéricas que contenham elementos opostos.
Desta forma, a definicao de igualdade entre dois quaisquer niimeros tera de ser formu-
lada noutros termos. A propriedade “igual adicionado a igual d&a igual” é o ponto de
partida para a deducdo desta nova relacao de igualdade®.

Considerem-se entao a = a; + a), e b = by + b, duas grandezas quaisquer, onde
ai e by representam, respectivamente, os agregados dos elementos positivos de a e b,
e a) e b, os correspondentes agregados dos elementos negativos. De acordo com a
propriedade “igual adicionado a igual d& igual” que deverd manter-se ainda valida,

Weierstrass afirma:
“Vamos portanto tomar a = b quando, por ex.,
a+ay+by=>b+as+by (..)%"

Repare-se que o outro caso possivel para a igualdade entre dois nimeros, seria quando

se tivesse a + a) + b} = b+ a] + b}. Mas, neste caso, seriamos conduzidos a uma

92Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
93Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 28 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
M“Em (Hurwitz, 1878), pdg. 29 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110. Note-se que os nimeros

as e by designam os elementos opostos de a), e b, respectivamente, sendo, por isso, constituidos por

elementos positivos.
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condicao envolvendo uma igualdade entre agregados compostos apenas de elementos
negativos, para a qual nao foi ainda formulada nenhuma definicdo. Assim sendo, a
nocao de igualdade entre dois quaisquer niimeros é verificada a partir da igualdade
das somas dos respectivos agregados de elementos positivos com os correspondentes
elementos opostos dos elementos negativos.

Atendendo as imediatas igualdades a + ag + by = a1 + ah, +as + by = a3 + by e
b+ as + by = by + b, + as + by = by + ay, Weierstrass formula entao o conceito de

igualdade entre dois quaisquer ntimeros.

Definicao 2.3.13 Dois ntiimeros a e b dizem-se iguais se a; + by = by + ao.

Repare-se que para definir a anterior relacao de igualdade foi assumida a pro-
priedade “igual adicionado a igual da igual”. No entanto, depois de definir tal relacao,
Weierstrass afirma que é necessario demonstrar o resultado que citamos de seguida,

que mais nao é do que a propriedade que inicialmente supos ser verdadeira.

a=1b
Proposigao 2.3.11 “...) quando também a +c = b+ d.”%
c=d

Tal abordagem sera justificavel apenas segundo a seguinte perspectiva: por forma
a construir o conceito de igualdade entre dois nimeros foi assumido que numa soma
podemos substituir o igual pelo igual sem alterar o valor da soma; mas apos termos
formulado a definicao de tal relagao de igualdade, devemos verificar se essa definicao
cumpre ainda aquilo que achamos essencial, a saber, que ¢ valida a propriedade “igual
adicionado a igual da igual”.

Apesar de tal nao ser notado na redaccao de Hurwitz, repare-se que as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva desta relacao de igualdade sao ainda vélidas, sendo ime-
diatas as suas provas. Atendendo a que as grandezas numéricas sao agora compostas
também por nuimeros negativos, podemos interpretar os niimeros reais como sendo
os representantes das classes de equivaléncia para esta relagao. Isto sucedera quando

consideramos tal relacao definida no conjunto de todas as grandezas numéricas cujos

9Em (Hurwitz, 1878), pag. 29 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
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elementos sao a unidade e as suas partes exactas bem como os elementos opostos de

todos estes elementos, grandezas estas que devem possuir um valor finito.
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2.3.3.6 Valor absoluto dum ntmero

Vai ser somente agora, com a introdugao do conceito de valor absoluto dum nimero,
que serao introduzidas nesta teoria dos niimeros irracionais as designacoes de niumero
positivo e nimero negativo, bem como uma notacao para o elemento zero, o que ira

facilitar a linguagem usada daqui em diante.

Definicao 2.3.14 “Se se entender por valor absoluto dum niimero o ntimero que surge do
dado quando eu refiro todos os seus elementos a uma unidade, entao pode:

1) o valor absoluto dos membros positivos dum numero ser > do que o valor absoluto dos
nimeros negativos; entao o niimero diz-se positivo.

2) acontecer o contrario de 1); entao o numero diz-se negativo.

3) os dois valores absolutos podem ser iguais um ao outro.”?®

Desta definicao é claro que para Weierstrass o contrario de > é <. Isto porque, se
assim nao fosse, nao haveria a necessidade de se incluir um terceiro caso.

As expressoes anular, destruir ou ainda suprimir, utilizadas na abordagem do
conceito de elemento oposto® indicam que Weierstrass considerava ja a existéncia do
nimero zero. No entanto, serd apenas com a proxima observacao que é introduzida

uma notacgao para tal nimero.

“As grandezas numéricas com as quais 3) acontece podem ser adicionadas a
um namero arbitrario sem que o nimero aumente pela sua juncdo. Denota-se

por 0. Portanto, 0 +a =a é = a.”%

A relacao estabelecida entre as operagoes de adi¢ao e subtrac¢ao, em conjunto com
a defini¢gao de valor absoluto, levam Weierstrass a adoptar® para o oposto de a (isto
é, 0 seu simétrico) a nota¢ao —a que usualmente utilizamos.

100

Os resultados reunidos na proposicao seguinte'” permitem observar alguns pontos

importantes acerca da operacao de subtraccao.

9Em (Hurwitz, 1878), pag. 29 — citado em (Dugac, 1973), pag. 111.
9"Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 27 — citado em (Dugac, 1973), pag. 110.
9BEm (Hurwitz, 1878), pag. 29, 30 — citado em (Dugac, 1973), pag. 111.
9Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 30 — citado em (Dugac, 1973), pag. 111.
100Veja-se (Hurwitz, 1878), pags. 30, 31 — citado em (Dugac, 1973), pag. 111.



116

Proposigao 2.3.12 a) Se a = a; — ap for um namero positivo, pode transformar-se
a num numero cuja parte negativa tenha um valor absoluto que pode ser tomado tao
pequeno quanto se queira.

b) Seja a uma grandeza composta de elementos positivos e elementos negativos. Se a
tiver um valor positivo, entao existe sempre um ntimero que lhe é igual e que apenas
contém elementos positivos. Caso a tenha um valor negativo, existe um nimero igual

a a que apenas contém elementos negativos.!%!

Demonstragao:
a) Seja entdo a = a; — az com a; > as. Se n for um ntmero inteiro positivo
1 1

arbitrario, entao na série —,2.—, 3.—, ..., é certo existir um primeiro membro, digamos
n- n o n

o (1 + 1)-ésimo, que é maior ou igual a ay, donde ,u.% < as.

Considerando ay = agz + a4, se fizermos a3 = ,u.%, vem que ay < — Assim a
escreve-se na forma a = (a; — ag) — ay. Pode sempre transformar-se a; — a3 num
nimero com elementos positivos, pois a; pode ser transformado de modo a que az seja
sua parte integrante'®?. E o ntimero ay4, valor absoluto dos elementos negativos de a,
é tao pequeno quanto se queira, conforme pretendido.

b) Caso a seja um nimero positivo, isto é, a = b— ¢, com b > ¢, Weierstrass apenas
refere que o facto de a poder ser transformado numa grandeza com elementos positivos

decorre da demonstracao da existéncia da diferenca b — ¢, quando b > ¢. Vejamos a

justificacao para tal.

101Caso a tenha um valor positivo esta proposicao afirma que é possivel obter uma grandeza que lhe
¢é igual mas que é composta apenas de elementos positivos. Weierstrass refere-se a tal grandeza obtida
como nao sendo directamente declardvel a a. Depreendemos que esta terminologia se refere ao facto
de, sem efectuarmos as transformagdes definidas na secc¢ao 2.3.3.4 Reformulagdo de transformagades
sobre nimeros, as duas grandezas ndo serem compostas de elementos iguais. O mesmo se aplica ao
caso em que a grandeza a possua um valor negativo — veja-se (Hurwitz, 1878), pags. 30, 31 (citado

em (Dugac, 1973), pag. 111).
102VWeierstrass refere-se a esta transformacdo como sendo as parte integrante directa de a;. Tal

como ja foi referido anteriormente, este conceito parece nao significar nada mais do que uma mera

parte integrante — veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 31 (citado em (Dugac, 1973), pag. 111).
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Da proposicao 2.3.7, pagina 105, ficou de facto provado que caso fosse b > ¢ a
diferencga b — ¢ era definida como sendo a soma a + o' + o” + ... ad inf. de elementos
a,a’;d”, ... cumprindo certas propriedades. Uma vez que, pela argumentacao utilizada,
estes elementos sao todos positivos, a grandeza a = b — ¢ pode, como pretendido, ser
escrita como uma soma de elementos positivos.

Relativamente ao caso de a ser um nimero negativo, nao ¢ apresentado qualquer
argumento que justifique o facto de a poder ser escrito como contendo apenas elementos
negativos. No entanto, note-se que basta considerar a como sendo o elemento oposto
do niimero positivo ¢c—b, isto é, a = —(c—b) = b—c. Desta forma, existem igualmente

certos elementos positivos 3, 3, 3", ... tais que b —c = —(8+ 3 + " + ... ad inf.), e,
portanto, a =b—c=—03— " — (" — ... ad inf.
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2.3.3.7 Reformulacao de soma por partes

O novo critério da soma por partes difere do estabelecido na sec¢ao 2.3.2.3.2 Somas
por partes apenas pelo facto de considerar as grandezas numéricas também constituidas

por elementos negativos.

Proposigao 2.3.13 “Se a soma das grandezas numéricas aq, ag, as, ... (que tém elementos
+ e —) for finita, e se decompuser esta soma em grupos e depois se formar para cada grupo a

soma dos nimeros a; nele contidos, entao se se voltarem a unir por adicao as somas obtidas

o resultado é igual & soma de todos os a;.”1%

A prova desta proposicao decorre de imediato do facto de cada elemento « ocorrer na
soma dos a; tantas vezes quantas na soma das somas dos grupos. Notemos, no entanto,
que ainda nao sabemos quando uma soma de infinitas grandezas numéricas compostas
de elementos positivos e negativos tem um valor finito. Tal condicao sera estipulada
apenas na seccao seguinte, aquando da reformulagao do critério de somabilidade.
Por esta razao poderiamos apontar existir alguma incoeréncia na apresentagao destes
critérios. No entanto, esta ordem justifica-se pelo facto de a prova do novo critério de
somabilidade necessitar da aplicacao de uma soma por partes.

Para completar o critério da soma por partes, estendido agora a grandezas numéri-
cas contendo elementos negativos, deveria seguir-se o reciproco da proposi¢ao anterior.

Este afirmaria que se uma série by, by, bs, ... tivesse valor finito e se fosse possivel

escrever cada b; como uma soma de infinitos termos de uma série ay,as, as, ..., isto
o o0

, _ / " x 7 — A i 1h

é,se b, = a;+a;+a; +..., entao ter-se-ia b; = aj. A sua prova seria semelhante
i=1 j=1

a prova anterior, atendendo a que todo o elemento de > b; ocorre ai um numero finito
de vezes, e este é igual ao nimero de ocorréncias na soma »_ a;. No entanto, devido
a notacao utilizada, o enunciado que encontramos na redaccao de Hurwitz contém
uma trivialidade. A proposi¢ao que se segue refere-se entao ao resultado contido na

redaccao de Hurwitz.

103Em (Hurwitz, 1878), pag. 31 — citado em (Dugac, 1973), pags. 111, 112.
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Proposigao 2.3.14 Se by + by + b3 + ... for finito e b; for igual a uma soma de outros
nimeros b; = a} +ab+al+...=> a; — > B, onde Y o representa a soma de todos
os elementos positivos que ocorrem em a} + a’ + a4 + ... e >_ 3; o valor absoluto da

soma dos elementos negativos, entao
Zbi = Z(a’i +ab +ab +..). 10
i i

Repare-se desde ja que da prova da igualdade Z b; = Z(a’i +al+al+...) apenas
' i
poderemos afirmar que Y b; ¢ igual & soma de todas as somas a} + a) +a} + ..., e nao,
como mais geralmente se pretendia, igual & soma dos termos da série ay, as, as, ... .
A notacao utilizada para enunciar esta proposicao ird tornar incorrecta a sua
demonstracao. Na transcricao que se segue, entenda-se a referéncia a pag. 22 como
sendo a péagina que contém o critério da soma por partes respeitante a grandezas

compostas apenas de elementos positivos, isto ¢, as proposigoes 2.3.5 e 2.3.6, paginas

101 e 102, respectivamente.

Demonstragao:
“(...) entao é Z (b; +Zﬂ2 = Z ai4+ab+...), porque ¢ b;+> 3 =S e

portanto, pela pag. 22, Z b; +Z ﬂ, ZZO@ ou Zbi = Z <Z o — Zﬂz) =
> (@) +ab+..) 710

i

Deve notar-se que a igualdade

Z(bi +) B) = ZZ@ (2.2)

é uma consequéncia de b; + > 3; = > «a;, ndo por aplicagdo das proposigoes 2.3.5 e

2.3.6, tal como ¢ afirmado na citagao anterior, mas pela proposi¢ao 2.3.11, pagina 113.

104No original o ntimero Y_ 3; ¢ considerado como a soma dos elementos negativos, mas, em rigor,
tera de ser o seu valor absoluto — veja-se (Hurwitz, 1878) pag. 31 (citado em (Dugac, 1973), pag.

112).
105Em (Hurwitz, 1878), pag. 31 — citado em (Dugac, 1973), pag. 112.
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Apenas se aplicariam tais proposicoes 2.3.5 e 2.3.6 se, em vez da série E E a; fosse
i
considerada a série formada por todos os elementos positivos da série a1, as, as, ..., que
o0

poderiamos denotar por E aj. Conforme nos é apresentada esta prova, poderemos
j=1
apenas afirmar que para concluir (2.2) se usou a propriedade “igual adicionado a

igual da igual”, isto é a proposicao 2.3.11. Serd por esta razao que a igualdade

Z(bi + Zﬁl) = Z(ai +ab + ...) é uma trivialidade.

% %
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2.3.3.8 Reformulacao do critério de somabilidade

Para deduzir o critério de somabilidade de séries compostas de grandezas numéricas
contendo todo o tipo de elementos, Weierstrass considera trés casos: quando a soma
destas grandezas é formada apenas por elementos positivos; quando tal soma contém
apenas numeros negativos; ou, finalmente, quando a soma admita nimeros dos dois
tipos!06.

Admitamos inicialmente que a série ai,as,as,... ¢ composta apenas de membros
positivos, os quais podem contudo conter elementos positivos e elementos negativos.
Pela defini¢ao 2.3.11, pagina 111, sabemos que a soma Y _ a; é finita se também o forem
as somas dos elementos positivos e dos elementos negativos da série, considerados
separadamente. Vejamos de seguida que a condi¢ao de > a; ser finita é também uma
condicao suficiente para que sejam finitas as somas dos seus elementos positivos e dos
elementos negativos.

Pela alinea b) da proposi¢ao 2.3.12, pagina 116, a soma finita > a; pode transformar-
-se numa soma «; + s + ... + a; + ... de grandezas compostas apenas por elementos
positivos. Por outro lado, cada a; tem valor positivo. Portanto, pela alinea a) da
mesma proposi¢ao 2.3.12, a; pode transformar-se numa diferenca cuja parte negativa
tem um valor absoluto que pode ser tomado tao pequeno quanto se queira. Sendo
entao a; = b; — ¢;, para cada i, poderemos, em particular, considerar ¢; < ;. A soma
> ¢; é finita, uma vez que ) «; também é finita. Mostremos que também > b; é

finita. Para x arbitrario, tem-se:

xT

Zby = Z(a,,+cl,) = Za,,—i—ch,.
v=1 v=1 v=1

v=1

o0
Como ) a; e Y ¢; sao grandezas finitas, existem nimeros g e h tais que Z a, < g
. , 1
e ch < h. Logo Zb,, < g+ h, o que significa, por defini¢do que ) b; tem valor
ﬁnito. '
Portanto, se existir um ntimero g maior do que a soma de quaisquer nimeros

escolhidos entre aq,as,as, ..., isto é, se esta série for finita, é possivel transformar

106Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 32 — citado em (Dugac, 1973), pag. 112.



122

a1 + as + az + ... de tal modo que tanto os membros positivos como os membros
negativos, por si, tenham uma soma finita. O mesmo ¢ valido se a série aq, as, as, ...
for composta apenas por membros negativos. (Neste caso, bastaria aplicar o raciocinio
anterior a série de membros positivos a}, a}, aj, ..., designando a} o oposto de a;.) E
caso a série contenha membros positivos e negativos misturados, concluimos o mesmo
j& que os membros positivos e negativos, tomados por si, tém de dar uma soma finita.

Assim sendo, a condicao de a soma de uma qualquer série ser finita é uma condicao
necessaria e suficiente para que tanto os membros positivos como os membros negativos
dessa série sejam finitos. Sera utilizando o conceito de wvalor absoluto de um ntimero
que Weierstrass apresenta de um modo genérico o critério de somabilidade, o qual

enunciamos na proposi¢ao que se segue.

Proposig¢ao 2.3.15 “Para que uma soma de infinitas grandezas numéricas seja finita, é
necessario e suficiente que exista uma dada grandeza finita g que seja maior do que a soma
formada de tantas das grandezas numéricas quantas se quiser, tomadas as grandezas no seu

valor absoluto.”t07

07Em (Hurwitz, 1878), pag. 33 — citado em (Dugac, 1973), pag. 112.
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2.3.3.9 Séries condicionalmente convergentes e séries incondicionalmente

convergentes

Este novo critério de somabilidade postula quando ¢ que uma série de Weier-
strass define um certo numero. Mas, para que se obtenha um tal nimero (real), é
necessario concretizar o valor dessas somas de infinitas parcelas. Esta é, portanto,
segundo o matematico, a altura apropriada para distinguir as suas séries das séries

7108 (O essencial desta diferenca é que, enquanto

que ele proprio designa de “usuais
as grandezas numéricas de Weierstrass podem ser adicionadas por uma qualquer
ordem (e a comprové-lo estdo todas as defini¢bes subjacentes ao conceito de série
soméavel), a soma de uma série dita “usual” apenas pode ser obtida por uma ordem
bem determinada. A saber, adicionando a a; o membro seguinte, as; a esta soma, s,
0 numero az; ao numero resultante, s3, o nimero ay, e assim por diante, obtendo a
reduzida s, da série. Ora, obviamente que tal procedimento pressupoe uma ordenacao
dos termos da série, e se, a medida que n cresce, s, convergir para um determinado
nimero a, entao diz-se que a é a soma da série “usual”.

Para esclarecer que esta independéncia na ordenacao dos membros de uma série

é verificada nas séries que designa por soméveis, mas nao nas “usuais’, Weierstrass

apresenta o exemplo da série de elementos

1. —

Y

(2.3)

B~ =
o] =

1
737

N —

Exemplo: Invocando a definicao 2.3.11 de grandeza finita, pagina 111, Weierstrass
limita-se a afirmar que esta série nao é somével, ja que tanto a soma dos seus elementos
positivos como a soma dos elementos negativos sao grandezas infinitamente grandes.

De facto, atendendo a que:

= + ! + ! + ! + ! + ! + ! + ! + +
2 4 6 8 10 12 14 16 ~~ 7
S—— - >1

Vv
1,11 11,1, 1 _ 1
Z§"'§*4 Z16"’16"’16"‘16*4
o0

a soma E o dos elementos negativos da série é, por defini¢ao, infinitamente grande.
n

n=1

108Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 33 — citado em (Dugac, 1973), pag. 113.
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1
O mesmo se conclui relativamente a soma dos elementos positivos, Z o uma
n JE—
vez que: -
1+1+1+1—|—1+1+1+1+ +.
3579111315\/"'
\,_/

>1

>5+5=i —T6+E+*+E i

“Nao obstante, segundo a definicdo usual de soma como lim(s,), a série
possui uma soma; mas esta nao é independente da ordenacao dos membros;
( —%) + (%—i + (%—%) + ... d4 uma soma diferente da [dada por]
1_1 1,1 1 1,1 1 »109
I+s5-2)+G+7-D+G+o—8)+-

Apesar de Weierstrass ndo justificar que a série inicial (2.3) é convergente'!°

, pode
provar-se que ela converge para log 2. Tal valor obtém-se por desenvolvimento em série
de Taylor da funcao log(x + 1), tomando x = 1.

A razao pela qual as somas

O—%)+(%—i)+(%—é)+m (2.4)
CER T U N B A R

tém valores diferentes também nao é apresentada por Weierstrass. Em todo o caso,
vejamos uma justificacdo para que tal suceda. Com efeito, a primeira das somas
representa o limite das somas reduzidas de ordem par, ss,, da série inicial (2.3), que
converge para log2. Portanto, também a soma (2.4) serd igual a log2. Ja a soma

(2.5) pode obter-se através de operacoes aritméticas sobre a série inicial. Como a série

inicial (2.3) é convergente, podemos multiplicar os seus termos por % Sendo

1 1+1 1+1 1+1 1
s=1—-=—+-—-+_-—=+_-—-..
2 3 4 5 6 7 8

s . -

a sua soma, 3 pode ser escrita na forma 0+ % +0— i +0— % +0— % . Adicionando
. . S ,

as duas séries convergentes anteriores, de somas s e 5 obtém-se

3s 1 11 1 1 1 1 1
=14 — S 2.6
5 tg-stpteo—gtgtg 6t (2.6)

09Em (Hurwitz, 1878), pAg. 34 — citado em (Dugac, 1973), pag. 113.
H0E de notar que Weierstrass nio utiliza a designacio de série convergente. Tais séries sio para o

matematico aquelas para as quais a soma s, (usualmente designada por soma parcial) se aproxima

dum limite, para n crescente.
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Como a soma pretendida (2.5) é o limite das somas reduzidas s, da série cuja soma,

3
—8, é dada por (2.6), teremos:

| (- (3-2)
(et (2

conforme pretendido.

(S

As justificagoes que acabamos de apresentar ilustram a possibilidade de ser aplicada

a associatividade em séries usuais. O que distingue estas séries das de Weierstrass é

o facto de ja nao se poder dizer o mesmo acerca da propriedade comutativa. Ac-

tualmente, designamos por comutativamente convergente toda a série cuja soma nao

se altera se efectuarmos uma qualquer reordenacao nos seus termos'''. Desta forma

N b

poderemos identificar as séries somaveis de Weierstrass com as séries usuais ditas
comutativamente convergentes.

Por estas razoes se compreende que Weierstrass refira que a soma da série

11 11
Ty TR
Se represente por
00 (_Dv—l

apenas convencionalmente, tendo em rigor de denotar-se por:

I [ D

v=1

As diferencas apresentadas justificam entdao que sejam definidas duas terminolo-
gias que distingam estes dois tipos de séries: as incondicionalmente convergentes,
como sendo aquelas definidas por Weierstrass (cumprindo o critério de somabilidade),
e as condicionalmente convergentes, dependentes da ordenacao dos membros. E é
exactamente para as séries incondicionalmente convergentes que Weierstrass afirma
desenvolver a teoria que se segue, com a qual completa a construcao do conjunto dos

numeros reais.

HlUma série Y a,, é comutativamente convergente se para toda a bijec¢do ¢ : N — N, pondo-se

bn = ag,,,, a série ) b, ¢ convergente e Y a, = b, — veja-se (Lima, 1992), pag. 118.
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2.3.3.10 Reformulacao da operagao de multiplicagao

Numa seccao intitulada Multiplicacao de nimeros que sao compostos de elemen-

12 Weierstrass atribui um significado aos

tos arbitrdarios, da redaccao de Hurwitz
diferentes produtos possiveis entre a unidade positiva e a unidade negativa, bem como
a multiplicagao entre partes exactas desta tltima unidade. Uma vez que as grandezas
numeéricas sao combinagoes lineares (finitas ou infinitas) destas unidades e das suas
partes exactas, veremos desta forma estendida a operacao de multiplicacao a todo o
tipo de grandezas. Desta forma, a definicao do produto de dois ntimeros constituidos

de elementos arbitrarios sera enunciada como sendo uma simples extensao da definicao

2.3.6, pagina 91, relativa a nimeros finitos.

Definicao 2.3.15 O produto de dois niimeros compostos de elementos arbitrarios é
dado pelo agregado de todos os produtos possiveis dos elementos de um pelos elementos

do outro.

Para definir o produto entre a unidade negativa e a unidade positiva, Weierstrass
parte do principio que para nimeros constituidos de elementos negativos ¢ ainda valida
a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagao a adigao, (a + b)c = ac + be.
Entao (a + b0')c+ bc = ac + Ve + be = (a+ b + b)c ou, pelo facto de a + b + b = a,

ac = ac + b+ ¢+ bc. Mas isto significa que b'c é o oposto de be, ou seja,
(=b)e = —(bc).

Donde, o célculo dos diferentes produtos (—1)(+1), 1.(—=1) e (—1)(—1) seja imediato.

A argumentacao utilizada para obter o produto de partes exactas da unidade nega-
tiva, envolve apenas o conceito de parte exacta desta unidade e o facto de
(—1).1 = —1. Supde-se que deva ainda verificar-se a comutatividade na operagao

multiplicacao. Entao, da igualdade:

1 1 1 1 1 1
( ————— —...m parcelas) (+— +—+—.n parcelas) =(-1).1=-1,
n o n o n

H2Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 34 — citado em (Dugac, 1973), pag. 113.
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vem que —1 =m.n (—L) .1, o que significa que (—1).L é a m.n—ésima parte exacta
n’ m n

1y 11
m)'n  mmn

De uma forma semelhante se obtém os produtos

FE) e () ()

Para completar os resultados acerca da multiplicacao de dois quaisquer ntimeros,

da unidade negativa. Portanto

é provado que o produto de dois nimeros finitos (constituidos quer por quantidades
positivas, quer por quantidades negativas) é ainda finito. Esta prova ird suprimir a
falha de na seccao 2.3.2.3.3 Reformulacao da operag¢ao multiplicacao tal nao ter sido

demonstrado para ntimeros finitos compostos apenas por elementos positivos.

Proposic¢ao 2.3.16 Dados os ntumeros finitos a —b=a+b' e ¢ —d = ¢+ d’, também

o seu produto tem um valor finito.

Demonstracao: Por aplicacao da propriedade distributiva da multiplicacao em re-
lagao a adigdo, que se supos ser valida, e da relagdo (—b).c = —(b.c) cuja validade se

deduziu, tem-se:
(a+b)(c+d)=ac+ (ad) + (be)' + bd = ac — ad — be + bd.

Sendo composto de membros positivos e negativos, este produto sera, por definicao,
finito se também o for cada uma das parcelas da soma anterior. Ora, isto decorre de
imediato das defini¢oes dos diferentes produtos entre a unidade positiva e a unidade

negativa, e da hipotese de a — b e ¢ — d serem finitos.
[ |

Estando entao definida, na sua forma mais geral, a operagao de multiplicacao,
justificar-se-ia que Weierstrass demonstrasse agora todas as propriedades desta
operacao aritmética. No entanto, limita-se a afirmar que, para este “dominio numérico
ampliado”, esta é ainda uma operacao univoca, sendo ainda validas todas as pro-

priedades abordadas ao longo do curso.
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2.3.3.11 Operagao de divisao de niimeros arbitrarios

Até ao momento, a operacao de divisao foi apenas considerada para niimeros usuais
e niimeros complexos (defini¢ao 2.1.9, pagina 2.1.9). Dados arbitrarios ntimeros usuais
a e ¢, para que o nimero b = c¢/a desta defini¢do fosse dotado de algum sentido,
introduziram-se as partes ezactas da unidade. A custa destes elementos formaram-se
dois tipos de grandezas numéricas: aquelas constituidas por uma quantidade finita de
elementos (os ntimeros usuais mistos) e aquelas formadas por infinitos elementos. E
para todas estas grandezas, bem como mais recentemente para aquelas que igualmente
contivessem elementos negativos, foi estendida sucessivamente a operacao de multipli-
cacao. Dada a proximidade entre as operagoes de divisao e multiplicacao, podemos
pois entender que a operacao de divisao tenha sido implicitamente estendida a todo o
tipo de grandezas. E, uma vez que na seccao anterior acabamos por desenvolver toda
a teoria acerca da operacao de multiplicacao, a teoria relativa a operacao de divisao

entre dois quaisquer nimeros estara agora facilitada.

Definicao 2.3.16 Sejam a e b dois quaisquer nimeros. O ntumero ¢ que satisfaz a

igualdade c.b = a, é denotado pelo simbolo a : b ou %.

3 nao é excluido o caso em que b toma o valor 0. E ndo

Curiosamente, nesta definicao'!
encontramos na redaccao de Hurwitz uma terminologia do tipo “c é igual ao quociente
entre a e 0.

Para que a operagao de divisao fique completamente caracterizada, é necessario
demonstrar que, quaisquer que sejam os numeros a e b, o nimero % existe e assume

um valor finito. Da mesma forma, Weierstrass nao exclui nesta prova o caso de o

numero b ser 0.

Proposigao 2.3.17 “(...) existe sempre um nimero ¢ que, se a e b forem dois outros

nameros dados, satisfaz a igualdade c.b = a4

H3Veja-se (Hurwitz, 1878), pag. 36 — citado em (Dugac, 1973), pag. 114.
Em (Hurwitz, 1878), pag. 36 — citado em (Dugac, 1973), pag. 114.
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. . . . . 1
Demonstragao: Repare-se que a existéncia de ¢ depende da existéncia do niimero 7

E que, sendo %.b =1, tem-se a.%b = a e, portanto, % = a%. Se tal niimero % existir
e for finito, podemos entao aplicar a teoria da operacao de multiplicacao, e afirmar
que a operagao de divisao é igualmente uma operacao univoca, em que % um nimero
finito.

Inicialmente considera-se o caso em que b é positivo. A existéncia do nimero i
é provada para ambos os casos em que b seja composto de uma quantidade finita ou
infinita de elementos. Finalmente, prova-se a existéncia de % quando b é negativo.

e Se b for positivo e composto de finitos elementos, é imediato que, pelas transfor-

macoes definidas na seccao 2.2.1 Comparacao de nimeros usuais mistos, b pode ser

1
escrito na forma p.—, onde p e n sao miltiplos da unidade. Entao é imediato que

11 1 1
—=n.—jaque —.b=n.—pu— =1
b 1 b nwoomn

e Se b for composto de infinitos elementos, pode sempre encontrar-se um multiplo

da unidade m de tal modo que m > b, m —1 < b. Como a igualdade m = b conduz ao

caso ja considerado, supoe-se que m > b,m — 1 < b. Assim, b = m — by, sendo b; < 1.
1 1

A argumentagao segue com a prova de que 7= = Ora, das desigualdades:
m—>0
1 1 by
=4 —
m—>b;  m  m(m—b)
by b bi
m(m —by)  m2  m2(m—by)’
LS S B
m2(m —0by) m* m3(m—10b)
obtém-se
1 1 1 1
= — 4+ — b+ b+
m — by m+m2 1+m3 1t
1
Sendo a soma de uma série, para provar que = —, torna-se necessério

m — 01 m — b1 b
demonstrar que este niimero tem um valor finito, além de que o seu produto por b é

igual a 1.

Como b; < 1, vale a desigualdade:

1 1

a
‘ma—ﬁ—l < ma+1’

by
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v
. o i o 1
donde a soma de uma quantidade arbitraria de membros da série, E b} I—T, é tal
m

r=1
que:

r=v 1 r=v 1
r—1

DoM< —

r=1 r=1

maior do que a soma de tantos membros da série quantos se quiser,

Sendo entao

m _—
terd, pela definicao 2.3.4, pagina 2.3.4, um valor finito.
m — 01
Resta apenas mostrar que b. = 1. Esta igualdade decorre de imediato

m — b1
da aplicacao, aos nimeros b e m — by, da propriedade distributiva da multiplicacao

em relacao a adicao de grandezas compostas de elementos positivos, relagao esta que

abordamos na seccao 2.3.2.3.3 Eztensao da operacao multiplicacao. Com efeito,

1 1 1
b'm — bl — (m — bl) ( + b]_ + b2 > =
1 1 1 1
=1+b.—+ bf.— + .. =b.— - b%.— —..=1
m m2 m m2

e Finalmente, se b for um nimero negativo, atendendo ao que ja mostramos e a
extensao da operacao de multiplicacao abordada na seccao anterior, é imediato que

1
i existe. De facto, sendo —b positivo, o nimero — existe e cumpre a igualdade

1
(—b) <—) = 1. Por outro lado,

=
(_ib) (B =43 b=1

1
donde se conclui que o nimero — é dado por:

(5 )

1

1
L — =
0g0 Y

Podemos afirmar entao que o nimero ¢ = — existe para todos os casos possiveis

das grandezas a e b.
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2.4 Consideracoes acerca da teoria dos niimeros irra-

cionals de Welerstrass

A possibilidade de se obterem grandezas comensuréveis cada vez mais proximas de
uma grandeza incomensuravel, sem que contudo a conseguissem atingir, é conhecida
dos mateméticos ja desde os Pitagoricos. E ¢ também partilhando desta ideia que

Weierstrass define os seus ntmeros irracionais.

“Na vizinhanga de qualquer grandeza numérica irracional ha contudo uma
quantidade arbitraria de grandezas numeéricas racionais, que se lhe tornam arbi-

trariamente proximas. Deste modo, qualquer grandeza numérica irracional arbi-

traria € um limite de racionais, quer dizer, dos que neste caso estdo definidos.”!?

Em todo o caso, Weierstrass reconhece que, partindo da existéncia de grandezas
racionais, nao tem sentido definir os irracionais como limites dessas grandezas, porque
comecamos por nao poder saber se ainda haverd outras além das racionais. A forma
como construiu a sua teoria dos ntimeros irracionais permitiu-lhe evitar este erro que
alguns matematicos, nomeadamente Cauchy, haviam cometido na obtengao de um

namero irracional!®.

Os seus numeros, que designa por grandezas numéricas, sao
definidos como conjuntos de certos elementos. Desta forma, para sabermos o “valor”
que uma certa grandeza representa, teremos de adicionar os elementos que a compoem.
E é exactamente esta ideia de que um niimero é um conjunto de elementos, e nao a soma
dos seus elementos constituintes que vai permitir a Weierstrass escapar da suposicao
da existéncia a priori dos nimeros irracionais. Aquelas grandezas de Weierstrass
compostas de uma infinidade de elementos que possuem um valor finito mas que,
contudo, nao sao iguais a nenhum ntimero usual misto (ou seja, ntimero racional),
identificam-se com os niimeros irracionais. Portanto, um irracional é, segundo a teoria

de Weierstrass, uma série de determinados termos, mas nao a soma dessa série!!”.

USEm (Thieme, 1886), pag. 60 — citado em (Dugac, 1973), pag. 134.
H6Veja-se (Cauchy, 1821), pag. 19.
17G¢ries estas que, tendo em conta a sua formacio, diferem das séries usuais por ndo pressuporem

uma ordenacao dos seus termos.
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8

Assim, tal como é observado por Boyer!'®, o irracional v/2 nao sera definido como

o limite da sucessao de nimeros racionais 1; 1,4; 1,41; 1,412; ..., até porque o
conceito de sucessdo ndo esta presente na teoria de Weierstrass; /2 sera antes o

proprio agregado de varios elementos, a saber, a unidade positiva 1; 4 partes exactas

1

L L
10°

1007

1

Toog+ € assim por diante, considerados por uma

1 parte exacta 2 partes exactas
qualquer ordem, agregado este sujeito a condicao de que toda a soma de um ntimero
finito destes elementos seja inferior a um certo niimero racional.

Estendendo a todos os tipos de grandezas numéricas as operagoes aritméticas,
Weierstrass construiu um dominio numérico que identificamos com o conjunto dos
numeros reais. E porque podemos interpretar, tal como ja fizemos, a relacao de igual-
dade entre quaisquer grandezas numéricas como sendo uma relagao de
equivaléncia, o conjunto dos ntmeros reais serd o conjunto dos representantes das
classes de equivaléncia para esta relacao. Isto sucederd quando consideramos tal
relacao definida no conjunto de todas as grandezas numéricas que possuam um valor
finito.

O dominio das grandezas numéricas de Weierstrass compreende portanto tanto
as grandezas racionais como também as irracionais. Razao pela qual Weierstrass

afirma que pode agora considerar as grandezas numeéricas irracionais como limites

de grandezas racionais variaveis.

“(...) de um namero formado por uma quantidade infinita de elementos,
podemos sempre destacar tantos elementos, que o resto seja menor do que uma
grandeza arbitrariamente pequena §; portanto hd uma quantidade infinita de
nimeros racionais que se aproximam do irracional considerado, tanto quanto se

quiser.” 19

H8Veja-se (Boyer, 1949), pag. 286.
H9Fm (Thieme, 1886), pag. 60 — citado em (Dugac, 1973), pag. 135.



Capitulo 3

Charles Méray

Apesar de ter sido o primeiro matemaético a publicar no século XIX uma teoria
dos niimeros irracionais, no artigo intitulado “Remarques sur la nature des quantités

"1 Charles Méray

définies par la condition de servir de limites a des variables données
viu a prioridade do seu feito ser atribuida, mesmo em Franca, a outros matematicos.
Tal como nos da conta no prefacio da sua obra de 1894, Le¢cons nouvelles sur ’analyse
infinitésimale et ses apllications géométriques,
“A teoria dos numeros incomensuraveis (...) foi atribuida ao Sr. Heine
pela sua invencao, aos Sr. Lipschitz, du Bois-Reymond, G. Cantor pelas suas
primeiras aplicacdes (...)” 2
Heine havia publicado o seu artigo “Die Elemente du Functionenlehre™ em 1872, e a
este respeito Méray argumenta:
“(...) mas trés anos antes eu tinha exposto a mesma teoria na sua totali-
dade, depois de a ter comunicado ao Congresso, na Revue des Sociélés savantes

(Sciences mathématiques, etc., t.IV, p.284; 1869).74

Tendo publicado pela primeira vez a sua teoria dos numeros irracionais no ano

de 1869, Méray voltou a apresenta-la em 1872, na obra Nowveau Précis d’Analyse

'Em Revue des Sociétes savantes des departments, Section sciences mathématiques, physiques et

naturelles, (2) 4 (1869), 280-289.
2Em (Méray, 1894), pag. XXIII.
3Em Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 74 (1872), 172-188.
‘Em (Méray, 1894), pag. XXIIIL.
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Infinitésimale. Mas, por lhe parecer que estas publicagoes nao clarificavam suficien-
temente toda a sua teoria, e também porque este tema havia constituido um papel
acessorio em tais obras, decidiu fazer um estudo mais aprofundado. Foi entao com
0 tnico proposito de desenvolver um pouco mais minuciosamente este assunto, que
publica em 1887 o artigo intitulado “Sur le sens qu’il convient d’attacher a I’expression
nombre incommensurable et sur le critérium de l'existence d’une limite pour une
quantité variable de nature donnée”®. Podemos encontrar ainda uma exposicao final de
tal teoria no primeiro dos quatro volumes da obra Lecons sur l’analyse infinitesimale
et ses applications géométriques, que seria publicado no ano de 1894.

As seguintes palavras proferidas por Méray ja no final da sua vida, resumem bem

a linha orientadora de toda a sua obra:

“(...) apercebi-me que a geometria nao passa de um mito como ciéncia pura,
que ela nao é mais do que a aplicagao da andlise ao estudo dos factos geométricos,
e eu ocupei-me mais da analise. Esta pareceu-me miseravel pela sua falta de nexo,
pelos seus procedimentos, pela sua falta absoluta de rigor, e os meus principais
esfor¢os foram no sentido de a tornar natural, clara e rigorosa tanto quanto a

questdo menor da algebra elementar.”8

Seré pelo facto de considerar os raciocinios empregues na andlise das funcoées pouco
claros e rigorosos, ao contrario do que sucedia na algebra e na geometria’, que afirma
ser fundamental eliminar das demonstracoes da analise qualquer intuicao geométrica.
Determinado a acabar com “(...) a vaga de teorias que nenhum principio simples parece
dominar”®, defende em todas as suas obras que a propriedade das fun¢oes poderem ser
desenvolvidas em série de Taylor constitui um principio simples sobre o qual a teoria
das funcgoes podera ser construida. E serd esta, de facto, a ideia base da analise de
Meéray, o instrumento unificador de toda a sua analise. Introduzido por Lagrange nos

finais do século XVIII, numa perspectiva da algebrizacao da anélise, o desenvolvimento

SEm Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, TV (3) (1887), 342-360.

SEm “Enquéte sur la méthode de travail des mathématicien”, L ‘enseigment mathématique, 8 (1906),
pags. 46-47 — citado em (Dugac, 1970), pag. 334.

"Veja-se (Méray, 1872), pag. XI

8Em (Meéray, 1872), pag. XI.
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de funcgoes em séries de Taylor foi pela primeira vez abordado por Méray em 1868, no
seu artigo “Remarques nouvelles sur les points fondamentaux du calcul infinitésimal
et sur la théorie de développement des fonctions en séries™.

Considerando o limite a nocao de base da analise, podemos compreender a ne-
cessidade que Méray sentiu em definir correctamente os niimeros irracionais, ja que
os teoremas sobre limites de sucessoes deixavam de ter sentido assim que estas nao
tendessem para numeros racionais. Serd por nao concordar com as definicoes de
niumero incomensurdvel que tinha a sua disposicao, que se vé obrigado a elaborar
uma teoria dos niimeros irracionais. Este descontentamento manifesta-o em relacao a

defini¢cbes que recorressem ao conceito de limite, uma vez que exigiam a existéncia a

priori de um nimero incomensuravel.

“Dizemos ainda que um nimero incomensurdvel é o limite dum nimero medindo
uma quantidade varidvel que, sem parar de ter uma medida comum com a sua
unidade, se aproxima indefinidamente de qualquer grandeza fiza que nao a tem
de modo algum. Aqui, é a palavra limite que € ininteligivel, uma vez que ela
nao corresponde a nada que o espirito possa conhecer no momento em que se

estabelece esta definigao (...)"1°

Sao dois os principios que, segundo Méray, constituem a base essencial de todas as
partes da matemética onde intervém a nocao de limite de uma sucessao. O primeiro é
que uma sucessao crescente majorada (respectivamente, decrescente minorada) tende
para um limite, e o segundo que toda a sucessao de Cauchy tende para um limite.
Como nos dé& conta na sua obra de 1869, se na época estas proposi¢oes eram tomadas
como axiomas, seria apenas para escapar “(...) a necessidade de introduzir a concepgao
assaz obscura de niimero incomensuravel.”!*. Tendo entdo em conta a natureza dos limites
de sucessoes de niimeros racionais que nao admitem nenhum racional por limite, Méray

formula o seu conceito de nimero irracional. E serd a custa dessa definicao que, no

Em Revue des Sociétes savantes, Section sciences mathématiques, physiques et naturelles (2) 3

(1868), 37, 133-138.
YEm (Méray, 1887), pag. 355.
HEm (Méray, 1869), pag. 280 — citado em (Dugac, 1970), pag. 339.
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final das suas obras, apresenta o que considera serem provas perfeitamente correctas
de tao importantes resultados.

A dificuldade na andlise da teoria dos nimeros irracionais de Méray reside no
facto de o matematico a ter exposto em diferentes obras, datadas de 1869, 1872,
1887 e 1894. Se, a partida, poderiamos pensar que esta evolucao permitiria aceder
a uma exposicao completa na ultima destas obras, o estudo simultaneo de todas elas
exige que, de facto, se complementem todas as abordagens seguidas. E exactamente
esta exigéncia que dificulta a criacao de uma sequéncia légica na apresentacao desta
teoria, uma vez que, o que a partida se pode assumir em certas abordagens, deixa
de ter sentido noutras. Desta forma, tentaremos ver a teoria de Méray como um
todo, complementando falhas de certas obras com observagoes que, eventualmente,
se possam encontrar noutras exposicoes, quer do matemético, quer de autores que

tenham igualmente abordado este assunto.
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3.1 Conceitos gerais

Sendo o conceito de wvariante central e caracteristico da teoria dos nimeros irra-
cionais de Méray, é compreensivel que, em todas as obras onde apresenta a sua teoria,
o matemético desenvolva inicialmente todo um conjunto de resultados relativos a esta
entidade. E serd mesmo por constituir a base da construcao elaborada por Méray, que
este conceito marcara a diferenca entre uma teoria coerente e logicamente equivalente
a outras suas contemporaneas, como por exemplo a de Weierstrass, e uma desprovida
de qualquer sentido e repleta de imprecisoes.

Veremos que uma variante podera ser interpretada como uma funcao de diversas
variaveis inteiras positivas, que toma valores no conjunto dos ntimeros racionais. Mas
serd logo a partir da seccao 3.1.6 Funcoes de diferentes tipos de variantes, que nos
daremos conta de que, por ser tao geral, tal conceito acarreta imprecisoes nos resul-
tados ai enunciados. Tal como nos ¢ dito por Dugac, o gosto de Méray “(...) pelas

712 sendo este um dos aspectos que

generalidades esta presente em todos os seus trabalhos
dificultam a compreensao da sua teoria dos ntimeros irracionais. Sera entao a partir
do momento que constroi a teoria das variantes convergentes, a qual abordamos na
seccao 3.2 Variantes convergentes, que nos daremos conta de que apenas terd sentido
considerar variantes dependentes de um indice.

Se consultarmos um livro geral de historia da matematica, ou mesmo algumas
analises da teoria dos nimeros irracionais de Méray, apercebemo-nos de que os seus
autores reduzem o conceito de uma variante ao de uma sucessao de niimeros racionais*?.

E veremos, no decorrer desta apresentagao, que apenas esta interpretacao dotara de

algum sentido a teoria elaborada por Méray.

2Em (Dugac, 1970), pag. 335.
13Vejam-se, por exemplo, (Boyer, 1949), pag. 289; (Collette, 1973), pag. 216; (Dieudonné, 1978),

pag. 368 e (Dugac, 1970), pags. 339-347.
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3.1.1 Definicao de variante

O caracter pouco coerente com que Méray redige as diferentes obras onde expoe
a sua teoria dos niimeros irracionais esta desde logo patente na definicao do conceito
fundamental da sua teoria, o conceito de variante. E de referir que esta terminologia
nao seria adoptada na primeira obra, datada de 1869, utilizando-se ai a designacao de
varidvel progressiva'®.

Das diferentes definicoes que Méray apresenta deste conceito, aquela que se torna
mais esclarecedora é a apresentada na obra de 1872, com a qual nao restam duvidas
de que uma variante é uma funcdo de miltiplas variaveis inteiras (podendo estas ser

mesmo em numero infinito), tomando valores no conjunto dos racionais.

Definigao 3.1.1 “Designaremos por wariante um ntmero variavel (inteiro ou fraccionéario,
positivo ou negativo), vp, n,.. cujo valor depende de ntmeros inteiros m,n,... que tomam

todas as combinacdes de valores possiveis e que chamaremos seus indices.”

Os exemplos de variantes de um ou dois indices que d& de seguida,

1 1 1 1
Vp=1l+-F .t ——F — € Upp = —,
2 m—1 m ’ mn

comprovam que, de facto, que uma variante é uma funcao dependente de varias
variaveis.

Vejamos agora o modo vago como Méray definiu este conceito nas restantes obras de
1869, 1887 e 1894. E de referir que em todas elas adopta inicialmente a terminologia de
numero ou quantidade para designar qualquer niimero inteiro ou fraccionario, positivo
ou negativo, isto é, qualquer nimero racional.

Na primeira exposicao, a de 1869, Méray nem sequer se refere aos indices de uma

variante:

“Chamarei varidvel progressiva a qualquer quantidade v que toma sucessiva-

mente os seus diversos valores em nimeros ilimitados.”6

14Veja-se (Méray, 1869), pag. 284 — citado em (Robinson, 1991), pag. 1698.
15Em (Méray, 1872), pag. 1.
16Veja-se (Méray, 1869), pag. 284 — citado em (Robinson, 1991), pAg. 1698.
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E a defini¢ao contida na obra de 1887 nao sera menos ambigua do que esta ultima.

“Ao sair dos primeiros elementos, e em todas as partes das matemaéticas,
encontramos a todo o instante quantidades que tomam sucessivamente deter-
minados valores numéricos formando uma sucessao indefinida. Contentamo-
-nos habitualmente em as designar por quantidades varidveis, mas isto pode
resultar em alguma confusdo com as [quantidades| indeterminadas designadas
por varidveis independentes, e eu conservarei para elas [quantidades variaveis| a
denominagao de wariantes (...) O valor actual de uma variante esta ligado em
geral, seja directamente, seja indirectamente, aqueles [valores| de um ou mais
inteiros positivos que crescem sem parar, e, por conseguinte, indefinidamente
e independentemente uns dos outros; designo estes inteiros os indices da vari-

ante 917

Segundo esta citagdo, as variantes sao quantidades que tomam sucessivamente de-
terminados valores numéricos, formando uma sucessao indefinida. Portanto, Méray
identifica as variantes com sucessoes de nimeros (racionais). Assim, nao fosse a parte
seguinte de tal definicao esclarecer que, de facto, uma variante depende de varios
inteiros positivos, seriamos induzidos no erro de que este conceito coincidia mesmo
com o de uma sucessao de racionais.

Por fim, na obra de 1894, encontramos a seguinte definicao de variante:

“Em Analise Infinitesimal somos obrigados, quase a todo o instante, a consi-
derar quantidades que variam de maneira a tomar sucessivamente determinados
valores numéricos em ndmero ilimitado. Chamar-lhes-emos variantes.

Cada valor de uma variante depende habitualmente de valores correspon-
dentes de um ou mais inteiros positivos que crescem sem parar de um deles ao

seguinte e, por conseguinte, indefinidamente: estes sdo os seus indices.” '8

Mas, mesmo na definicao 3.1.1, pagina 138, que haviamos dito ser a mais clara
definicao de wvariante das diferentes obras de Méray, devemos considerar a existéncia

de uma falha. E que ai os indices de uma variante sao ntimeros inteiros, pelo que a

"Em (Méray, 1887), pag. 342.
Em (Méray, 1894), pag. 23.
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. 1 . . .
variante —, dada como exemplo na obra de 1872, poderia, curiosamente, assumir o
mn

valor % Esta imprecisao ja nao se nota nas definicoes contidas nas obras seguintes,
uma vez que nessas é explicito que os indices de uma variante sao inteiros positivos que
crescem sem parar'®. Atendendo a que é 6bvio ter havido uma falha do matematico
na definicao que apresenta na obra de 1872, daqui em diante consideramos os indices
de uma variante como sendo, efectivamente, ntimeros inteiros positivos.

Tal como ja foi referido, o conceito de uma sucessao de niimeros racionais nao é
mais do que o caso particular de uma variante quando esta depende de apenas um
indice. Caso a variante dependa de p indices distintos, estaremos entao na presenca
de uma aplicacao de N? em Q. E, uma vez que Méray nao refere se o nimero destes
indices é ou nao finito?°, podemos considerar ainda o caso extremo de uma variante

com uma infinidade (numeravel e bem ordenada) de indices, ou seja, uma aplicac¢ao

de dominio NV,

19Vejam-se as citacOes anteriores das definicdes contidas nas obras de 1887 e 1894. Serd de
relembrar, no entanto, que na obra de 1869 nao é sequer definido o conceito de indice de uma

variante.

20Note-se que a notacao Um,n,... utilizada na obra de 1872 indica precisamente que o nimero de

indices néo sera finito.
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3.1.2 Ordenacao dos termos de uma variante

Uma forma natural de ordenar os termos de variantes de apenas um indice seria,
obviamente, por ordem crescente dos respectivos indices, até pelo facto de tais variantes
se identificarem com sucessoes de ntiimeros racionais. Mas tal ordenacao deixaria de
ter sentido, assim que as variantes dependessem de mais do que um indice. Em tais
casos, Méray estabelece um critério de ordenacgao tendo em conta a soma dos indices

destes termos, se bem que apenas se refira a ele na obra de 1887.

“E preciso, pelo pensamento, ordenar os diversos valores de uma variante

numa ordem tal que a soma dos indices em cada um [dos valores| va crescendo

sem cessar, [ou] pelo menos nunca diminuindo.”2!

De tais palavras, podemos depreender qual o significado dado por Méray as terminolo-
gias de valores anteriores e valores posteriores a um certo valor arbitrario da variante,
e a razao pela qual o nimero dos primeiros serd limitado, e ilimitado aquele relativo
aos ultimos valores. Assim, os valores de uma variante v, , . anteriores a vyy sao
aqueles cuja soma dos indices é inferior a 4, isto é, igual a 2 ou 3 (ja que, sendo m
e n inteiros positivos, é impossivel que a soma dos indices seja igual a um). Nestas
condicoes, teremos a considerar os termos vi1, vi2, U21. J& os termos posteriores a
U2 2 sa0 aqueles cuja soma dos indices é superior a 4. Repare-se ainda que, segundo este
critério, existem termos da variante vy, , . que ocupam o mesmo lugar. Por exemplo,
a soma dos indices de ambos os termos v;2,v2; € igual a 3. Portanto, segundo o
critério apresentado, serao validas as duas ordenacgoes vy 1, v12, V21 € V11, V21, Vi2.
Sendo esta particularidade generalizével a todas as variantes que dependam de dois ou
mais indices, existe, evidentemente, um problema neste critério de ordenacao. A este
respeito, Méray faz apenas a seguinte observacao, que de modo nenhum soluciona tal
limitagao:
“Esta ordem de sucessao é miiltipla quando existe mais do que um indice;

mas, qualquer que ela seja, dois valores da variante, para os quais as somas dos

indices sejam diferentes, sucedem-se sempre da mesma maneira.”>?

2'Em (Méray, 1887), pag. 342.
22Em (Méray, 1887), pag. 342.
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Comecamos desde j& a confrontar-nos com algumas imprecisoes nas ideias expressas
por Méray. E é de realcar estarem associadas ao facto de uma variante depender de
mais do que um indice. Pela sua importancia, estas imprecisoes irao afectar a base de
toda a teoria das variantes e, consequentemente, da teoria dos niimeros irracionais de
Meéray.

A gravidade da falta de clareza no critério de ordenacao apresentado podera ser
notada, por exemplo, ao tentarmos exprimir aritmeticamente o crescimento de uma
variante. Obviamente que serd apenas necessario saber qual o termo de uma variante
imediatamente anterior a outro. Mas relativamente a uma variante v,, ,, qual serd o
termo anterior a 0173? Seréa V2,1, OU 0172? E os termos anteriores a v3,1, OU MEeSMo a vs 2,
serao os mesmos anteriores a v1 37 Quando poderemos entao afirmar que uma variante
é crescente? Sendo uma variante uma funcao, seria previsivel que, na elaboracao da
teoria das variantes, fosse inevitavel para Méray considerar variantes crescentes ou
decrescentes. Tal sucedeu na demonstracao do teorema 3.2.1, que abordaremos na
pagina 161. Mas, talvez por se ter apercebido da tamanha confusao que advém do
facto de uma variante poder depender de mais do que um indice, o matemaético reduziu
essa demonstracao ao caso de uma variante dependente de apenas um indice. Inclusi-
vamente, a mesma simplificagao foi assumida em muitas outras demonstracoes que se
complicariam bastante ao considerar o conceito mais geral de variante. Seré, portanto,
justificavel afirmar que tais abordagens retiram, a partida, alguma credibilidade a uma

teoria que se pretendia muito mais geral do que aquela referente a “simples” sucessoes.



143

3.1.3 Exemplos de variantes

Nas diferentes exposicoes da sua teoria dos ntimeros irracionais, Méray apresenta
exemplos bastante diversificados de variantes. Seguem-se alguns dos mais interes-
santes, se bem que num deles Méray tenha concluido erradamente a obtencao de uma
variante.

Na obra de 1887, Méray apresenta inicialmente o caso do termo geral “(...) wup,
de uma série ordinaria [isto é, usual|, que tem naturalmente o inteiro m como indice”?3,
afirmando ainda que a soma e o produto dos m primeiros termos de uma tal série
sao também variantes dependentes de m. Por analogia com este exemplo, introduz
de seguida a designagao de séries ditas de dupla, tripla, ... entrada, que coincidem
com variantes dependentes de dois, trés ou mais indices: Upmpn, Umnp,... - Serd
relativamente a variantes de dupla entrada, u,,, que indica dois modos diferentes
de adicionar os seus termos. Apesar de afirmar que em ambos os casos se obtém novas
variantes, veremos que apenas um deles é vélido, pelo que nos confrontaremos com
mais uma falha do matemaético.

O primeiro exemplo refere-se a soma dos termos da variante u, , cujos valores dos
indices nao ultrapassam, respectivamente, os inteiros m,n. Neste caso, Méray limita-
se a afirmar que a variante assim obtida tem m e n por indices. Considerando m e n
ambos iguais a um, obtemos apenas o termo u;; da variante u,q; se m =1, n = 2,
obtemos a soma u; 1 + u12; para m = 2, n = 1, u;; + ug1; para m = 2, n = 2,
U1 + Ui + Ugq + Ugg; € assim por diante. Desta forma, podemos formar uma nova
variante dependente dos indices m e n, que denotamos por v,, ,, € cujos termos sao
V11 = U1 V12 = Uil + Ure; V21 = Ui+ U+ U2y Voo = Upl + Urg + U2a;... .
Repare-se que m e n podem tomar todos os valores inteiros positivos, o que esta de
acordo com a definicao de indices de uma variante.

No segundo exemplo, Méray considera a soma dos termos da variante u,, para
os quais a soma dos valores dos indices nao ultrapassa um dado nimero M. A nova

variante assim obtida é entao considerada como dependendo de um tnico indice, o

23Em (Méray, 1887), pag. 342.
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nimero M, sem que seja dada qualquer justificacio para tal facto. A semelhanca do
exemplo anterior, obtemos, para M = 2 o termo u;; da variante w, ,; para M = 3, a
soma w1 +uy 2 +ug; para M =4, uyj +up o+ Uz +upz+uss+usg; ete. Ese desde
ja poderiamos pensar ter obtido uma nova variante dependente do indice M, repare-se
que ao valor M = 1 nao corresponde nenhum termo da variante u, ,, uma vez que nao
existem inteiros positivos p e ¢ que verifiquem a condicao p+ ¢ =1 = M. Assim, o
indice M nao pode assumir todos os valores inteiros positivos, pelo que, ao contrario
do que é afirmado por Méray, nao se obtém desta forma uma nova variante.

Um outro exemplo interessante é abordado por Méray nas obras de 1887 e 1894, e
refere-se a variantes cujos indices nio sio explicitamente dados. E, tal como afirma, o
caso de uma variante para a qual cada valor se calcula tomando uma dada funcao dos

valores anteriores, apresentando o exemplo de uma

“(...) variante definida pelos seus dois primeiros valores e por esta condigao

que cada um dos subsequentes seja igual a soma dos dois precedentes (...)”%4

Relativamente a variante cujos sucessivos valores sao 5,7,12,19,31,50,81,..., nao

especificamos o indice do qual depende. No entanto, podemos, tal como refere Méray,

“(...) considerar cada um destes valores como ligado & sua posi¢do m na
sucessao indefinida que todos formam e, por conseguinte, a variante como tendo

m por indice.”?>

Assim, a variante anterior poderia denotar-se por v,,, e ser definida do seguinte modo:

v = 9; vy = T; € vjyo = vj + vj41, para todo o inteiro positivo j.

2Em (Méray, 1894), pag. 23.
2°Em (Méray, 1887), pag. 343.
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3.1.4 Propriedades das variantes

Através da formulacao de um critério segundo o qual se possa afirmar que uma
variante verifica uma dada propriedade, Méray introduziu intimeros tipos de variantes
fundamentais para a sua teoria dos niimeros irracionais. Tal critério é apenas abordado
nas obras de 1887 e 1894, e ¢ desenvolvido a custa do conceito de uma variante gozar
de uma dada propriedade a partir de certos valores dos seus indices. No entanto,
as diferentes interpretacoes exigidas pelas exposicoes de cada uma destas obras irao
comprovar mais uma vez a imprecisao com que Méray redigiu ao longo dos anos a sua
teoria dos ntimeros irracionais.

Na obra de 1887, Méray afirma:

“Dizemos que a variante v,, , .. goza de certa propriedade dada a partir dos

valores p,v, ... dos seus indices quando essa propriedade é verificada por vy, ,,...

e por todos os valores posteriores (...)"26

Ora, conforme exposto na seccao 3.1.2 Ordenac¢ao dos termos de uma variante, oS
valores posteriores ao valor v, , . da variante sao aqueles cuja soma dos indices &
superior a jt+ v + ... . Assim, por exemplo, uma variante v,,, de dois indices verifica
uma determinada propriedade a partir dos valores 2 e 3 dos respectivos indices, se essa
propriedade for valida para o termo v, 3 e para todos aqueles cuja soma dos indices

seja igual ou superior a 6. Os termos que cumprem tais condi¢des sao entao:

U1,5,V2,4,V33,V42,U51; V16,V25,V34,VU43,V52,V61;--- -

A abordagem da obra de 1894 para definir este mesmo conceito é um pouco
diferente?”. E que, ndo tendo af introduzido as terminologias de wvalores anteriores e
valores posteriores a um dado termo da variante, Méray é forcado a explicitar quais os
valores dos indices da variante para os quais a propriedade deve ser valida. Assim, uma
variante vy, ,, . ird gozar de uma determinada propriedade a partir dos valores p, v, ...

dos seus indices quando a propriedade em questao for valida para todas as combinacoes

26Em (Méray, 1887), pag. 343.
2TVeja-se (Méray, 1894), pag. 23.
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dos valores dos indices verificando simultaneamente as relacoes m = u, n = v,
Considerando novamente uma variante v,,,, . de dois indices, diremos agora que ela
verifica determinada propriedade a partir dos valores 2 e 3 dos respectivos indices, se

a mesma propriedade for valida para os termos

V2,3,V24,V25,VU26,---; U33,U34,V35,VU3,6,---5 V4,3,VU44,V45,V46,---;

da variante. Mas se todos estes termos estao contemplados na primeira das interpre-
tacoes deste conceito, relativa & obra de 1887, ja o reciproco nao sera valido. De facto,
0s termos vy, , para os quais m-+n > 6, sendom < 2 (m =1)oun < 3 (n = 1,2), isto &,
0S termos vy 5, V4.2, Us.1; V16,052, V6,1; ..., a0 sao0 incluidos nesta tltima interpretacao.
Assim, a interpretacao feita na obra de 1894 exclui a partida muitos termos da variante,
muito embora tal s6 aconteca quando a variante depende de mais do que um indice.
Inclusivamente, é imediato verificar que para uma variante com apenas um indice, os
dois modos de interpretar este conceito sao perfeitamente anélogos.

Por forma a introduzir diferentes tipos de variantes, Méray apresenta ainda nas
obras de 1887 e 1894 um conceito que nao difere muito deste que acabamos de
apresentar, de uma variante verificar uma dada propriedade a partir de certos valores
dos seus indices. Mas, apesar do enunciado desta nova definicao ser essencialmente
o mesmo nas duas obras?®, pelas razoes expostas anteriormente, seriam necessarias

obrigatoriamente duas interpretagoes para cada uma delas.

Definicao 3.1.2 Uma variante v,,, . acaba por gozar de uma dada propriedade
se existirem valores p, v, ... dos indices, a partir dos quais esta propriedade nao para

de se verificar.

Certamente que a existéncia de diferentes modos de interpretar este conceito as-
sumiria proporcoes verdadeiramente grandes, nao fosse o matemaéatico cometer mais
uma contradicao, que acabard por os tornar equivalentes. Esta questao serd abordada
com mais detalhe na seccao 3.2.2 Conceito de uma variante acabar por gozar de

determinada propriedade.

28Vejam-se (Méray, 1887), pag. 343 e (Méray, 1894), pag. 24.
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3.1.5 Tipos de variantes

A introducao dos diferentes tipos de variantes finita, de pequenez limitada, in-
finitamente pequena e infinita é feita no sentido de simplificar toda a teoria das
variantes convergentes, e, portanto, também a teoria dos numeros irracionais. Ao
contrario do que faria nas obras seguintes, Méray nao definiu na obra de 1869 estes

2 Desta forma, a exposicao da teoria das variantes convergentes

tipos de variantes
que podemos ai encontrar serd completamente diferente daquela contida nas obras
posteriores. Sera pelo facto de conterem uma teoria dos niimeros irracionais mais
completa, que adoptaremos como defini¢oes destes conceitos aquelas contidas nas obras

de 1887 e 1894. Em todo o caso, veremos também como este assunto foi abordado na

obra de 1872.

Definicao 3.1.3 “Uma variante vp,, . € finita se existe alguma quantidade positiva

invariavel L tal que acabamos por ter numericamente [isto é, em valor absoluto] vy, ... < L.30

Definicao 3.1.4 Uma variante v,,, . diz-se de pequenez limitada3' se existir uma
quantidade positiva [ de tal forma que, em valor absoluto, a desigualdade v,,, . >

acaba por se verificar.

A respeito do proximo conceito, o de quantidade infinitamente pequena, Méray
reforca que nao se trata de uma quantidade propriamente dita, no sentido de ser
invariavel, mas que, pelo contrario, varia essencialmente®?. E portanto estranho que,
tendo reservado a terminologia de quantidade para todo o niimero racional®®, Méray
utilize também este termo na denominacao de um tipo de variante. Designando-a

simplesmente por variante infinitamente pequena acabaria por manter o mesmo critério

29Vejam-se o excerto desta obra citado em (Robinson, 1991), pdg. 1698, e a anélise feita por Pierre
Dugac a teoria dos nimeros irracionais de Méray em (Dugac, 1970), pag. 339 e (Dieudonné, 1978),

pag. 368.
30Em (Méray, 1894), pag. 24. Note-se que a classificacdo da quantidade positiva L como sendo

invaridvel revela-se desnecessaria, j& que Méray havia estabelecido que uma gquantidade ou numero

era um qualquer nimero inteiro ou fraccionério, positivo ou negativo.
3L de petitesse limitée”, segundo a terminologia original — veja-se (Méray, 1894), pag. 24.
32Veja-se (Méray, 1887), pag. 344.
33Veja-se pagina 138.
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na denominacao dos diferentes tipos de variantes, evitando ainda alguma confusao que
advém do significado por si atribuido ao termo quantidade ou nimero. Em todo o caso,
podemos encontrar as duas designacoes quantidade infinitamente pequena e variante

infinitamente pequena nas varias exposigoes desta teoria das variantes convergentes.

Definicao 3.1.5 “Se, por mais pequena que seja a quantidade positiva & que possamos

tomar, acabarmos por ter sempre numericamente Umon,... < €, a variante Umn,... designar-se-a

uma quantidade infinitamente pequena.”3*

O conceito de variante infinita é abordado de modos diferentes nas duas obras
de 1887 e 1894. Na primeira destas exposicoes, tal definicdo é enunciada da mesma
forma do que para os restantes tipos de variantes, explicitando a propriedade que uma

variante infinita deve verificar.

Definicao 3.1.6 “Se, por maior que seja a quantidade positiva €, acabarmos por ter nu-

mericamente vy, .. > €, a variante v, , . diz-se infinita.”3®

Ja na obra de 1894, o matematico define uma variante infinita como sendo um caso
particular de variantes divergentes. Assim, quando na seccao 3.2.6 definirmos o con-
ceito de variante divergente, apresentaremos essa formulagao.

Vejamos agora de que forma as duas interpretacoes feitas nas obras de 1887 e 1894
do conceito de uma variante acabar por gozar de determinada propriedade conduziriam
a dois modos diferentes de considerar os vérios tipos de variantes definidos anteri-
ormente. Analisemos, por exemplo, o conceito de variante infinitamente pequena.
Recorrendo a uma notacao simbolica actual, a interpretacao feita em 1887 pode

escrever-se do seguinte modo:
Vee QM Ipu,v,...: [\UMM._J <e AVmyn,..(m+n+..>p+v+.. = |vg, | < 5)},
enquanto que, segundo a obra de 1894, devemos escrever:

VeeQt I p,v,...: [V m,n,..(m>pun>v,.. =y, | < 5)}

3Em (Méray, 1894), pag. 24.
35Em (Méray, 1887), pag. 343.



149

Em todo o caso, na seccao 3.2.2 Conceito de uma variante acabar por gozar de
determinada propriedade, veremos que também na obra de 1887 Méray interpretou
este e os outros tipos de variantes de uma forma equivalente & interpretacao relativa
a tultima obra de 1894.

Resta-nos agora ver o modo como sao introduzidos estes diferentes tipos de vari-
antes na obra de 1872. Nesta obra apenas foram definidos os conceitos de variante
finita, infinitamente pequena e variante infinita, se bem que de um modo diferente
daquele efectuado nas restantes obras. E serd por esta razao que a teoria das variantes
convergentes serd abordada de um outro modo, aspecto que iremos comentando ao
longo desta apresentagao. Para definir tais conceitos, é inicialmente esclarecido o que
significa uma variante v, , . tender ou convergir para um limite, ou seja, para um

numero racional.

“Se existir um namero V tal que podemos tomar m,n, ... tao grandes que a
diferenca V' — vy, ... seja, em valor absoluto, inferior a uma quantidade tao pe-
quena quanto se queira, para estes valores dos indices e todos os valores maiores,
dizemos que a variante vy, , .. tende ou converge para o limite V. Quando V = 0,

a variante vy, . diz-se uma quantidade infinitamente pequenay...)"3

Uma quantidade infinitamente pequena seréd, portanto, uma variante que converge para
o limite zero, sendo os outros tipos de variantes definidos como um caso especial de

variantes que nao possuem limite.

“Entre as variantes desprovidas de limites, devemos distinguir aquelas cujo
valor absoluto pode tornar-se e permanecer maior do que todo o nimero dado;
designamo-las por quantidades infinitas; e aquelas onde ao contrario o valor

se mantém numericamente inferior a um certo nimero fixo, e que chamamos

finitas.”37

36Em (Méray, 1872), pag. 1. Veremos mais adiante que, ao invés da obra de 1872, nas obras de
1887 e 1894, o conceito de limite de uma variante serd definido & custa de variantes infinitamente

pequenas.
3TEm (Méray, 1872), pag. 2.
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3.1.6 Funcoes de diferentes tipos de variantes

Um dos pontos mais contraditorios da teoria das variantes de Méray é abordado
nesta secgao, e refere-se as operacoes aritméticas definidas entre os varios tipos de
variantes. Apesar de nao termos analisado a obra original de Méray de 1869, sera
natural que este assunto nao tenha sido ai abordado, ja que também nao foram ai
definidos os diferentes tipos de variantes. E na obra de 1872 podemos encontrar apenas
alguns dos resultados que iremos enunciar3®. Assim, esta sec¢io serd maioritariamente
dedicada as abordagens efectuadas nas tltimas obras de 1887 e 1894.

Sendo uma variante uma funcao de multiplas variaveis inteiras, é 6bvio que para
determinar a soma, a diferenca, o produto ou o quociente entre variantes seja necesséario
que os seus “‘dominios” tenham a mesma “dimensao”, isto é, que dependam do mesmo
numero de indices. O estranho é que Méray, no resultado que se apresenta de seguida,
reforca exactamente o facto de as diferentes variantes poderem ter um niimero distinto
de indices. Sera de notar, no entanto, que em nenhuma das obras onde foi enunciado,

as obras de 1887 e 1894, podemos encontrar uma prova deste resultado.

Proposicao 3.1.1 “Uma dada funcdo f(um,Vnp, Wmy,. . ,...) de variantes tendo ou nao

indices em comum, é evidentemente uma nova variante tendo por indices aqueles inteiros

m;n,p;m,r; ... que sdo distintos uns dos outros.”3?

Ora, o que parece evidente para o matemaético, serd incompreensivel & luz da teoria
das funcoes. Primeiro, nao se compreende como poderemos “operar” variantes com um
numero distinto de indices, e depois por que razao a fungao resultante depende dos
indices que sao distintos uns dos outros, nao dependendo igualmente daqueles que lhes
sao comuns. Este aspecto vem reforcar o que ja haviamos comentado acerca do gosto
muito particular que Méray possui pelas generalidades. Ser& pois por tentar tornar
bastante abrangentes os seus resultados acerca de variantes que tornara imprecisa a sua
teoria dos ntimeros irracionais. O que podemos daqui depreender é que nesta altura

a teoria dos conjuntos ainda nao estava suficientemente divulgada na comunidade

38Veja-se (Méray, 1872), pag. 2.
39Em (Meéray, 1894), pag. 24.
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cientifica.

As proposicoes que se seguem, as quais Méray nao demonstrou em nenhuma
das suas obras?®, acabam por ser apenas casos particulares da anterior e, portanto,
afectadas da mesma carga de incompreensao. No sentido de as tornar, de alguma
forma, significativas, devemos entender que apenas é possivel determinar uma funcao
de variantes dependentes do mesmo niimero de indices, se bem que, a luz da teoria

das variantes de Méray, esta seja uma restricao da tao abrangente proposicao 3.1.1.

Proposicao 3.1.2 Uma funcio inteira?' de variantes finitas e o quociente de uma

variante finita por uma de pequenez limitada, sao variantes finitas.

Proposigao 3.1.3 Sao infinitamente pequenas:

a) Uma fungao inteira de variantes finitas e infinitamente pequenas, se esta puder ser
escrita na forma de um polinémio, onde cada termo contém como factor pelo menos
uma das variantes infinitamente pequenas dadas.

b) O quociente de uma variante infinitamente pequena por uma variante de pequenez

limitada.

40Vejam-se (Méray, 1887), pag. 344 e (Méray, 1894), pag. 24.
1 Para Méray “(...) uma funcdo é dita inteira, quando os calculos a efectuar sobre as variaveis

independentes, para obter o seu valor, sdo redutiveis a qualquer operacao inteira.” — em (Meéray,
1894), pag. 20. Ainda na mesma péagina, pode ler-se que as operagdes consideradas inteiras sdo as
operagoes elementares, isto ¢, a adigdo, a subtracgdo e a multiplicagdo (compreendendo a elevacdo a

poténcias de expoente inteiro positivo).
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3.2 Variantes convergentes

3.2.1 Definicao de variante convergente

A nocao de wariante convergente, central na teoria dos nuimeros irracionais de
Meéray, é enunciada de diferentes modos nas vérias obras que escreveu. Nas obras
de 1869, 1872 e 1887 opta por introduzir inicialmente o conceito de limite de uma
variante, sendo a custa dele que define uma variante convergente. Entre estas trés
exposicoes existe ainda a diferenca de apenas nas duas tltimas ter feito uso do conceito
de wvariante infinitamente pequena. J& na obra de 1869 nao o pode fazer uma vez que
nao havia ai definido os diferentes tipos de variantes finita, infinita, infinitamente
pequena e de pequenez limitada. Na ultima obra, a de 1894, a abordagem utilizada
é um pouco diferente. Ai, o mateméatico enuncia em primeiro lugar o conceito de
variante convergente, muito embora adopte posteriormente a definicao de limite de
uma variante das obras precedentes. Desta forma, nas trés primeiras obras toda a
teoria das variantes convergentes é desenvolvida a custa da teoria das variantes dotadas
de limite, ao contrario do que acontece na tltima exposicao de 1894.

Nesta seccao adoptaremos como definicao do conceito de wvariante convergente
exactamente aquela que se pode encontrar na ultima obra de 1894. Assim, e uma vez
que esta opcao condiciona a apresentacao da teoria dos ntimeros irracionais elaborada
por Méray, entenda-se que daqui em diante sera seguida a abordagem de tal obra. Em
todo o caso, serao obviamente considerados os modos de exposicao das outras obras,

para que possamos entender a evolugao desta teoria dos ntimeros irracionais.

Obra de 1869

Admitindo, tal como ja foi notado, que a obra de 1869 se refere somente a variantes
de um indice, podemos afirmar que a definicao de limite de uma variante ai contida

equivale a definicao de limite de sucessoes de ntimeros racionais.

“Seja v, o valor de v de ordem n: se & medida que n aumenta para infinito
existe um namero V tal que comecando com um adequado valor de n, V — v,

permanece [em valor absoluto]| inferior a qualquer quantidade tao pequena quanto
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se possa supor, dizemos que V é o limite de v (...)"42

Por forma a relacionar os dois conceitos de limite e convergéncia de uma variante,
Méray observa que, no caso de a variante v,, admitir um limite V', v,4, — v, tem zero
por limite, quaisquer que sejam as leis de variacao simultaneas impostas a n e p.

A definicao de variante convergente apresentada nesta obra, cujo enunciado citamos
de seguida, podera considerar-se como sendo equivalente a definicao de uma sucessao
de Cauchy. Se nao existir um numero V para o qual V' — v, permaneca em valor
absoluto inferior a qualquer quantidade tao pequena quanto se queira, Méray afirma

que

“(...) j& nao é legitimo, em termos analiticos, afirmar que v tem um lim-
ite; mas se, neste caso, a diferenca v,4, — v, ainda convergir para zero en-
tao a natureza de v mostra uma extraordinaria semelhanca com aquela das
varidveis que realmente possuem limites. Necessitamos de um termo especial
por forma a expressar a notavel diferenciacdo a qual nos referimos: direi que
a varidvel progressiva é convergente, caso seja possivel ou nao atribuir-lhe um

limite numérico.”*?

Podemos antever nestas palavras de Méray a estrutura da elaboragao do conceito de
nimero irracional. De acordo com a terminologia que se vulgarizou no século XX,
uma sucessao que possua limite diz-se convergente para o seu limite; toda a sucessao
que possua limite é uma sucessao de Cauchy; mas apenas podemos afirmar que toda
a sucessao de Cauchy admite um limite se estivermos a considerar um espac¢o métrico
completo, por exemplo, o conjunto dos niimeros reais'*. Tendo em conta que uma
variante convergente de Méray (que dependa de apenas um indice) é uma sucessao de
Cauchy, as ideias expostas pelo matematico estarao de acordo com estas que acabamos
de referir: toda a variante que possua um limite € uma variante convergente; mas nem

toda a variante convergente possui um limite. E serd através deste tultimo tipo de

12Em (Méray, 1869), pag. 284 — citado em (Robinson, 1991), pag. 1698. O termo ordem traduz

a palavra inglesa rank; supomos que o original francés seja rang.
3Em (Méray, 1869), pag. 284 — citado em (Robinson, 1991), pAg. 1698.
4Veja-se, por exemplo, (Lima, 1992), pags. 77-99.
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variantes que Méray definira o conceito de ntimero incomensurdvel. Estendendo entao o
conjunto dos niimeros, serd mediante certas convencgoes que podera finalmente afirmar
que toda a variante convergente admite como limite algum ntimero (comensuravel ou

incomensuravel).

Obra de 1872

Como ja foi citado na seccao 3.1.5 Tipos de variantes, Méray comeca por dar a

seguinte definicao de limite:

“Se existir um numero V tal que podemos tomar m,n,... tdo grandes para
que a diferenca V' — v,,,... seja, em valor absoluto, inferior a uma quantidade
tao pequena quanto se queira, para esses valores dos indices e todos os valores

maiores, dizemos que a variante v, ... tende ou converge para o limite V.45

Segue-se a definicao de uma quantidade infinitamente pequena, como caso particular
da anterior quando V' = 0 sendo finalmente, a custa destes dois conceitos, enunciada

a definicao de variante convergente:

“Chamamos convergente a toda a variante v, , . para a qual a diferenca

Um+pn+q,... — Ummn,...
seja, quaisquer que sejam p, ¢, ..., inferior a uma variante infinitamente pequena,
de indices m,n,...; ou ainda, mais simplesmente, tal que esta diferenca tenda

para zero para m,n, ... infinitos quaisquer que sejam p, g, ... .46

Obra de 1887

Sera so a partir da obra de 1887 que é introduzida uma notagao simbolica para o
limite de uma variante. Também se nota ai que Méray ja nao faz uso da expressao

a wariante converge para o limite V', afirmando apenas que ela tende para o limite

4Em (Méray, 1872), pag. 1. Repare-se que este enunciado ja contempla o caso de variantes

dependendo de mais do que um indice.
46Em (Méray, 1872), pag. 2.
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V. Esta opgao sera, eventualmente, tida em conta para evitar alguma confusao que

pudesse advir da posterior designacao de variante convergente.

“Sendo dada uma variante v, ., se existir uma quantidade (invariavel)
V, tal que a diferenca V' — vy, .. seja uma variante infinitamente pequena,
exprimiremos este facto dizendo que vy, ... tende para V ou ainda que tem V

por limite, e escreveremos
: _ 147
lim vy, =V .

Repare-se que, enquanto que na obra de 1872 uma variante infinitamente pequena
era definida a custa do conceito de limite de uma variante, nesta obra de 1887 (e na
seguinte de 1894) acontece exactamente o contrario. Esta diferenga de abordagens
justifica-se pelo facto de, conforme exposto na seccao 3.1.5 Tipos de variantes, nas
duas tltimas obras o conceito de wvariante infinitamente pequena ser definido & custa
daquele relativo a uma variante acabar por gozar de uma dada propriedade (defini¢ao
3.1.2, pagina 146).

A justificacdo para que Méray tenha considerado uma classe de variantes ainda
maior do que aquela que contém as variantes dotadas de limite, podera ser entendida

na citacao que se segue. Tais variantes, designa-as por convergentes.

“Quando uma dada variante vy, ... tende para um certo limite V', a diferenga
variavel de dois dos seus valores, cujas ordens aumentam indefinidamente e
independentemente uma da outra na sucessao geral dos valores dessa variante,
¢ uma quantidade infinitamente pequena, ou ainda, se quisermos empregar uma

linguagem mais precisa, a diferenca

U’ 7””7~~ — ’Um/’n/

geen

é uma variante de indices m/,n/, ..., m” n” ... que tende para zero (...)

Mas poderd também ser assim para vy, p,.., mesmo que nao erista o nimero
para o qual tenda essa variante. Exprimirei este facto em todos os casos, dizendo
que a variante considerada é convergente, expressao esta que, entenda-se, deve

ser considerada como nao implicando em algum caso a existéncia de um limite.”48

TEm (Méray, 1887), pag. 344.
48Em (Méray, 1887), pag. 347.
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Das seguintes palavras de Méray, podemos perceber a razao pela qual nesta obra a
teoria das variantes convergentes é desenvolvida a custa da teoria das variantes dotadas

de limite.

“As variantes desta espécie [convergentes|, das quais nos iremos ocupar,
encontram-se a cada instante e, de uma maneira geral, podemos dizer que elas
gozam de todas aquelas propriedades das variantes dotadas de limites, em cujos

enunciados esses limites nao intervém.”*d

Obra de 189/

Tal como ja foi referido, na obra de 1894, Méray nao utilizou o conceito de limite
de uma variante para definir uma variante convergente. Assim, e a semelhanca do que
fez na obra de 1887, refere-se inicialmente a uma qualquer diferenca vy, pr  — Vs s,

entre valores de uma variante.

“Designando por

dois sistemas de valores arbitrarios dos indices de uma variante dada vy, ..., a
diferenca
(2) Um ... — Um/ n/,..

é uma nova variante (37) tendo todos os ntimeros (1) por indices.”5

A referéncia “(37)” na citagao anterior diz respeito a proposigao 3.1.1, pagina 150, rela-
tiva a funcoes de variantes, e a sua aplicacao justifica o facto da diferenca
Ut ... — Uy . SET UMa variante cujos indices sao os valores indicados em (1). Mas,
segundo o que postula essa proposi¢ao, apenas poderiam ser considerados como indices
da nova variante os valores em (1) que sao distintos uns dos outros, o que, por hipotese
nao é garantido. Desta forma, confrontamo-nos mais uma vez com a imprecisao de

tal proposicao, tao genérica e ambigua. Repare-se ainda que a critica feita na seccao

YEm (Méray, 1887), pag. 347.
S9Em (Méray, 1894), pag. 24.
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3.1.6 Funcoes de variantes a mesma proposicao 3.1.1, segundo a qual Méray calculava
funcoes de variantes com um ntumero diferente de indices, nao se aplica neste caso.
Isto porque, sendo v, . € Vpy s termos da mesma variante v,,, ., a diferenca
U’ ... — Upyt 7. € POis uma fungao de variantes com o mesmo nimero de indices.
A partir desta observacao, Méray introduz a defini¢ao de variante convergente, cujo

enunciado adoptaremos entao como sendo exactamente a definicao deste conceito.

Definicao 3.2.1 Uma variante v,,, . diz-se convergente se, para conjuntos de va-
lores arbitrarios m/,n’,....m"”,n”,... dos indices da variante, a diferenca

Ut ... — Upy . for infinitamente pequena.
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3.2.2 Conceito de wuma variante acabar por gozar de

determinada propriedade

Estamos agora em condicoes de esclarecer a questao da existéncia de duas definigoes
diferentes do conceito de uma variante gozar de uma dada propriedade a partir de
certos valores dos seus indices, defini¢oes estas relativas as obras de 1887 e 1894. Este
assunto foi ja abordado nas sec¢oes 3.1.4 Propriedades de variantes e 3.1.5 Tipos de
variantes, sendo de recordar que uma das suas consequéncias era a de existirem duas
interpretacoes possiveis dos varios tipos de variantes definidos na seccao 3.1.5. Assim,
e conforme foi ai referido, o conceito de variante infinitamente pequena podia, segundo

a obra de 1887, interpretar-se da seguinte forma:
VeeQtIu,v,...: [|’UM7V7._| <e AVmyn,..(m+n+..>p+v+.. = |vg, | < 5)},
enquanto que na obra de 1894 seria interpretado através da expressao:

VeeQ I pu,v,...: [V m,n,... m>pun>v,.. =y, | < 8)]

Ora, uma vez que nestas duas obras o conceito de variante convergente é definido

ol existiriam também duas formas de

a custa de uma variante infinitamente pequena
expressar o facto de uma variante ser convergente. Segundo a definicao contida na
obra de 1887, e utilizando uma notagao simboélica actual, uma variante v, , . diz-se

convergente se:

VeeQt I, v, " V' (o —vp | <e ANV m/ 0, ;m" n ..

(m'+n'+. +m"+n"+. >V + WV L = v — V| <€),
sendo, de acordo com a obra de 1894, o mesmo conceito equivalente a expressao:

+ ! /A . ro /AN
VeeQ I, v, . .;u v, .o |Vmin, ..om' n" ..

(m/ > /Ll,n/ > VI, ...;m” > u”,n” > V”,

= |Um”,n”,... - vm’,n/,...‘ < 5) .

51Veja-se a seccdo anterior 3.2.1 Definicdo do conceito de variante convergente.
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Em todo o caso, quando provava um determinado resultado®® na obra de 1887,
Meéray interpretou o conceito de variante convergente do mesmo modo que estabeleceu
na posterior obra de 1894. Vejamos as transcricoes que nos permitem concluir tal

facto. O resultado que se propoe provar é o seguinte:

“Se uma variante vy, .. é convergente, ela é necessariamente finita. Se além

disso, ela nao ¢é infinitamente pequena, ela é de pequenez limitada e acaba por

conservar um sinal constante.”®3

A falha de Méray pode encontrar-se logo no inicio da respectiva prova, quando explica

o que significa a convergéncia de uma variante:

“Por hipotese, existem inteiros p/, v/, ...,y V", ..., tais que chamando ¢ uma

quantidade positiva escolhida arbitrariamente, temos numericamente

Um!' /... — Um/ n/,... <g,

1A\
t\
3,
1AV
t\
\.:\
1AV
t\
&
b

param’ 2 u',n’'

Repare-se ainda que, quando comparada com a definicao de variante convergente
contida na obra de 1894, até mesmo esta citacao contém um erro: a troca injusti-
ficavel da ordem dos quantificadores relativos & quantidade € e aos valores inteiros
WV, op” V" dos indices da variante. Podemos, no entanto, considerar esta troca
como uma pequena confusao de Méray, ja que, a menos da interpretacao do conceito
de uma variante gozar de determinada propriedade a partir de certos valores dos seus
indices, as duas definicoes de variante infinitamente pequena das obras de 1887 e 1894
sao equivalentes.

Tendo em conta todos os aspectos expostos anteriormente, nao restam dividas de
que deveremos interpretar o conceito de wvariante convergente segundo o exposto na

obra de 1894.

52Que sera considerado na sec¢do 3.2.5 Alguns resultados de variantes convergentes (proposicao
3.2.5, pagina 167).

53Em (Méray, 1887), pag. 349.
S4Em (Méray, 1887), pag. 349.
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Torna-se oportuno apresentar agora, numa notacao simbolica actual, as interpre-
tacoes dos conceitos de variante finita, de pequenez limitada, infinitamente pequena e
infinita, tendo em conta que ja nao restam duvidas de como interpretar o conceito
de uma variante gozar de determinada propriedade a partir de certos valores dos seus
indices. Assim, uma variante vy, ,, . diz-se:

finita se:

ILeQ" Iu, v, :Ymyn,... (m>pn>v,... = vy, | <L)
de pequenez limitada se:

J1eQ v, :Vmn,...(m>pun>v,.. = |van.|>1)
infinitamente pequena se:

VeeQ I pv,.:Vmn,..(m>pun>v,.. = |vun.| <e)

infinita se:

VeeQt I purv,..:Vmyn,..(m>pn>v,... = |vp, | >¢).
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3.2.3 Exemplos de variantes convergentes

Sao apenas dois os exemplos de variantes convergentes que Méray apresenta nas
diferentes obras onde expoe a sua teoria dos ntimeros irracionais. O primeiro refere-se
a uma variante infinitamente pequena, cuja verificacao é bastante simples, e o segundo
diz respeito a variantes finitas cumprindo determinada condicao. Nas trés obras onde
apresentou estes exemplos, as de 1872, 1887 e 1894, Méray chegou mesmo a apresentar
o ultimo destes exemplos como uma proposi¢ao, muito embora a tenha provado apenas
nas duas tltimas obras®. Na exposicao de 1872 afirma curiosamente “Verificamo-lo sem

dificuldade.”®®. Vejamos entao qual o seu enunciado.

Proposicao 3.2.1 Uma variante finita que, algebricamente®, acabe por nao poder

decrescer ou por nao poder crescer, é convergente.

A semelhanca do que acontece na prova de outros resultados da teoria das variantes,
também aqui Méray considerou apenas a demonstracao desta proposi¢ao para variantes
v, dependentes de um indice. E, tal como ja notdmos na seccao 3.1.2 Ordenacao dos
termos de uma variante, esta abordagem parece ser justificavel pelo facto de nao ser
nada 6bvio como interpretar o crescimento de uma variante, caso ela dependa de mais
do que um indice. Ora, como também ja referimos, este procedimento ira retirar
alguma da credibilidade a teoria das variantes de Méray. Isto porque, pretendendo
esta teoria ser mais abrangente do que a teoria das sucessoes, o0 matematico nao teréa

sido capaz de provar um maior alcance para alguns resultados envolvendo variantes.

Demonstragao: Fagamos, a semelhanca da abordagem seguida por Méray, uma prova

por reducao ao absurdo, e consideremos apenas o caso da variante v,, acabar por nao

poder decrescer®®.

55Vejam-se (Méray, 1887), pag. 347 e (Méray, 1894), pag. 26.

56Em (Méray, 1872), pag. 3.

57Isto é, tendo em conta o seu sinal.

580 caso em que v,, acaba por ndo poder crescer prova-se de uma forma perfeitamente analoga.
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Suponhamos entao que v,, nao é convergente, o que, numa notacao simbolica

actual, significa que:
JeeQT VYV, u" Im/ m":(m' >/, m" > u" N v — vp| > €). (3.1)

Meéray estabelece entao a existéncia de uma quantidade positiva a, de uma primeira

sucessao crescente ilimitada de inteiros

/ / !/
/’L17/J’27 ...,,LLp, (AR

e de uma segunda sucessao de inteiros

" " "
:u171u’27 "'7,U’p7 LR

respectivamente superiores aos precedentes, de tal forma que, por v,, acabar por nao

poder decrescer, as seguintes desigualdades sao validas®
Vply = Uy > QU — Uty > Qe U — Vpr > (3.2)

Apesar de nao o justificar, Méray afirma ainda que podemos supor p;, > ji,_,, para

qualquer p. Desta forma, a sucessao de indices

AN AN PN
s 15 Hos oy s :up’ ,Up,

obtida nao serd decrescente. Mas vejamos como poderemos obter tal sucessao de
nimeros.
Aplicando (3.1) ao caso em que p/ = p” = 1, obtemos m’,m” tais que
|V — U] > «a; podemos chamar-lhes p) e pf, com p) < pf. Como a variante
X 4 2 " /
nao decresce, serd v,y — vy > «, dai que v # vy e, portanto py # py. Logo,
: / " :
podemos mesmo garantir que p) < pf. Se aplicarmos agora (3.1) ao caso em que
! " __ " / " / " / "
W =pu" =1+ pu, obtemos m’,m”, a que podemos chamar pj e py, com py, < ph, de

tal modo que teremos:

/ " /! "
py <py <py <py e o — gl > o

59Tal como refere Méray, pelo facto de v, acabar por ndo poder decrescer, tais desigualdades sdo

validas quer numericamente, quer algebricamente — veja-se (Méray, 1887), pag. 347.
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Como ply, # ply e a variante nao decresce, temos mesmo:
/ n / "
< py <o <[y € Uy —Uy >
Se ja tivermos obtido
/ " / " / "
p < pry < g S g < o <y <l

bastard aplicar (3.1) ao caso em que pu' = pu” = 1+ p para obter m’,m", a que

/ " / 2 / X 3
poderemos chamar fu,., py, 1, com py < ppi . m e m' serao ambos superiores a

u e de tal modo que |v,  — v,y | > «. Novamente por se ter necessariamente
p Ppt1 Hpt1

i1 7 My © DOT a variante nao decrescer, teremos:
!/ 1 / " / " / "
py <y < g Sy <o <ty <y <y < flppn o € U = Uy 2

Deste modo, as duas sucessoes de indices sao construidas na ordenagao pretendida.

Meéray prossegue a prova, afirmando que, pelo facto da sucessao de indices

!/ " / " / "
:u17 :U’17/'L27/'L27 LS lu’pa :up7

obtida nao ser decrescente, e por a variante v,, acabar por nao poder decrescer, sao

validas as (p — 1) desigualdades seguintes:
Oy, = Oty 2 0,00 =V 20,0 — v 20

Adicionando membro a membro estas desigualdades com as primeiras p desigualdades
(3.2), pagina 162, obtém-se
Uprr > Uyt + por.

Tomando p, e consequentemente m = ,u;’, tao grandes quanto se queira, v, ira

ultrapassar toda a quantidade dada. Portanto, v,, nao serd uma variante finita, o

que é, por hipotese, um absurdo.
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3.2.4 Variantes equivalentes

O conceito que se segue, de variantes equivalentes, serd bastante importante na
interpretacao de um ntumero irracional de Méray. Veremos, inclusivamente, que é
possivel relacionar um nimero comensuravel ou incomensuravel de Méray com uma
determinada classe de equivaléncia definida no conjunto das variantes convergentes.
Em todo o caso, mais uma vez iremos constatar que o caricter impreciso com que
escreve a sua teoria dos niimeros irracionais irad tornar pouco clara esta definicao, bem

como todos os resultados que com ela estao relacionados.

Definicao 3.2.2 Duas variantes convergentes, tendo ou nao indices em comum, dizem-
-se equivalentes se a sua diferenca, considerada como variante dependente dos seus

indices distintos, é infinitamente pequena.

Ora, nesta definicao que é apresentada nas obras de 1887 e 1894, nao é referido se
as variantes tém ou nao de depender do mesmo niimero de indices®®. No entanto, nos
mesmos enunciados, podemos constatar que Méray afirma ter utilizado a proposicao
3.1.1, pagina 150. Tal como j4 foi discutido na seccao 3.1.6 Fungoes de diferentes tipos
de variantes, o matematico permite que se determinem func¢oes de variantes com um
niumero distinto de indices, donde se pressupoe que, no seu entender, duas variantes
deste tipo possam ser equivalentes. Mas, por forma a tornar claros os resultados que
se seguem, devemos, a semelhanga do que observamos na sec¢ao 3.1.6, entender duas
variantes equivalentes como dependendo do mesmo ntmero de indices.

Da anterior definicao de wvariantes equivalentes e da proposicao 3.1.3, pagina 151,

decorrerd, de imediato, o resultado que se segue.

Proposigao 3.2.2 Duas variantes equivalentes a uma terceira sao também equiva-

lentes entre si.

E igualmente imediato deduzir que esta relacao de “equivaléncia” entre duas variantes

convergentes goza da propriedade transitiva.

60Vejam-se (Méray, 1887), pag. 348 e (Méray, 1894), pag. 26.
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Uma vez que na obra de 1894, Méray apenas demonstra a proposi¢ao que se segue
para o caso de variantes dependentes de um indice®', o enunciado e respectiva prova

seguintes estao de acordo com a obra de 1887.

Proposicao 3.2.3 “Sendo v, ... uma variante convergente, se atribuirmos aos seus indices

uma sucessao indefinida de sistemas de valores particulares

(ml, ni, ), (Tng, no, ), ceey (mk, ng, ), ceey
escolhidos arbitrariamente com a tnica condi¢do de que os termos gerais das sucessoes

mi, M2, .., Mg,

ny, mn2, .., "N,

sejam todos infinitos (6), o termo geral u; da sucessao

Uml,nl,..‘a ,Umz,ng,‘.J AR Umk,nk,...7

¢ uma variante que é convergente e equivalente a proposta.”’$?

A referéncia “(6)” que surge no enunciado desta proposi¢do diz respeito a defini¢do
3.1.6 de wariante infinita, pagina 148. Sera interessante notar que Méray a utiliza
para frisar o facto de os sucessivos indices a atribuir & variante v,,, . serem eles

proprios variantes dependentes de um indice, isto €, sucessoes de niimeros naturais.

Demonstragcao: Tal como refere Méray, quando k cresce indefinidamente, todos os
inteiros my, ng, ... crescem também sem limites, dai que o termo geral u; da sucessao
Umy s s Umpong,...r --- S€ja, de facto, uma variante.

Mostremos inicialmente que a variante uy é convergente. Sendo k' e k" dois valores

arbitrarios do indice de ug, temos que:

Ugr — U = 'Umk//,nk//,.“ - Umk/,nk/,... .

61Veja-se (Méray, 1894), pag. 26.
52Em (Meéray, 1887), pag. 348.
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E como, por hipotese, vy, ,,... € convergente, a diferenca vy, 0. = Vmyn,,.... € infini-
tamente pequena. Logo u,» — up € uma variante infinitamente pequena e, portanto,
uy, € convergente.

Provemos agora que as variantes uy € vp, .. sao equivalentes. Para k',m’ n/, ...

valores arbitrarios dos indices das variantes uy e vy, ., tem-se que:

Uk — Um/ ... = Umyngr,... — Um/n/ ... -

Como v é uma variante convergente, a diferenca Uy, — Umine,.. € infinitamente
pequena. Portanto, também wug — vy, . serd uma variante infinitamente pequena,

pelo que uy e vy, ... sdo equivalentes.
[ |

O tnico exemplo que Méray apresenta de variantes equivalentes é o de duas vari-
tes infinit t j ificacdo ¢ bastante simples®. E relati t
antes infinitamente pequenas, cuja verificagao é bastante simples®. E relativamente a

este exemplo, apresenta ainda o seguinte resultado.

Proposigao 3.2.4 Uma dada variante é infinitamente pequena se é equivalente a uma

outra que seja infinitamente pequena.

63Veja-se (Méray, 1894), pag. 26.
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3.2.5 Alguns resultados de variantes convergentes

Por forma a simplificar a teoria das variantes dotadas de limite introduzida na
proxima seccao 3.3 Limites efectivos de variantes convergentes, Méray apresenta um
conjunto de resultados bastante variados relativos a variantes convergentes.

A semelhanca do que aconteceu para a proposicao 3.2.3, pagina 165, também o
resultado que se segue apenas foi provado, na obra de 1894, para variantes de um
indice. E sera pelo facto de esta prova fazer uso da proposicao 3.2.3, que, de igual

modo, adoptaremos® a abordagem da obra de 1887.

Proposicao 3.2.5 Se a variante v,,, . ¢ convergente, ela é necessariamente finita.
Se, além disso, ela nao for infinitamente pequena, é de pequenez limitada e acaba por

conservar um sinal constante.

Demonstragao: Provemos, num primeiro passo, que v, . ¢ uma variante finita.

Por hipotese, dada uma quantidade positiva arbitraria e, existem conjuntos de inteiros

WiV o VL tais que, param/ >/ on >V oom” > n” >V se tem:
|vm”,n”,.‘. - Um’,n’,...| <é¢€ 65-

Desta forma, a partir dos valores 1", V", ... dos indices m, n, ..., tem-se constantemente:

|Um,n,... - U,u’,y’,m| < e %,

Seja ¢ o valor absoluto de v,/ .. Como

Ummn,... = U/ /... + (Um,n,... - U/J,’,l/’,...)a

64Veja-se (Méray, 1887), pag. 349.
65A imprecisdo no modo de Méray se exprimir estd mais uma vez patente na troca da ordem dos

quantificadores, quando diz “Por hipotese, existem inteiros ', v/, ..., u”, V", ..., tais que chamando &
uma quantidade positiva escolhida arbitrariamente, temos numericamente vy, nr .. — Vs e, < €,

param’ =y’ ,n' 2 v, ..om” 2”0 2v", ... (...)) — em (Méray, 1887), pag. 349.
66Relativamente a esta desigualdade Méray afirma: “A partir de u”,v”,..., teremos entdo

constantemente vy, . — V., < e.” — em (Méray, 1887), pag. 349. Mas repare-se que, decorrendo
da definicdo de variante convergente, tal desigualdade deve considerar-se, obviamente, em valor

absoluto.
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a desigualdade

|V, | < p+e.

acaba por se verificar®”. Portanto, a variante vy, . é necessariamente finita®.
Vejamos agora que, caso vy, , . nao seja infinitamente pequena, ela é de pequenez

limitada. Suponhamos, por redugao ao absurdo, que v,,, . nao é uma variante de

pequenez limitada%®. Considerem-se entdo e, s, ..., €, ... sucessivos valores de uma

variante auxiliar positiva e infinitamente pequena. Para tais valores existem inteiros

my, Moy oo, My ..y N1, N2y ooy Mgy onny et

7

que em cada uma das sucessoes crescem sem parar’’, e para os quais podemos satisfazer

indefinidamente as desigualdades:

[Vmymro] < €15 [Vmgmsn] < €24 ooy |[Vmpmp | < Eky ev

Assim, a variante uy = Uy, n,... Serd infinitamente pequena. Mas, pela proposicao
3.2.3, pagina 165, as variantes u e v sao equivalentes. Portanto, pela proposicao 3.2.4,
pagina 166, v,,, . serd infinitamente pequena, o que ¢ um absurdo. Desta forma,
se a variante v, , . nao for infinitamente pequena, é de pequenez limitada, pelo que
existe uma quantidade positiva [ para a qual a desigualdade |v,, .| > [ acaba por se
verificar.

Provemos finalmente que, caso v, , . seja uma variante de pequenez limitada, ela
acaba por conservar um sinal constante. Se o sinal de v,,, . nao acabasse por ser

constante, poderiamos formar sucessoes crescentes de inteiros:

My, Moy ooy My ooy M1, N2y ey My evey oty

57De facto, a desigualdade anterior verifica-se a partir dos valores p’, ", ... dos indices.
68Dada a arbitrariedade do parametro €, podemos escolher, por exemplo, L = ¢ + 1 na definicido

de variante finita.
590 que, em notacao simboélica actual, significa que

VieQtVuv,..Immn,...: (m>pn>v,.. A |vogm,. | <I).
700 que significa que o termo geral de cada uma das sucessdes anteriores ¢ uma variante infinita.

E de notar, no entanto, que Méray nao se referiu a este facto.



169

de tal modo que v, | nyys,... © Uy on,,... tinham sempre sinais contrérios. Desta forma,
para k infinito™, ou, de forma semelhante, para os valores infinitos de todos os indices

My My -ees Mpa1, Nkt 1, ---, & desigualdade:

|,Umk+17nk+17--- - Umk7nk7---| > 2l7

acabaria por se verificar, o que contraria a hipotese de vy, . ser uma variante con-

vergente.
|

O resultado que se segue ilustra mais uma vez o caracter generalista de Méray,
que chega mesmo a tornar incompreensiveis alguns dos resultados da sua teoria das

variantes.

Teorema 3.2.1 Toda a fungao inteira de variantes convergentes é uma variante con-
vergente. O mesmo se verifica para uma funcao racional fraccionaria™, desde que o

seu denominador nao seja infinitamente pequeno.

Apesar de Méray nao introduzir, nem no enunciado, nem na prova deste teorema,
uma notacao que clarifiquemostre explicitamente se as variantes envolvidas dependem
ou nao do mesmo niamero de indices™, podemos, através do exposto na seccao 3.1.6
Funcgoes de diferentes tipos de variantes, pressupor que, de facto, o resultado anterior
se refere a variantes dependentes de um nimero diferente de indices. Em todo o caso, e
tal como fizemos para a proposi¢ao 3.1.1, pagina 150, devemos supor que também este
resultado se aplica apenas a variantes dependentes de um mesmo ntimero de indices,
por forma a que o seu contetido ganhe significado.

A estrutura da demonstracao que se segue estd de acordo com o original de 1894,

incluindo a transcricao e respectiva prova de um resultado acessorio.

"Isto é, sendo k um valor arbitrariamente grande da variante infinita k.
"2Méray considera que “Se, entre outras operacdes inteiras, o cédlculo do valor de uma funcio

compreende essencialmente a divisdo, esta fungao diz-se fracciondria.” — em (Méray, 1894), pag. 20.
"Vejam-se (Méray, 1887), pag. 350 e (Méray, 1894), pag. 27.
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Demonstragao: Provemos inicialmente que toda a funcao inteira de variantes con-
vergentes ¢ convergente. Seja entdo f(u,v,w,...) uma fun¢io inteira das variantes
convergentes u, v, w, ..., cujos indices nao denotaremos, a semelhanca do que é feito
na prova original. Atribuamos a estes indices dois conjuntos de valores, que faremos
crescer indefinidamente e independentemente uns dos outros, e designemos generica-

mente por

os dois grupos correspondentes de valores das variantes.

Pelo facto de u, v, w, ... serem variantes convergentes, as diferencas

" / " / " !/
u—u=a, v —v =0 w—w =", ..

sdo quantidades infinitamente pequenas. O polinémio f(u” 0", w",...) podera ainda
ser escrito na forma f(u'+a,v'+3,w'+7,...). E, por aplicagdo da formula de Taylor™,

Méray obtém a igualdade
" " " / / /
f 0" w" ) — fu 0w ) =0,
acerca da qual, curiosamente, afirma

“(...) © & um polinémio inteiro com respeito as variantes u’,v’,w’, ...,

a, 3,7, ..., em que cada termo contém como factor pelo menos uma destas altimas

quantidades.”"

Pela proposicao 3.2.5, pagina 167, u/,v',w’, ... sdo variantes finitas. E uma vez que
a, 3,7, ... sao quantidades infinitamente pequenas, podemos concluir, por aplicacao
da proposicao 3.1.3, pagina 151, que a variante © é necessariamente infinitamente

pequena. Portanto, f(u,v,w,...) ¢ uma variante convergente.

"Vejam-se as expressoes da formula de Taylor utilizadas por Méray, por exemplo, nas paginas 160

e 161 de (Méray, 1894).
Em (Méray, 1887), pag. 351. E de notar que apenas sabemos que Méray aplica tal férmula

pela prova incluida na obra de 1887, j4 que na obra de 1894 se limita a afirmar que a igualdade
f " w” ) — f(u, v, ...) = O se pode obter duma maneira conveniente — vejam-se (Méray,

1887), pag. 351 e (Méray, 1894), pag. 28.
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e Para provar a parte restante deste teorema, relativa a funcoes racionais frac-

cionarias, Méray considera o seguinte resultado acessorio:

“Se p,q sdo duas variantes convergentes, a segunda nao infinitamente pe-

quena, a sua razao 2 é também uma variante convergente.””6

LS

Sendo p', ¢ e p”,q" os valores de p, g correspondentes a dois conjuntos de valores de

indices indefinidamente crescentes, consideremos a expressao:

pl/ p/ B p//q/ _ p/ql/ 3 3

? o ? o qq" ) ( : )
cujo numerador pode ser escrito na forma:

(p// o p/)q/ _ (q// . q/)p/‘ (3.4)

Uma vez que p e g sao convergentes, pela proposicao 3.2.3, pagina 165, as variantes p’
e ¢’ também o sao. E, por aplicacao da proposicao 3.2.5, p’ e ¢’ serao ainda variantes
finitas. Por outro lado, as diferencas p” — p/, ¢” — ¢’ sdo infinitamente pequenas, facto
este que decorre da defini¢ao de variante convergente. Portanto, a expressao (3.4) é,
pela proposi¢ao 3.1.3, uma variante infinitamente pequena.

Como ¢ é convergente, mas, por hipotese, nao é infinitamente pequena, a proposi¢ao
3.2.5 garante que existe uma quantidade positiva [ para a qual acabaremos por ter
q > 1. Assim, teremos também ¢'q” > [?, donde se conclui que ¢'q” é igualmente uma
variante de pequenez limitada.

Finalmente, a proposi¢ao 3.1.3 permite concluir que a expressao (3.3) é infinita-
mente pequena, isto é, que g é uma variante convergente.

Para provar que uma funcgao racional fraccionaria de variantes convergentes, com
denominador nao infinitamente pequeno, é uma variante convergente bastari agora
considerar os dois pontos anteriores desta demonstracao. Relativamente ao segundo

ponto, p e g deverao representar, respectivamente, o numerador e denominador de tal

funcao racional fraccionéria.

"Em (Méray, 1894), pag. 28.
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Repare-se que a prova anterior faz uso da formula de Taylor, e, portanto, da ideia
base da analise de Méray: o facto de as funcoes poderem ser desenvolvidas em séries
de Taylor.

Segue-se o tltimo resultado sobre variantes convergentes apresentado por Méray'".

Proposigao 3.2.6 Sendo f uma funcao inteira ou uma funcao racional fraccionéaria
de denominador ndo infinitamente pequeno, se u', v, w’,... e u”, 0", w", ... designam

dois grupos de variantes convergentes respectivamente equivalentes, as variantes

/ / !/ " " "
f' o w' ), f(u” 07w L),
que pelo teorema 3.2.1 sao convergentes, sao também equivalentes.

Demonstracao: Para provar esta proposicao basta observar que as diferencas

" / " !/ 1 !/
u —u,v —v,w —w,

sao variantes infinitamente pequenas, pelo que a sua demonstragao sera perfeitamente
idéntica ao primeiro ponto da prova do teorema precedente. Concluindo-se, dessa
forma, que f(u',v,w',...) — f(u”,v”,w",...) é infinitamente pequena, as variantes
f v ' ..) e f(u”, 0" w", ...) serdo, por defini¢do, variantes equivalentes, conforme

pretendido.

"Vejam-se (Méray, 1887), pag. 350 e (Méray, 1894), pag. 29.
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3.2.6 Variantes divergentes

Seré apenas na obra de 1894 que Méray define o conceito de variante divergente,
sendo ai utilizado para apresentar um outro conceito, o de variante infinita. Desta
forma, e conforme referimos na seccao 3.1.5 Tipos de variantes, a definicao de variante
infinita tera nesta obra um enunciado diferente daquele que podemos encontrar nas

restantes exposicoes da teoria dos niimeros irracionais de Méray.

Definicao 3.2.3 Uma variante diz-se divergente quando nao é convergente.

Referindo-se a definicao de wariante convergente, pagina 157, Méray observa entao
que, caso a variante v,,, . seja divergente, podemos estabelecer entre os inteiros
m',n',...m", n", .. relacdes tais que, crescendo indefinidamente e conjuntamente dessa
maneira, o valor numérico da diferenca v, 7 . — Upy . Seja superior a alguma
quantidade positiva’®.

Como exemplo de uma variante divergente, Méray indica de seguida o caso da
variante v, que, para m impar, é igual a uma quantidade a, e para m par toma o
valor b (sendo a # b). E justifica a apresentagio deste exemplo mostrando da seguinte

forma que v,, nao é convergente:

“(...) tomando m',m” sempre com paridades diferentes, a diferenca
vl — ], reduz-se sem parar a +(a—b) e por conseguinte [v,,| ndo é infinitamente

pequena.” ™

Vejamos agora qual a definicao de wariante infinita que Méray apresenta nesta

obra:

“Uma variante cujo valor numérico acaba por se manter superior a toda a
quantidade positiva dada nao é finita; por consequéncia de (42) ela é divergente.
As variantes divergentes desta espécie devem ser particularmente distinguidas;

designamo-las por quantidades infinitas.” %°

8Veja-se (Méray, 1894), pag. 29.
“Em (Méray, 1894), pag. 30.
80Em (Méray, 1894), pag. 30.
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A referéncia “(42)” na transcrigao anterior é relativa a proposi¢ao 3.2.5, pagina 167.
E esta proposicio que garante que, nio sendo finita, a variante nido é convergente.
Dai que, pela definicao 3.2.3, ela seja divergente. Repare-se ainda que, & semelhanca
do conceito de variante infinitamente pequena, as variantes infinitas foram definidas
como sendo quantidades infinitas.

Relativamente a este tipo de variantes, Méray apresenta, sem prova, os resultados

que se seguem®!:

Proposigao 3.2.7 a) O produto de uma variante de pequenez limitada por uma
quantidade infinita é também uma variante infinita.
b) Quando uma variante é infinitamente pequena ou infinita, o seu inverso aritmético

é, respectivamente, infinito ou infinitamente pequeno.

A importancia da teoria das variantes convergentes sera notada assim que Méray
introduz o conceito de limite de uma variante. E que o facto de existirem variantes
convergentes que nao admitem nenhum ntimero comensuravel como limite serd, sem
divida, um indicador da incompletude do conjunto dos niimeros. Estando entao criada
a base para a definicao do conceito de ntimero incomensurdvel, a teoria dos limites
assumird agora um papel primordial na teoria dos ntimeros irracionais de Méray. Esta
teoria serd exposta nas proximas seccoes 3.3 Limites efectivos de variantes convergentes

e 3.4 Limites ideais de variantes convergentes.

81Veja-se (Méray, 1894), pag. 30.
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3.3 Limites efectivos de variantes convergentes

Conforme referimos na seccao 3.2.1 Definicao de variante convergente, foi apenas
na obra de 1894 que Méray nao fez uso do conceito de limite para definir uma variante
convergente. Em todo o caso, esclarecemos também que, apesar disso, a definicao de

limite de uma variante manteve o mesmo enunciado em todas as obras.

Definicao 3.3.1 Dizemos que uma variante v,,, . tem por limite uma quantidade
V', ou que V tende para V, quando a diferenca V' —v,, ,, . é uma variante infinitamente

pequena, e escrevemos

lim vy, .. = V.

Observe-se pois que, sendo uma quantidade, o limite de uma variante é um nimero
racional. Portanto, segundo esta definicao, apenas admitem limite as variantes que
tendem para um racional. As terminologias utilizadas nas varias obras de Méray para
denominar tais limites sido trés®?: o termo “effective” na exposicao de 1894, “véritable”
em 1887, ou ainda “assignable” em 1872.

Como exemplo de variantes dotadas de limite, Méray apresenta em todas as obras
apenas o caso de uma variante infinitamente pequena. A verificacao de que uma tal
variante v,,, . tende para zero é bastante simples, decorrendo do facto de
0 — Umop,.. = —VUmn,.. ser também uma quantidade infinitamente pequena®?.

No entanto, o conceito de wvariante convergente abrange uma classe de variantes
muito mais vasta do que a referente a variantes dotadas de limite. E sera neste sentido
que se enquadra o proximo resultado®. O seu reciproco nao sera valido pelas razoes

que acabamos de referir, facto este que, na seccao seguinte Limites ideais de variantes

convergentes, constituird o ponto chave para a criagao dos niimeros incomensurdveis.

Proposicao 3.3.1 Toda a variante que admita um limite é convergente.

82Vejam-se, respectivamente, (Méray, 1894), pag. 30, (Méray, 1887), pag. 353 e (Méray, 1872),
pag. 3.

83Veja-se (Méray, 1887), pag. 344.

84Veja-se (Méray, 1894), pag. 30.
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Demonstrag¢do: Seja entdo V o limite de uma variante vy, , . Sendo m”,n”, ... e
m/,n/, ... dois conjuntos de valores arbitrarios dos indices de v,,,, ., provemos que a
diferenca:

(3.5)

Um",n”,... — Um’,n’

goee

¢ uma variante infinitamente pequena. Esta diferenca pode ser escrita na forma:
(V — Um’,n’,...) — (V — Um”,n“,,..) . (36)

Seré pelo facto de V ser o limite da variante v,,,__, que a expressio (3.6) ¢é, tal como

(3.5), infinitamente pequena, donde se conclui que a variante é convergente.

Méray estabelece ainda sem prova os seguintes resultados.
Proposicao 3.3.2 Duas variantes que tendam para o mesmo limite sao equivalentes.

Proposicao 3.3.3 Toda a variante equivalente a uma dada variante, cujo limite

exista, tende para o limite da variante inicial.

Sendo os limites efectivos de variantes niimeros racionais, serd através do teorema
que se segue que poderemos definir quaisquer operacoes racionais entre tais nimeros®.
A importancia deste resultado ira notar-se ainda na proxima seccao. E que, sendo ai
estendido a limites ideais de variantes convergentes, estaremos entao em condigoes de

definir operagoes entre niimeros irracionais.

Teorema 3.3.1 "Se as variantes wu,v,w,... tenderem, respectivamente, para os limites
UV, W,..., e se f(u,v,w,...) designar uma funcdo dessas variantes, seja inteira, seja frac-

cionéria, mas nao tendo um denominador que tenda para zero, temos:

lim f(u,v,w,...) = f(U,V,W,...)."8

85Em todo o caso, devera recordar-se toda a polémica em torno do célculo ndo exequivel de funcdes
de variantes dependentes de diferentes indices. Este assunto foi abordado na sec¢io 3.1.6 Fungdes de

diferentes variantes.
86Em (Meéray, 1894), pag. 31.
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Demonstragcao: Seja v uma variante cujos valores sao todos iguais a U e, da mesma
forma, p, %), ... variantes que apenas tomem, respectivamente, os valores V, W, ...87. Por
aplicacao da proposicao 3.3.2, pagina 176, v, ¢, 1, ... sao, respectivamente, equivalentes
a u,v,w,... . Assim, a proposigao 3.2.6, pagina 172, garante que f(v,¢p,1,...) é

equivalente a f(u,v,w,...), ou seja, que a diferenca:

f(U,QO,’QZ), ) - f(uavvwv )

é uma variante infinitamente pequena, dependente dos indices que sao distintos nos
dois grupos de variantes. Mas v, p,1,... tomam os valores constantes U, V, W, ...,

respectivamente. Portanto,
fO,V,W,...) = f(u,v,w,...)

é infinitamente pequena, como pretendido.

87A este respeito, Méray faz a seguinte observacdo: “Em certos casos, existe interesse em considerar
uma quantidade dada (invaridvel) como um tipo de variante que conserva sempre o mesmo valor,

quaisquer que sejam os seus indices.” — em (Méray, 1887), pag. 343.
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3.4 Limites ideais de variantes convergentes

Conforme referimos na sec¢ao anterior, o reciproco da proposicao 3.3.1, pégina 175,
nao é valido. E é exactamente através desta observacao que Méray ird introduzir o
importante conceito de limite ideal, com o qual se identificard um nimero incomensu-
ravel. Estamos pois a um passo da formalizacao do conceito de nimero irracional de
Méray, para a qual se revela fundamental a teoria das variantes dotadas de limite.

A ideia chave de Méray é estender o estudo das variantes convergentes que tendem
para um limite efectivo, isto é, para um nimero racional, aquelas que sejam desprovidas

de limite.

“(...) ¢ efectivamente suficiente conservar para as variantes convergentes

desprovidas de limites, MAS AGORA NO SENTIDO FIGURADO, a linguagem que a

consideracio dos limites proporciona aquelas que deles sio dotadas.” 38

Seré, portanto, mediante um conjunto de convengoes que é criada a teoria das variantes
convergentes desprovidas de limite. E uma vez que um nimero incomensurdvel sera
definido como sendo o limite ideal de tais variantes, ficar&, por comparacao, elaborada

a teoria dos nimeros irracionais de Méray.

88Em (Méray, 1887), pag. 352.
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3.4.1 Convencoes

A explicitacao das convencgoes necessarias a elaboracao de uma teoria das variantes
convergentes desprovidas de limite, apenas é considerada por Méray nas obras de 1887
e 1894, nas quais afirma apenas listar as principais®®. Estas convencoes, num total de

seis, sao apresentadas de seguida.

I. “Quando uma variante convergente nao tende para qualquer limite, fazemos-lhe correspon-
der um |[limite| ideal (...) que representamos pelo mesmo sinal [isto ¢, simbolo| como se ele
existisse realmente.”

A terminologia “idéale” atribuida a este tipo de limites apenas foi utilizada na
tltima obra de 1894, tendo sido usado nas restantes exposicoes o termo “fictive”?!.
Podem ainda encontrar-se na obra de 1887 algumas referéncias a estes limites ideass
como sendo “pseudolimites”??.

Esta primeira convencao vai permitir estabelecer a importante definicao de nimero
incomensurdvel, ou seja, de um nimero irracional. Iremos adoptar como definicao
o enunciado contido na obra de 1887, pela simples razao de que ai esta questao é

abordada de um modo mais formal.

Definicao 3.4.1 “O que chamamos os nimeros incomensurdveis sao precisamente estes
limites ficticios |[fictives| de variantes convergentes nao tendendo para numeros verdadeiros
[véritables|. Quanto aos nimeros comensurdveis, sdo naturalmente, por oposi¢ao, os nimeros
propriamente ditos, quer dizer os inteiros e as frac¢oes tomadas positivamente ou negativa-

mente.”93

89Deve notar-se, em todo o caso, que na abordagem de 1872, Méray também considera serem
necessarias tais extensoes, se bem que se refira muito vagamente a elas — veja-se (Méray, 1872),
pags. 3, 4.

9O9Em (Méray, 1894), pag. 31.

91Vejam-se (Méray, 1869), pag. 274 — citado em (Robinson, 1991), pag. 1698; (Méray, 1872), pag.

3 e (Meéray, 1887), pag. 353.
92Veja-se (Méray, 1887), por exemplo, na pagina 353.
9BEm (Meéray, 1887), pag. 354.
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Poderemos agora referir-nos de igual forma a toda a variante convergente, no que
respeita a existéncia do seu limite. Isto porque, segundo a definicao anterior, uma
variante convergente ird admitir sempre um limite, quer ele seja efectivo ou ideal.

Muito embora Méray utilize o conceito de limite para definir um ntimero incomen-
suravel, deve notar-se nao ser assumida a priori a existéncia de tal nimero. Para criar
estes nimeros, Méray comeca por considerar variantes convergentes que nao admitem
nenhum limite efectivo. A estas variantes faz-lhes corresponder um limite ideal que
serd entao o nimero incomensuravel.

A convencao seguinte pretende que, com esta nova terminologia, ainda seja valido

o teorema 3.3.3, pagina 176, da seccao anterior.

II. “Quando duas variantes convergentes sao equivalentes, dizemos que os seus limites (comen-

surdveis ou incomensurdveis) sao iguais.”%

II1. Sendo os niimeros incomensuraveis limites ideais de variantes convergentes, nesta
convencao Méray generaliza, mediante as convencoes anteriores, as proposi¢oes 3.2.1
e 3.2.6, paginas 169 e 172, respectivamente, por forma a que se refiram aos dois
tipos possiveis de limites (efectivos e ideais). Desta forma, considera ainda possivel a

extensao do teorema 3.3.1, pagina 176, de modo a que este defina

“(...) em todos os casos uma fungao [f(U,V,W,...)] de quantidades comensu-
rdveis ou incomensurdveis, seja inteira, seja racional fracciondria com denomi-
nador nao infinitamente pequeno, em particular a soma, a diferenca, o produto,

as poténcias, o quociente, etc. de tais quantidades.”??

Para o caso particular em que a funcao é infinitamente pequena, Méray estabelece

a proxima convengao.

“Em (Méray, 1894), pag. 31.
9Em (Meéray, 1894), pag. 32.
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IV. “Se uma tal funcao f(u,v,w,...) de variantes convergentes u, v, w, ... for infinitamente pe-
quena, diremos simplesmente que entre os limites destas (comensuraveis ou incomensuréveis)

U, V,W,..., existe a equac¢ao
fU,V,Ww,..)=0%

A quinta convencao apresentada permite classificar um nimero incomensuravel
como sendo positivo ou negativo. Entenda-se a referéncia “(42)” na transcri¢do seguinte

como sendo relativa a proposicao 3.2.5, pagina 167.

V. “Quando uma variante convergente nao ¢ infinitamente pequena, ela acaba por conservar
quer o sinal +, quer o sinal — (42), o mesmo evidentemente que aquele do seu limite, se
este existir efectivamente. Se ele nao existir, dizemos que a quantidade incomensuravel

correspondente é positiva no primeiro caso, negativa no segundo.”97

A ultima convencao formulada por Méray pode ser entendida como sendo uma
definicao, a de nimero incomensuravel superior ou inferior a qualquer outro niimero.
Mas vejamos quais os conceitos que estao por detras desta definicao. Conforme
¢ observado por Méray”®, o excesso de uma variante convergente sobre uma outra
variante convergente é ele mesmo uma variante convergente. Tal facto conclui-se da
extensao do teorema 3.2.1, jA mencionada na convencao III. Sendo entao A e B os
limites de tais variantes convergentes distintas, a conven¢ao V garante que u— v acaba
por conservar um sinal constante, o mesmo que o seu limite. E segundo a convengao
I1I, este limite sera igual a A — B. Caso u — v conserve o sinal +, isto é, se A — B for
positivo, diremos que A é superior a B; se u — v conservar o sinal —, diremos que A é

inferior a B.

9Em (Méray, 1894), pag. 32.
9TEm (Méray, 1894), pag. 32.
98Veja-se (Méray, 1887), pag. 353.
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VI.

Definicao 3.4.2 “Uma quantidade incomensurével é dita superior ou inferior a uma outra
quantidade, seja comensuravel, seja incomensuravel, conforme a sua diferenga é positiva ou

negativa.”%?

Podemos deste conjunto de convencoes depreender qual o “estatuto” dos ntimeros
incomensuraveis na teoria das variantes convergentes: o de entidades que permitem
alargar a um campo mais vasto a linguagem utilizada para os nimeros comensuraveis.

E sera esta mesma ideia que podemos depreender das seguintes palavras de Méray.

“Tal é para n6s a natureza dos niimeros incomensuréveis; sao as ficgoes que

permitem enunciar duma maneira uniforme e mais pitoresca todas as proposicoes

relativas as variantes convergentes.”!%0

YEm (Méray, 1894), pag. 32.
100Em (Méray, 1872), pag. 4.
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3.4.2 Valores aproximados de uma quantidade qualquer

Definicao 3.4.3 Dadas quantidades arbitrarias A e J, sendo d positiva, se a diferenca
A —a é, em valor absoluto, inferior a ¢, dizemos que a é um valor aproximado de A
a menos de §. Esse valor aproximado diz-se por defeito ou por excesso, consoante

essa diferenca seja positiva ou negativa.

A obtencao de valores aproximados de uma quantidade A (comensuravel ou in-
comensuravel) é ainda explicada por Méray a custa da defini¢ao de variante conver-

101 "Em todo o caso, a sua exposicao complica bastante o que, & partida, se pode

gente
obter do simples facto de A ser o limite, efectivo ou ideal, de uma variante convergente.
Ora, caso A seja um numero comensuravel, pela definicao 3.3.1, pagina 175, sabemos
que:

Vo>03 pv,..:Ymn,.. m>pn>v,.. = |nn. | <0).

Portanto, de acordo com a anterior definigao 3.4.3, todos os valores da variante v,, ,, .
para os quais m > u,n > v, ..., sao valores aproximados de A a menos de 9.

E se A for um ntimero incomensuravel, por definicao, serd igualmente o limite de
uma variante convergente. Portanto, de um modo perfeitamente andlogo ao descrito
anteriormente, é possivel obter os valores aproximados de A a menos de 0.

Até este ponto, Méray tera desenvolvido uma teoria geral acerca das variantes
convergentes. E serd pelo facto de a toda a variante convergente corresponder um
determinado niimero, comensuravel ou incomensuravel, que o matematico estara agora

em condicoes de, por comparacao, elaborar uma teoria dos ntimeros incomensuraveis.

101Vejam-se (Méray, 1887), pag. 354 e (Méray, 1894), pag. 32.
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3.5 Teoria dos niimeros incomensuraveis

A teoria dos ntimeros irracionais elaborada por Méray nao nos é apresentada de um
modo explicito, pelo que devemos construi-la através da comparagao com a teoria das
variantes convergentes que nao admitem um limite efectivo. E é exactamente neste
sentido que Méray afirma que os principios da teoria destes “pretensos” ntimeros, os
nimeros incomensurdveis, estao contidos implicitamente nas convencoes estipuladas na
seccao 3.4.1 Convengoes e na definicao 3.4.3 de wvalor aproximado de uma quantidade

92 Assim, saberemos o que entender, por exemplo, por igualdade entre

qualquer*
dois ntimeros incomensuraveis, pela desigualdade num ou noutro sentido entre dois
nimeros comensuraveis ou incomensuraveis, por uma func¢ao racional destes dois tipos
de niimeros, ou por um valor aproximado dum nimero incomensuravel.

Méray considera mesmo imediata a aproximacao entre estas duas teorias das vari-

antes e dos nimeros incomensuraveis.

“Examinando atentamente os diversos pontos desta teoria [dos nimeros in-
comensuraveis|, constataremos que nao existe nenhuma propriedade dos nimeros
incomensuraveis que mao seja a traducdo, numa outra linguagem, de qualquer
propriedade interessante exclusivamente dos nimeros propriamente ditos var-

idveis.”103

E desta forma que Méray apresenta a sua teoria dos nimeros irracionais, através de
simples observacoes a custa das quais transfere o estudo das variantes que admitem
limites ideais para os niimeros incomensuraveis. Mas mesmo antes de nos pronunciar-
mos acerca da “correc¢ao” da entidade nimero incomensurdvel na teoria dos niimeros
irracionais de Méray, vejamos, ainda nesta seccao, as aplicacoes que o matematico faz
da sua teoria a extraccao de raizes aritméticas, bem como as suas consideracoes acerca

de fungoes nao racionais.

102Veja-se (Méray, 1887), pag. 354.
103Em (Méray, 1887), pag. 355.
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3.5.1 Teoria de extraccao de raizes aritméticas

Como uma aplicacao directa da sua teoria dos ntimeros irracionais, e para que
melhor se compreendam as relacoes estabelecidas entre os niimeros incomensuraveis
e as variantes convergentes, Méray aborda, nas obras de 1887 e 1894, a questao da
extraccao de raizes aritméticas. Esta escolha justifica-a por considerar a operacao
de radiciacao como a mais elementar de todas aquelas que conduzem aos nimeros
incomensuraveis, ou ainda pelo uso incessante de “(...) extracgdo de raizes quadradas

7104 " Sera por estas razoes que

para formar os modulos de quantidades imaginérias (...)
Meéray considera importante provar que toda a quantidade positiva admite uma e uma
sO raiz indice m positiva. A estrutura da demonstracao deste resultado é semelhante
a original, compreendendo a prova de varios resultados acessorios, e que podemos

consultar na tltima exposicao de 1894105,

Teorema 3.5.1 Uma qualquer quantidade positiva A tem sempre uma m—ésima raiz

positiva e uma s6.

Neste ponto da apresentacao da teoria dos ntimeros irracionais de Méray, a ter-
minologia quantidade ¢é relativa apenas a nimeros racionais. Portanto, a prova deste
resultado serd valida somente para ntmeros comensuraveis. No entanto, através das
convengoes estabelecidas na secgao 3.4.1 Convencoes, Méray ira estendé-la também a

nimeros incomensuraveis.

Demonstragao: Inicialmente, é provado que, sendo u uma quantidade positiva invar-
iavel e k um inteiro infinito, a variante u, cresce ou decresce sem parar e indefinida-
mente, desde que u seja, respectivamente, maior ou menor do que 1. Suponhamos
entao que u é uma quantidade maior do que 1, isto é, u = 1 + ¢, com € > 0. Ora,

como

uF T =P (14 e) = uF + e,

104Em (Méray, 1894), pag. 33. A construcio do conjunto dos niimeros imaginarios é considerada

por Méray na secgao III de (Méray, 1894).
105Veja-se (Méray, 1894), pag. 33
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k

vem que u*™! > u* ou seja, uF é crescente. Além disso, u* = (1 +¢&)* > 1 + ke. Logo

ks . P 1
u” é, tal como k, uma variante infinita. Se, por outro lado, u < 1, entao — > 1, e

u
k
portanto a expressao (—) = — Cresce sem parar e indefinidamente. Finalmente, a
u u
proposicao 3.2.7, pagina 174, garante que u* = 1 : — decresce sem parar tendendo

k
U
para zero.

e De seguida, prova-se que existe alguma variante positiva cuja m—ésima poténcia
tende para A. Consideremos o caso inicial A > 1, e representemos por u uma

quantidade positiva maior do que 1, relativamente & qual formamos a sucessao
1u,u, ...

Como, pelo ponto anterior, os termos desta sucessao crescem sem parar e indefinida-

mente, existem certamente dois termos consecutivos u*+, u*+*! relativamente aos quais

ube < A < gfetl

Desta forma teremos:

A— b S oftt ke < fe(u— 1) < A(u - 1),

Portanto, quando u tende para 1, tem-se:
lim u® = A.

Sendo ¢,,r, 0 quociente e o resto da divisao de k, por m, facamos u? = v. Como

k., = mq, + 1y, teremos:

k
u

,Um ,
U

e limu™ =1, ja que r, < m e limu = 1. Por aplicacao do teorema 3.3.1, pagina 176,

vem
lim u/F«

limy"™ = —=A
imwv 1 )

donde se conclui que v = u? é a variante cuja m—ésima poténcia tende para A.
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e Caso A < 1, o raciocinio a aplicar serdA o mesmo, sendo apenas necessario
considerar u < 1. E se A = 1, basta tomar a variante cujos termos sejam sempre
iguais a um?!%.

e Na demonstracao deste teorema é ainda provado que toda a variante positiva
v cuja m—ésima poténcia tende para A é convergente. Existe evidentemente alguma
quantidade positiva « tal que o™ < A. E a variante v acaba por ultrapassar esta

quantidade a, caso contrario v™ nao ultrapassaria o™ e, por conseguinte, nao tenderia

para A.

“Posto isto, sejam v’,v” dois valores de v cujos indices crescem indefinida-
mente. Chamando €, &” duas certas quantidades infinitamente pequenas, temos,

por hipoétese,

Repare-se que a validade de tais igualdades decorre da proposi¢ao 3.2.3, pagina 165,

segundo a qual v',v” sdo convergentes e equivalentes a variante v. Desta forma,

teremos:
’U” m _,U/ mo_ —(E” _€/>
Pelo facto de
" !/
" I g€ —¢€
== 7
V" m—1 + " m—2vl + ...+ vy’ m—2 + v m—1
também
7 /
e’ —¢
v —'| < ‘7 .
mamfl
el — !
Pela proposicao 3.1.3, pagina 151, a expressaio ——— € uma variante infinitamente
mam—l

pequena. Portanto, lim(v” — v') = 0, donde se conclui que a variante v é convergente.

106Relativamente a esta prova, Méray considera ainda na obra de 1887 o caso em que A = 0 —
veja-se (Méray, 1887), pag. 356. Obviamente que tal seria desnecessario, uma vez que o teorema

3.5.1 que demonstramos se refere apenas a quantidades positivas.
07Em (Méray, 1894), pag. 35.
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e Finalmente é provado que duas variantes tais como v, isto é, duas variantes
positivas cuja m-ésima poténcia tende para A, sao sempre equivalentes. Bastara para
tal mostrar que a diferenca destas variantes é infinitamente pequena, por um raciocinio
semelhante ao utilizado na prova do anterior resultado acessoério.

Os trés primeiros pontos desta demonstracao garantem a existéncia da m-—ésima

raiz de uma quantidade A, e do tltimo ponto concluimos a sua unicidade.
|

Referindo-se a prova anterior ao caso em que A é comensuravel, Méray afirma de

seguida:

“Quando por acaso A €& a m—ésima poténcia de qualquer quantidade a,
todas as variantes tais como v tendem para a e os factos acima oferecem pouco
interesse. Mas, quando é de outra forma, estas variantes nao podem tender para
nenhum niamero verdadeiro. As condi¢oes do n°® 50 [convengdes da seccao 3.4.1]
intervém agora, para fazer reentrar no nosso enunciado a afirmacao dos factos

em questdo.”108

Procedendo desta forma, o teorema que acabamos de provar torna-se valido para uma
quantidade qualquer, comensuravel ou incomensuravel, dai que a notacio ¥/A, ou

1 . . , , . , .
Aw | seja estendida por Méray para nimeros incomensuraveis A.

108Em (Méray, 1894), pag. 35.
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3.5.2 Funcoes nao racionais

Para finalizar a apresentacao da sua teoria dos nimeros irracionais, Méray con-
sidera, ainda nas obras de 1887 e 1894, uma generalizacao dos resultados relativos a
funcoes racionais de quaisquer quantidades, por forma a que estes abranjam igual-
mente fungoes ndao racionais. Apos ter atribuido um significado as quantidades in-
comensuraveis, Méray estendeu-lhes as diversas operacoes elementares, operacoes estas
que estariam todas compreendidas na formacao duma funcao racional. E tera sido por

proceder de tal forma que considera ter realizado

“(...) 1mplicitamente a mesma extensao para todas as outras operagoes da
Andlise; uma vez que cada uma delas se reduz em definitivo a qualquer combi-

nacdo mais ou menos complicada das quatro regras vulgares do calculo.”!%?

Uma vez que na obra de 1894 Méray ter-se-a limitado a apresentar conclusoes
acerca deste assunto, a abordagem que se segue estd maioritariamente de acordo com
a obra de 1887.

Através da convencao 111, pagina 180, Méray estendeu as quantidades incomensu-
raveis as diversas operacoes elementares. Desta forma, considera terem sido implicita-
mente estendidas também as variantes que tomam valores sucessivos incomensuraveis
todas as nocoes respeitantes as outras definicoes'™’. E, por exemplo, o caso da definicao
de convergéncia, de equivaléncia, e de limite de uma variante, quer ele seja efectivo ou

ideal. E sao estas mesmas extensoes que, segundo ele, permitem

“(...) definir exactamente o valor de uma fun¢ao nao racional, para valores
quaisquer, comensurdveis ou incomensurdveis, atribuidos as suas varidveis inde-
pendentes, pois uma tal funcao apresenta-se habitualmente como limite duma

variante que ¢ uma fun¢do conhecida das mesmas variaveis (...)"!1!

Como exemplo de uma tal funcao nao racional, refere o caso de e*, como sendo o limite

do polinémio inteiro
1+ ° + ...+ 7
17 1.2.m]

09Em (Méray, 1894), pag. 35.
HO0Veja-se (Méray, 1894), pag. 35.
HEm (Méray, 1887), pag. 358.
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que depende do indice infinito m e cujo valor considera “(...) em geral, incomensuravel
quando o de z também o é.7112,
Na obra de 1887, e somente nesta obra, é ainda considerado um resultado final

acerca de variantes convergentes que tomam valores incomensuraveis''3.

Proposicao 3.5.1 Quando uma variante v,,, . que toma valores incomensuraveis é
convergente, podemos sempre fazer-lhe corresponder uma outra variante convergente

Up,n,... que lhe é equivalente, mas cujos valores sao comensuraveis.

Demonstragcao: Pela definicao 3.4.3, pagina 183, é possivel tomar para termos
da variante u,,, . valores aproximados comensurdveis dos termos incomensuraveis
de vy, .., a menos de €,,, . Para tal, poderd tomar-se ¢,,, . como sendo uma
variante infinitamente pequena. Designando por m/,n/,...;m”,n”, ... conjuntos de

indices infinitos, teremos entao:

|Um’,n’,... - um’,n’,..4| < Em/ n! € |\Um/p,... — Uml nt . < Em ...

gooe

E sera ainda vélida a desigualdade:
(Um”,n”,... - Um’,n’,...) - (um”,n”,... - um’,n’,...) < Em' ... + Em'n,... -

Pela proposicao 3.1.3, pagina 151, €, /... + €mr ... € infinitamente pequena. E,
pelo facto de v, , . ser uma variante convergente, podemos afirmar que a diferenca
U/ ... — Uyt ... € infinitamente pequena. Assim Uy pr, . — Upy . seTd também
infinitamente pequena. Atendendo a que os conjuntos de indices m/,n’,...;m"”. n", ...
serao arbitrarios, tal significa que a variante u,,, . € convergente.

A equivaléncia das variantes Uy, ,,, .. € Up, ... segue da propria defini¢ao da variante

H2Em (Méray, 1887), pag. 358.
H3Veja-se (Méray, 1887), pag. 358.
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3.5.3 Consideracoes finais de Méray

Tendo a teoria das variantes de Méray permitido a criacao de um novo conjunto
de numeros, os numeros incomensurdvers, vejamos o modo como o matematico os
considerou no universo dos nimeros. Da transcricao seguinte, apenas considerada na
ultima obra de 1894, depreendemos que o matematico terd dessa forma ampliado o

conjunto dos nimeros racionais.

“Nao temos portanto mais nenhuma razdo para manter a restricdo feita
aqui tacitamente por noés sobre o sentido da palavra quantidade; daqui em
diante aplicd-la-emos tanto aos limites ideais de variantes convergentes como

as quantidades positivas e negativas que tém exclusivamente os nimeros inteiros

ou fraccionérios por valores absolutos.”!14

Assim, Méray criou um novo conjunto de numeros, composto quer por quantidades
comensuraveis, quer por quantidades incomensuraveis. No entanto, tal como Weier-
strass, e ao contrario de Dedekind, por exemplo, nao atribuiu uma nova terminologia
a este conjunto, o conjunto dos niumeros reais. Mas repare-se que também nao o havia
feito quando considerou o conjunto de todos os numeros inteiros ou fraccionérios,
positivos ou negativos, isto ¢, o conjunto dos numeros racionais. Estes, designou-os
simplesmente por quantidades's.

Além de considerar que a sua teoria dos niimeros irracionais clarificava de um modo
satisfatorio o conceito de numero incomensurdvel''®, Méray esclarece, no final das suas
duas tltimas obras, de que modo contribuiu para a prova de alguns dos teoremas
que considera fundamentais na Analise. Concretamente, refere-se ao facto de toda
a sucessao convergente (ou, como dizemos actualmente, toda a sucessdo de Cauchy)
tender para algum limite, e de toda a sucessdo limitada e crescente (ou decrescente)
tender para algum limite. Vejamos o modo como o matematico se refere ao primeiro

destes resultados.

HAEm (Méray, 1894), pag. 35.
H5Veja-se pagina 138.
H6Veja-se (Méray, 1887), pag. 355.
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“Formulamos habitualmente nestes termos a regra fundamental que serve
para decidir se uma variante dada vy, ... tende ou nao para algum limite:

Para que esta variante tenha um limite, € necessdrio e suficiente que a diferenca

Um+pntq,... — Umm,...

tenda para zero para m,n,... infinitos, quaisquer que sejam as rela¢ées que

possamos estabelecer entre esses indices e os wvalores simultdneos dos inteiros

adicionais p,q, ... 17

O que sera equivalente a afirmar, pela definicao 3.2.1 de variante convergente, pagina
157, que a condicao necesséria e suficiente para que uma variante seja convergente é
que ela tenda para algum limite. Certamente que tal resultado nao seria “formulado
habitualmente” para variantes dependentes de mais do que um indice, como é explicito
na citacao anterior. Serd entao que Méray pretendia identificar as suas variantes
genéricas, dependentes de infinitos indices, com simples sucessoes? Se assim fosse, qual
teria sido a vantagem de introduzir um conceito tao genérico como o de variante? Ou
serd que, estando consciente da diferenca entre uma variante e uma sucessao, Méray
tentou simplesmente generalizar, & luz da sua teoria, os teoremas mais importantes da
Anélise, por forma a abrangerem o seu tao peculiar conceito?

Para tais questoes, parece ser dificil obter uma resposta conclusiva, mas vejamos
o que Méray tem a dizer acerca da demonstracao de que, de facto, uma variante é
convergente se, e apenas se, tender para algum limite. Serd, provavelmente, tendo
em conta as definicdes de ntimeros irracionais recorrendo ao conceito de limite que o
matematico considera nao ter sido ainda dada nenhuma demonstracao satisfatoria
desta proposicao, afirmando inclusivamente, que nenhuma o sera jamais'!®. Isto
porque, ao se assumir um numero irracional como sendo o limite de uma sucessao

19 "se estabelece a priori a existéncia de

de racionais, tal como sucedeu com Cauchy
tal nimero, o que conduz a um ciclo vicioso. Relativamente & obtencao de um ntimero

irracional, Méray considera mesmo que

U7Em (Méray, 1887), pag. 358.
U8Veja-se (Méray, 1887), pag. 359.
H9Veja-se (Cauchy, 1821), pag. 19.
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“(...) toda a prova da existéncia duma quantidade comporta essencialmente

a indicacao de um processo & custa do qual podemos ao menos teoricamente

calcular efectivamente o valor.”120

E serd em relacao a esta questao que reivindica a vantagem da sua teoria dos niimeros
irracionais. Isto porque a proposicao que pretende provar decorrerd da simples
consideracao dos conceitos e convencoes ai estabelecidos. Senao vejamos. Pela proposi-
¢ao 3.3.1, pagina 175, toda a variante que tenda para um limite efectivo é convergente.
Por outro lado, pela conveng¢ao I, pagina 179, a todas as variantes convergentes que
nao tendem para um limite efectivo, fizeram-se corresponder limites ideais. Portanto, a
condicao necessaria e suficiente para que uma variante v,, ,, . tenda para algum limite
comensuravel ou incomensuravel, sera que ela seja convergente.

Vejamos agora o que Méray afirma relativamente ao facto de toda a sucessao
limitada e crescente (ou decrescente) tender para algum limite. As suas palavras

irao conduzir ao mesmo tipo de consideracoes acerca do conceito de variante.

“Toda a gente admite como principio fundamental evidente que uma variante

finita tende sempre para algum limite quando, algebricamente, ela acabe por nao

poder jamais decrescer ou por ndo poder jamais crescer.” 2!

Nao seria, mais uma vez, utilizando o conceito de variante que tal enunciado seria
formulado. Mas considerando-o apenas para variantes de apenas um indice, isto é, para
sucessoes de niimeros racionais, devemos reconhecer que, anteriormente a criacao do
conjunto dos niimeros reais, os mateméticos o assumiam como verdadeiro. E tera sido,
inclusivamente, a dificuldade na sua prova uma das razoes que conduziu a elaboracao
de diferentes teorias dos niimeros irracionais no século XIX. Mas também agora Méray
afirma que a prova deste resultado decorre da simples consideracao das defini¢oes e
convengoes da sua teoria. De facto, segundo a proposicao 3.2.1, pagina 161, toda a
variante finita, que algebricamente acabe por nao poder decrescer ou por nao poder
crescer, é convergente. E acabdmos de ver que toda a variante convergente admite um

limite, comensuravel ou incomensuravel. Portanto, serd imediato que toda a variante

120Em (Méray, 1887), pag. 359.
21Em (Méray, 1887), pag. 359.
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finita, que algebricamente acabe por nao poder crescer ou por nao poder decrescer,

admita um limite.
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3.6 Consideracoes acerca da teoria dos ntmeros

irracionais de Méray

Como pudemos entender ao longo de toda a exposicao da teoria dos ntimeros
irracionais de Méray, a ambiguidade do conceito de variante conduziu a imprecisao
de bastantes resultados desta teoria. E se, & custa de certas observacoes pontuais, de
alguma forma “contornamos” tais falhas, nao poderemos deixar de as considerar ao
apresentar uma critica global de tal teoria.

Sendo os nimeros incomensuraveis limites de variantes convergentes, para efec-
tuarmos operacoes aritméticas sobre estes nuimeros, teremos, segundo a conven¢ao
11, de calcular o limite de uma determinada funcao racional de variantes deste tipo.
Inclusivamente, vimos na seccao 3.5.2 Func¢oes nao racionais, que Méray considerou
possivel o calculo do valor de fungoes nao racionais para valores quaisquer, comen-
suraveis ou incomensuraveis. Ora, o facto de Méray permitir o calculo de funcgoes
de variantes dependentes de um niimero distinto de indices assume agora proporc¢oes
bastante consideraveis. Uma vez que nao serd possivel adicionar, subtrair, multiplicar
ou efectuar outro qualquer tipo de operacao entre variantes que nao dependam do
mesmo tipo de indices, nao podemos entender o modo como o matematico efectua tais
operagoes com os nimeros incomensuraveis. Desta forma, toda a teoria dos niimeros
irracionais de Méray deixa de fazer sentido. Em todo o caso, tendo também em conta
as perspectivas de alguns autores que estudaram a obra de Méray, tentaremos dotar
de alguma coeréncia esta questao.

Se percorremos varios livros da histéria geral da matematica, verificamos que
nas exposicoes feitas da teoria dos ntimeros irracionais de Méray, uma variante é
identificada com uma sucessao'??. Mas serd no artigo “Charles Méray (1835-1911)
et la notion de limite”, de Pierre Dugac, que encontraremos uma analise bastante
completa desta teoria. Vejamos o que afirma relativamente a primeira das obras,

datada de 1869, onde o mateméatico aborda esta questao.

122V/ejam-se, por exemplo, (Boyer, 1949), pag. 289, (Collette, 1973), pag. 215 ou (Dieudonné, 1978),
pag. 368.
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“Ele comega por dar a definicado de uma sucessao (Méray diz variavel pro-

gressiva) de nimeros v = (v,) que tende para um limite V (...)"!23

Talvez seja admissivel supor que, de facto, a definicao anterior de varidvel progressiva
se refira a sucessoes, até porque Méray utiliza nesta obra a notacao v, para uma tal
“variavel”'?*. Mas serd, no minimo, curioso que Dugac ndo se tenha referido & maior
generalidade das defini¢oes de variante contidas nas obras posteriores, particularmente

a de 1872, onde é explicitamente introduzida'?®

a notagao Vp, .. Podemos mesmo
constatar que, ao referir-se as trés ultimas obras de Meéray, Dugac supos que as
variantes dependem apenas de um indice. Pretendendo ser a teoria das variantes
de Méray muito mais geral do que a teoria das sucessoes, é estranho que Dugac tenha
simplesmente ignorado todo este trabalho do matematico. A nao ser que também
encontrasse neste caracter generalista de Méray graves imprecisoes que tornariam
incongruente a sua teoria dos ntmeros irracionais. De qualquer forma, em todas as
obras onde de alguma forma vimos exposta a teoria dos ntiimeros irracionais de Méray,
nao encontramos qualquer critica feita neste sentido.

Apesar de um nimero incomensuravel ser definido através de limites de variantes
convergentes, serd o conceito variante equivalente que ird esclarecer qual a entidade
representada por um tal nimero. Ora, pela convencao 11, pagina 180, se duas vari-
antes convergentes sao equivalentes, dizemos que os seus limites (comensuraveis ou
incomensuraveis) sao iguais. Por outro lado, a proposi¢ao 3.2.2, pagina 164, garante
que duas variantes equivalentes a uma terceira sao ainda equivalentes entre si, de onde
poderemos deduzir facilmente a transitividade da relacao de duas variantes serem
equivalentes entre si. Notando ainda que toda a variante convergente sera equivalente
a si propria, encontramos na teoria de Méray todos os requisitos necessarios para
interpretar um ntmero incomensuravel a custa do conceito actual de relagoes de
equivaléncia. Podemos, inclusivamente, afirmar que apenas faltariam ao matematico

as terminologias actuais para que tal comparacao pudesse ser entendida de um modo

123Em (Dugac, 1970), pag. 340.
124Veja-se um excerto de (Méray, 1869), citado em (Robinson, 1991), pag. 1698.
125Veja-se (Méray, 1872), pag. 1.
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explicito. Consideremos no conjunto de todas as variantes convergentes a relagao “u é
equivalente a v se e s6 se u e v sao variantes que tendem para o mesmo limite”; podemos
encontrar nos resultados de Méray todas as justificacoes que permitem afirmar que tal
relacao é uma relacao de equivaléncia. Desta forma, os niimeros comensuraveis ou
incomensuraveis serao os limites, respectivamente, efectivos ou ideais das variantes
que sao representantes de todas as classes de equivaléncia para tal relagao.

Uma das razoes que impediram uma maior difusao das ideias de Méray foi a
linguagem bastante pessoal com a qual redigiu as suas obras, tornando por vezes
os seus textos extremamente dificeis de serem compreendidos. E talvez tenha sido
a incompreensao sentida entre a comunidade cientifica que transformou um jovem
apaixonado pelas ciéncias mateméticas num matemaético desencantado com os frutos

da sua obra!?6.

126Veja-se (Dugac, 1970), pags. 333 e 348.



Capitulo 4

Conclusao

Uma das mais importantes etapas do processo de aritmetizacao da anélise, em-
preendido no século XIX, desenvolveu-se em torno do conceito de numero incomen-
surdvel. A problematica com estas entidades nao se prendia com a sua existéncia, ja
conhecida desde o século VI a.C. através dos trabalhos dos Pitagoéricos, mas antes com a
elaboracao de uma defini¢ao que nao recorresse a quaisquer intui¢oes geométricas. Era
também perfeitamente conhecida desde a Antiguidade Cléssica a possibilidade de se
obterem grandezas comensuraveis cada vez mais proximas de uma grandeza incomen-
suravel, sem que contudo a conseguissem atingir. Justificadas pela propria descri¢ao
de tais processos de aproximagao duma grandeza incomensuravel, as abordagens aos
nimeros irracionais que surgiram até ao inicio do século XIX faziam uso da nocao
de um irracional como sendo o limite duma sucessao de niimeros racionais. Tanto
Dedekind, como Weierstrass, ou ainda Méray, cujas concepcoes de ntimero irracional
vimos expostas nos capitulos anteriores, identificavam neste tipo de abordagens a
necessidade de estabelecer a priori a existéncia do proprio niimero a ser definido. Se
bem que de formas distintas, todos estes matematicos definiram um nimero irracional
de modo a escapar a este ciclo vicioso: Dedekind através de divisoes ou cortes no
conjunto dos racionais; Weierstrass recorrendo a grandezas numéricas formadas de
infinitos elementos, isto é, a séries de racionais; e Méray utilizando o ambiguo conceito
de wvariante, do qual uma sucessao de racionais é um caso particular. Por forma a

atribuir um significado ao conceito de ntmero irracional e as propriedades que um
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tal nimero deve verificar, todas as construgoes partem do mesmo ponto: a suposicao
de que o conjunto dos nimeros racionais existe. A este respeito, Morris Kline é da

opiniao de que:

“Os vérios contribuintes para a teoria dos niimeros irracionais ou assumiram
que os numeros racionais eram garantidamente conhecidos, e que nenhuma fun-

damentacdo seria necessaria, ou davam algum esquema rapido e improvisado.”!

Sem duvida que esta critica se aplica as teorias elaboradas por Dedekind e por Méray:
Dedekind parte do conjunto dos racionais, que considera um dominio infinito total-
mente ordenado? e a partir da nocao de corte obtém novos niimeros, os irracionais;
na teoria de Méray, a propria designacao de nimero refere-se inicialmente a qualquer
racional, e é através do conceito de wvariante que considera a existéncia de outras
quantidades para além das racionais. Mas ja relativamente a teoria de Weierstrass
a situacao é um pouco diferente. Atendendo a prépria natureza do seu conceito de
niimero (um “agregado” de elementos®), Weierstrass é forgado a construir de raiz o
conjunto dos niimeros naturais, formando de seguida o conjunto dos racionais positivos.
E sera partindo de “agregados” destes ntimeros que obtém grandezas para além das
racionais.

A propria designagao de irracional (todo o niimero que nao é racional) da-nos
conta de que é impossivel dissociarmos a existéncia dos niimeros irracionais com a dos
racionais. E sera por esta razao que, nas suas teorias, Dedekind, Weierstrass e Méray
terao considerado, ao menos implicitamente, o conceito de nimero real. Agrupando os
nameros que ja existiam (racionais) com os que havia criado (irracionais), Dedekind
formulou de facto uma definicdo de nimero real*. E fazendo uso da correspondéncia
que estabeleceu entre cortes e niimeros reais, provou que o conjunto dos nimeros reais
verificava, para além das propriedades dos racionais, a propriedade da continuidade. J&
na teoria de Weierstrass é o conceito de grandeza numérica formada por uma infinidade

de elementos e que tenha um valor finito que identificamos com um nimero real.

'Em (Kline, 1990), pag. 982.

2Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 5.

3Veja-se seccio 2.1 Niimeros usuais e nimeros complezos.
4Veja-se (Dedekind, 1963), pag. 15.
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Segundo a sua construcao, no conjunto dos niimeros reais terao sido entao definidas as
operacoes aritméticas e provadas algumas das suas leis usuais. Finalmente, na teoria de
Méray podemos apenas encontrar as terminologias de numero comensurdvel e nimero
incomensurdvel, a ideia de que estes ntimeros verificam as mesmas propriedades, mas
nada que se refira a consideracao de um dominio numérico que englobe estes dois tipos
de entidades.

Vejamos como Dedekind, Weierstrass e Méray obtém nimeros irracionais através
das suas construgoes. Dedekind mostra que existe uma infinidade de cortes que nao
sao originados por nfimeros racionais®. E pela argumentacao utilizada nessa prova
podemos obter, por exemplo, o irracional v/2, que sera definido através do corte

(A1, As) cujas classes sao
Al={reQ:22<2}e Ay ={r € Q: 2% > 2}°

Weierstrass apresenta o caso de uma grandeza numeérica composta de infinitos ele-

11 =, a qual nao corresponde nenhuma grandeza numeérica

mentos, a saber, 1,35, ¢, ..., i,,

racional”. Através desta grandeza se obtém o irracional e. Na teoria de Méray, a
obtencao de raizes incomensuraveis através de variantes é justificada pela prova da
proposi¢ao: “Uma qualquer quantidade positiva (comensuréavel ou incomensuravel) A
tem sempre uma m-ésima raiz positiva e uma s6”®. Recordemos que os ntimeros in-
comensuraveis sao, segundo esta teoria, limites (ideais) de variantes convergentes. Mas,
atendendo até a propria demonstracao de Méray do resultado anterior, a
m-ésima raiz positiva de A é obtida por consideracao de variantes que dependem
apenas de um indice. O obscuro conceito de wvariante parece ter sido mais uma vez
reduzido pelo proprio Méray a uma sucessao de ntimeros racionais. Inclusivamente,
a obtencao de numeros irracionais através de variantes parece ser exequivel apenas

segundo esta interpretacao. Atendendo a que a teoria de extracgao de raizes aritméticas

5Veja-se seccio 1.4.1 Cortes e mimeros reais.
5Este exemplo foi, inclusivamente, apresentado por Dedekind na primeira redaccao inédita do seu

livro Continuidade e Numeros Irracionais, conforme referimos na seccdo 1.4.1. Cortes e nimeros

reais.
"Veja-se seccio 2.3 Niimeros com infinitos elementos.
8Veja-se seccdo 3.5.1 Teoria de extraccdo de raizes aritméticas.
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terd sido o tinico modo utilizado por Méray para se referir, em concreto, a obtencao
de niimeros irracionais, vemos mais uma vez justificada a redugao drastica do conceito
de variante ao de uma sucessao de niimeros racionais.

Muito embora as situacoes que motivaram Dedekind, Weierstrass ou Méray a
elaborar coerentes teorias dos niimeros irracionais tenham sido diferentes, todos eles
ansiavam o mesmo: fornecer a andalise bases solidas sem quaisquer “empréstimos” da
geometria. Pelo menos num ponto as suas teorias sao semelhantes. Em todas elas um
numero irracional é definido & custa de conjuntos de infinitos nimeros racionais. E
talvez seja nesta intervencao do infinito que se encontra a razao para que tivesse sido
tao morosa uma formulagao rigorosa do conceito de ntimero irracional.

Na construcao do “elementar” conceito de nimero temos forcosamente de atender
as nocoes de conjunto e de infinito, ou mais genericamente, a de conjunto infinito. E se
bem que “agregados” de elementos fossem, desde hd muito tempo objecto de estudo dos
matematicos, seria apenas com Georg Cantor, ainda na segunda metade do século XIX,
que surgiria uma teoria rigorosa dos conjuntos infinitos. O estudo da continuidade do
conjunto dos niimeros reais’ foi a motivagao para Cantor se debrucar, em colaboragao
com Dedekind, sobre o assunto da cardinalidade de conjuntos'®. Inclusivamente,
foi em torno deste tema que se iniciou uma troca de correspondéncia entre os dois
mateméticos, prolongando-se durante cerca de 25 anos!!, considerada por Dieudonné
como uma das mais “(...) instrutivas, entre matematicos, para compreender as origens de
uma teoria matematica (...)”*2. A tdo importante propriedade da continuidade verificada
pelo conjunto dos ntimeros reais levou Cantor a questionar-se acerca da existéncia de
uma “maior” quantidade de reais do que racionais. E seria em Dezembro de 1873,

decorrido apenas um meés apos ter pedido a colaboracao de Dedekind para resolver

9Recorde-se que Cantor elaborou também uma teoria dos nimeros irracionais, no ano de 1872, em
“Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen”, Mathematische

Annalen, (5), 123-132.
10Veja-se (Dauben, 1979), pag. 50. Para uma anéalise da obra completa de Cantor pode consultar-se

este livro de Joseph Warren Dauben.
HVejam-se as tradugoes destas cartas para francés em (Cavaillés, 1962), pags. 177-251, ou as

cartas inéditas em (Dugac, 1976), apéndice XL.
12Em (Dieudonné, 1978), pag. 377.
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esta questao, que Cantor provou que o conjunto dos niimeros reais nao poderia ser
“contado”. Esta prova publicou-a pela primeira vez no ano de 1874 no artigo “Acerca de
uma Propriedade da Coleccao de todos os Numeros Reais Algébricos. Extensao dum

Teorema da Teoria das Séries trigonométricas”!?,

Além de mostrar que o conjunto
dos ntiimeros reais nao era numerdvel, Cantor estabeleceu neste artigo uma “técnica”
de contagem de conjuntos infinitos, identificando assim que o dominio continuo dos
reais nao possui a mesma cardinalidade do conjunto dos niimeros racionais, ou nimeros
algébricos. E foi ao tentar estabelecer as propriedades do “continuo”, que Cantor sentiu
a necessidade de construir, nas duas décadas que se seguiram, uma detalhada teoria dos
conjuntos infinitos. Com base no trabalho de Cantor, pode finalmente fundamentar-se
o uso da nocao de infinito nas defini¢des do conceito de niimero irracional que surgiram
na segunda metade do século XIX™,

Com a elaboracao de coerentes teorias dos niimeros irracionais, de uma rigorosa
teoria dos conjuntos infinitos, e atendendo a pressuposta existéncia do conjunto dos
nimeros racionais, a fundamentacao logica da analise ficara, nos finais do século XIX,
enfim reduzida a dos nimeros naturais. Muito embora o nome de Giuseppe Peano
se destaque no que se refere & construcao de uma teoria logicamente consistente
dos ntimeros naturais, a contribuicao de Dedekind neste campo deve ser também
referenciada. No livro Was sind und was sollen die Zahlen? (O que sao os nimeros e o
que significam?)'®, publicado no ano de 1888, Dedekind comega por introduzir algumas
nocoes basicas da teoria dos conjuntos, passando de seguida a uma caracterizagao dos
numeros naturais em termos de conjuntos. A partir desta caracterizacao deduz o
principio de inducao matematica, assim como a definicao e propriedades da relacao de
ordem no conjunto dos naturais, além das operacoes de adicao e multiplicacao'. A cri-

acao de fundagoes rigorosas para o conjunto dos niimeros naturais foi continuada ainda

13«Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reelen algebraischen Zahlen. Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen”, Journal fiir die reine und angrwandte Mathematik,
77, 258-262.

14Veja-se (Boyer, 1949) pag. 298.

15Existe uma traducio para inglés desta obra em (Dedekind, 1963).

16Veja-se (Dedekind, 1963), pags. 61-103.
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nos finais do século XIX por Peano e Gottlob Frege. E se por um lado a obra de Frege
nao foi muito aceite na comunidade cientifica, em parte pela forma excessivamente
filosofica como apresentava os seus resultados, ja Peano, com a introducao de uma
titil notacao simbolica, fez vingar as suas ideias'”. No Preficio dos seus Arithmetices
principia, nova methodo exposita, de 1889, Peano reconhece a influéncia que o trabalho
de Dedekind teve sobre a sua obra. Na sua opiniao, em Was sind und was sollen
die Zahlen?, Dedekind examina com extrema perspicacia as questoes relativas aos
fundamentos dos nimeros'®. Nos seus Principia, Peano expoe pela primeira vez um
conjunto de resultados que fundamentam o conjunto dos ntimeros naturais e todos os
dominios que dele dependem. Conhecidos por axiomas de Peano, eles representam,
segundo Boyer, “(...) a mais notéavel tentativa do século de reduzir a aritmética comum,
portanto no fim a maior parte da matematica, a puro simbolismo formal.”?.

Foi com o contributo de Peano, juntamente com os de Weierstrass, Dedekind e
Cantor que finalmente a anélise pode ser colocada sobre uma base firme, comecando
com as nogoes basicas da teoria dos conjuntos. Mostrou-se assim que na anélise nao ha
necessidade de considerar algo mais do que ntimeros, ou conjuntos finitos ou infinitos

de nimeros. Citando Boyer

“Quao surpreendente a proposito, em relagao ao desenvolvimento do calculo,

o ditado Pitagoérico: Tudo é nimero!?°

"Veja-se (Boyer, 1974), pag. 436.
18Veja-se (Collette, 1973), pag. 297.
9Em (Boyer, 1974), pag. 437.
20Em (Boyer, 1949), pag. 298.
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