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CAOS E METODOS NAO LINEARES NOS MERCADOS FINANCEIROS

FRANCISCO JOSE SANCHES TOME"

1 - Introducao

O mercado financeiro desempenha um papel preponderante na afectagdo dos
recursos de qualquer economia, ao constituir um ponto de encontro entre os agentes
exedentdrios de liquidez e aqueles que apresentam necessidades de capital. Dai a
importancia em estudar e compreender o seu funcionamento. A partir dos anos 70,
numerosas investigacdes foram elaboradas com o intuito de verificar se os mercados de
capitais sdo eficientes. Ultimamente, as flutuacdes generalizadas e a instabilidade dos
mercados t€m questionado a investigacdo econdmica, pondo em causa 0S processos €
métodos tradicionais de o estudar.

Neste artigo pretende-se discutir a importdncia de alguns dos novos
desenvolvimentos metodologicos susceptiveis de iluminar a investigacdo sobre os

mercados financeiros.

2 - Os Primordios: comportamento aleatério ou nao aleatério?

Bachelier (1900) e Poincaré (1952) estdo na origem de duas correntes de
opinido que, nos nossos dias, dominam o pensamento econdmico sobre a forma de
funcionamento dos mercados financeiros. O primeiro defendeu que os rendimentos dos
activos financeiros seguem um percurso aleatério, “random walk”, dado estar
dependente da ocorréncia de multiplas varidveis tipicamente imprevisiveis. As ideias

deste autor viriam a ter desenvolvimentos miltiplos que deram origem, ao modelo
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CAPM e a andlise de portfélio de Markowitz. Poicaré (1952) fez pesquisa na drea das
equacdes diferenciais tendo mostrado que a ocorréncia de processos nado-lineares
impossibilitaria uma tunica solucdo para um dado sistema. Além disso, segundo este
autor, nos sistemas ndo lineares a ocorréncia de erros nas condi¢des iniciais do sistema
seriam ampliados pela existéncia de um “feedback” no processo. Desta forma, mesmo
em sistemas relativamente simples de modelizar, a previsdo a longo prazo era
impossivel devido & existéncia de “sensivel dependéncia da situacdo inicial”, estando na
origem daquilo que se designa hoje por “Teoria do Caos”. A existéncia de dependéncia
ndo-linear e a consequente rejeicdo do facto dos rendimentos das ac¢des e indices de
accdes seguirem um processo “‘random walk” geraram a necessidade de encontrar
explicacdes para a ocorréncia deste tipo de processos. Duas correntes distintas de
andlise surgiram:

- a corrente que defende que os mercados sdo eficientes, sendo os processos

estocdsticos; e

- a corrente que advoga que os mercados sdo ineficientes, caracterizados por

uma dependéncia ndo-linear que deriva do facto dos mercados obedecerem a uma lei de
comportamento caracterizdvel por um sistema cadtico e portanto previsivel a curto, mas

ndo a longo prazo.

3 - Modelos ARMA e GARCH

Até ao inicio dos anos 80 a maior parte dos estudos de séries financeiras
utilizava especificagdes lineares com média condicionada, do tipo autorregressivo com
média mével (ARMA), cuja metodologia, proposta por Box-Jenkins, procura modelizar

a dependéncia linear existente nos rendimentos de séries financeiras:

Ripg=ao+a; Ry +a, R+ .o+ a, Ry, +et + bp+by Vi +by Vo + o+ b, Vg +

kt @))]

Onde :

Rt-i = > Taxa de rendimento com um desfasamento temporal “1”

Ay a, .. a, bg, b, by ...... , by, = > coeficientes estimados para cada uma das
variaveis ,

V, = residuo ou perturbagdes do processo com desfasamento temporal "t",

e, , K;=> residuo do processo na observagao “t”.
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Estes modelos assumem que a volatilidade € constante ao longo do tempo.
Todavia, esta hipdtese raramente se verifica na pratica, pois os periodos de instabilidade
sucedem-se entre si, isto €, um periodo de variagcdo elevada de rendimentos tende a ser
seguido por um periodo de amplitude idéntica, mas no sentido contrario. Por
conseguinte o risco estd correlacionado ao longo do tempo.

Em 1982, Engle considerou que era possivel construir um modelo paramétrico
no qual a variancia seria condicionada por uma equacio algébrica, modelizando ndo sé
a média como também a varidncia condicionada. Estes modelos procuram captar a
volatilidade de autocorrelacdes, onde o risco de hoje estd dependente do risco observado
no passado, contrariamente ao modelos autorregressivos de média mével (ARMA). A
este modelo se designou Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (ARCH). nova
forma de modelizar o comportamento dos rendimentos dos activos financeiros, que se
baseava na existéncia de heterocedasticidade (varidncia flutuante ao longo do tempo)
condicional a verificada no passado imediato.

Um modelo mais abrangente, no qual a varidncia condicional depende nio sé
do passado da varidvel em causa como também do proprio passado desta e foi apelidado
de ‘GARCH” (Generalized Autoregressive Conditional Heterokedastic). Quer o modelo
ARCH quer o modelo GARCH sdo processos estocdsticos em que a volatilidade
condiciona os rendimentos no futuro préximo. O modelo GARCH proposto consiste
num modelo que incorpora na equacdo da média as autocorrelagdes significativas

encontradas e a variincia estimada para o periodo. O modelo pode ser representado por:

Ri=a, +a, 6% + bR+ bRs+ b3R5 + oot bR, + €L

@)

Com:
02t =C+C Gzt-l +C3 82t-l
3)
Onde :
R.; = > Taxa de rendimento com um desfasamento temporal ‘i”
ay, ay, by, by, bs, by, ¢y ,¢5, 3 = > coeficientes estimados para cada uma das varidveis
o’ t => Varincia do residuo “et”

et = > Residuo do processo na observacao ‘t”.
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H4 que realcar a diferenca fundamental entre modelo ARMA e GARCH. No
modelo ARMA os rendimentos estdo dependentes apenas dos rendimentos de periodos
anteriores, enquanto nos modelos ARCH/GARCH, dependem também da
Variancia/voltabilidade observada no passado bem como dos erros associados ao
processo anterior. Assim, enquanto o modelo ARMA parte da existéncia de
dependéncia linear dos rendimentos, o0 modelo GARCH parte de que a dependéncia dos
rendimentos € ndo linear. Em comum tém o facto de ambos assumirem que os mercados
sdo eficientes e os rendimentos das acgdes seguem processos estocdsticos e logo
imprevisiveis a médio e longo prazo. Para além disso ambos os modelos estocéticos
simples pressupdem que os rendimentos ndo estdo correlacionados e cuja média é zero,
isto é, as autocorrelacdes dos rendimentos sdo nulas:

E (otlot-1) =0. 4)

A comprovagdo empirica da utilidade deste tipo de modelos encontra uma forte
base de sustentacdo. Com efeito, Sewell e al. (1993) concluiram que os comportamentos
ndo-lineares das taxas de rendimento semanais de seis indices de ac¢des de vdrios
paises, nomeadamente do Japao, EUA, Korea, Hong-Kong, Singapura e Taiwan, eram
passiveis de serem explicados por um modelo GARCH(1,1). De entre a multiplicidade
de estudos que usam este tipo de metodologia, French e al. (1987), Brock e al. (1987)
também comprovaram que o comportamento ndo-linear das taxas de rendimento didrias
dos mercados Norte-americanos podiam ser explicado por um modelo GARCH-M..
Soares (1994), Afonso e Teixeira (1998) efectuaram um estudo muito completo sobre

esta temadtica ao mercado Portugués.

4 - Correlacio de longo e de curto prazo

De uma maneira geral, a correlacdo de longo prazo difere da de curto prazo
essencialmente porque a influéncia dos acontecimentos perdura por muito mais tempo
no sistema quando se verifica este tipo de dependéncia, decaindo esta muito lentamente,
isto é, caracterizam-se por um "Long Memory Processes''. Sendo assim, no caso de
existir dependéncia a longo prazo, os acontecimentos num dado momento ¢, irdo arrastar
a sua influéncia durante vdrios periodos de tempo (ciclo orbitral) ou mesmo

indefinidamente.
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Recorrendo a andlise estatistica R/S proposta por Mandelbrot (1972) ou
Modified R/S, proposta por Lo (1991), é possivel afirmar se existe ou ndo dependéncia
a Longo Prazo.

Efectivamente, esta "memoria" ou persisténcia do sistema, indica que a
influéncia do passado é preponderante para fazer previsdes no futuro, pois existe um
efeito feedback . Este efeito dindmico poderd se captado através de um sistema nao-
linear. Neste sentido a "teoria do Caos", como "novo ramo da Matematica", funciona
como ferramenta util que permitiu estudar os sistemas dindmicos ndo-lineares. Estes
sistemas caracterizam-se pela existéncia de um feedback ndo linear; que apenas é
susceptivel de existir nos processos de dependéncia a longo prazo. E 6bvio que assim
temos que abandonar a hipétese de eficiéncia dos mercados, bem como o facto dos
rendimentos das ac¢des seguirem um percurso aleatério ou "random walk".

Apesar de normalmente existir dependéncia a longo prazo, a existéncia de
sensivel dependéncia as condi¢des iniciais torna impossivel a previsdo a longo prazo.
Os erros de medi¢do iniciais acabam por ser ampliados pelos processos lineares,
gerando para periodos de longo prazo comportamentos bastantes dispares. Todavia,
assumido que os mercados sdo ineficientes o seu conhecimento permite efectuar
previsdes a curto prazo e assim obter rendimentos extraordindrios aos do mercado, face
ao risco assumido. A existéncia de correlacdo ndo linear nas taxas de rendimento das
accdes deve-se quer a ndo estacionaridade da série, quer a processos cadticos, quer a
processos estocdsticos ndo lineares. Neste dltimo caso, a dependéncia ndo linear pode
decorrer do facto de as taxas de rendimento esperadas variarem ao longo do tempo de
acordo com a variacdo do prémio de risco, isto é, da variancia condicional (processos
com heterocedastecidade condicional).

A dependéncia ndo linear pode ser facilmente detectada através da estatistica
BDS (Brock, Dechert e Scheinkman).

5 - Sistema caético ou sistema aleatorio: como detecta-los?

O Caos € um processo deterministico ndo linear, que teve a sua origem, em
Poincaré, nas ciéncias da Fisica. Segundo este autor, qualquer evolugdo de um processo
cadtico num dado espaco caracteriza-se pela sensibilidade as condi¢des iniciais e pela
existéncia de atractores.

Quais os procedimentos que nos permitem afirmar estar perante um sistema cadtico?
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A primeira etapa para detectar um processo cadtico consiste no teste de Brock,
Dechert e Scheinkman (estatistica BDS), de forma a rejeitar a hipétese de que a
rendibilidade do mercado € independente e identicamente distribuida.

De seguida, um sistema cadtico difere dum sistema aleatério pelo facto destes
dltimos possuirem dimensao infinita. No caso de existir uma "Dimensdo de Correlacido"
finita, 2 medida que se aumenta a dimensdo do espaco de inser¢do, e dado que as
observacdes ndo estdo correlacionadas, estes processos tendem a preencher
completamente o espaco onde estdo inseridos. Todavia, a existéncia de dimensao finita
ndo garante que estejamos perante um processo cadtico. Para que um sistema seja
cadtico é também necessario que exista uma sensivel dependéncia as condi¢des iniciais
para além da existéncia de uma baixa dimensdo Fractal. A dimensdo Fractal € medida
no espaco de fase com o objectivo de determinar a complexidade do sistema gerador,
estimando o nimero de varidveis que afectam a evolugao futura do sistema.

a) Quando estas varidveis sao_desconhecidas e apenas conhecemos a evolugdo de

uma delas -a rendibilidade-, um método possivel de detectar fendmenos cadticos €
através da estimacdo da ""Dimensao de Correlacao" de Grassberger e Procacia (1983).
Segundo Taramasco (1997), estamos perante um dado sistema dindmico e de natureza
deterministico-cadtica, se existe um atractor de dimensdo finita (ex.° Borboleta de
Lorenz), caso contrdrio estamos perante um processo aleatdrio. Etapas metodoldgicas:
— A medida da dimensdo de um dado sistema pode ser feito através do "Espago de
Fase", representando num grifico de n-dimensdes (mais de trés) as relagdes
existentes entre as varidveis desfasadas e observar como € preenchido esse espaco.
— Por seu lado a constru¢do do atractor (utilizando o teorema de Takens) é traduzido

pela auto-semelhanca estatistica, designada por "Dimensdo fractal". A fungdo

z

distribuicdo associada a este tipo de comportamento é a de Pareto ou "Stable
Distribuition de Levy".

— A existencia de Dimensdo fractal pode ser analisada socorrendo-nos do coef. de

Hurst:
D =1/H (indica-nos a persisténcia da série);e assim determinar o coeficiente de
Correlagdo:
C=20@"_1q, (5)

— Para a constru¢do do Atractor é necessdrio conhecer o Ciclo Médio Orbital (indica

o ponto de viragem do mercado) o qual € dado por : Q = m*t, onde m € a dimensdo
de insercdo e t o desfasamento da série.

— Finalmente o calculo do Integral de Correlacio.
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— A dimensdo de correlagdo deve ser testada pelo "Scrambled Test". A estrutura
obtida tem de ser robusta a destrui¢do dos processo ARMA e GARCH.

b) Quando as_equacoes do_sistema sdo conhecidas a afericio de sensivel

dependéncia das condicdes iniciais pode ser feita através do calculo dos Expoentes de
Lyapunov' e da Dimensio do Atractor medida pela Dimensio de Correlaciio. Um
expoente de Lyapunov positivo € necessdrio para a existéncia de um sistema cadtico,
pois € este que nos garante a existéncia de sensibilidade as condicdes iniciais. Esta
estatistica mede a sensibilidade de variagdo face ao estado inicial do sistema, indicando
as taxas médias de convergéncia e divergéncia das trajectdrias. O inverso do expoente
de Lyapunov dd-nos a capacidade de previsdo existente.

Sensivel dependéncia as condi¢des e Dimensao Fractal finita (estimada pelo valor
da dimensao de correlag@o) sdo duas condicdes essenciais para averiguar a existéncia de
um sistema cadtico. Dai advém o facto da previsdo a longo prazo ser praticamente
impossivel dadas as "bifurcagdes" e efeitos feed-back existentes num sistema cadtico.

A metodologia ARMA e GARGH podem também aqui ser utilizadas na filtragem de
séries da dependéncia linear e ndo-linear e assim proceder ao cdlculo da "Dimensdo de

Correlag@o" bem como do Coeficiente de entropia de Kolmogorov.

6- Alguns estudos que indicaram a existéncia de sintomas de Caos

No quadro da dindmica ndo linear e da teoria do caos, apesar de reduzidos,
alguns estudos sobre indices de acc¢des indicam a existéncia de sintomas de Caos.
Scheinkman e LeBaron (1989) documentaram a existéncia de um sistema de dimensao
fractal entre 5 e 6 para as taxas de rendimento do indice de accdes CRSP?. Com base
nestes resultados, estes autores concluiram que os rendimentos do indice em questdo
apresentavam sintomas de determinismo nao-linear ou Caos. Por outro lado Mayfield e
Mizrach ( 1996) vieram mais tarde confirmar que a existéncia de baixa dimensdo de
correlagdo no indice Standard & Poors ndo era susceptivel de ser explicada por
processos ARMA ou GARCH. Peters (1991) observou a existéncia de Caos nas

cotacdes dos indices MSCI representativos dos mercados Japonés, Inglés, Alemao e do

1O expoente de Lyapunov ( A ) caracteriza o crescimento logaritmico médio do erro relativo por iteragdo. Um pequeno

erro inicial aumentaré de 2 A em média por cada iteragao.
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Standard & Poors dos Estados Unidos. Brock (1987), ScheinKman e LeBaron (1989),
Willey (1992), obtém resultados semelhantes. Este autor obteve resultados para a
dimensao fractal e para o maior expoente de Lyaponov consistentes com a existéncia de
Chaos.

Em Portugal, Soares (1997) constata que os rendimentos do indice PSI-20
apresentavam, no periodo em estudo, o tipico aspecto leptoctrtico, caracterizado por
elevados niveis de Kurtosis. Analogamente a estudos empiricos realizados a nivel
internacional, afirma que "este aspecto deriva da existéncia de dependéncia ndo-linear,
uma vez que os modelos lineares sdo incapazes de explicar esta estranha forma das
distribui¢des empiricas dos rendimentos das acgdes e dos indices". Os testes a existéncia
de dependéncia ndo-linear mostraram a existéncia significativa deste fendmeno. Brito
(1998) atesta a dimensao fractal do indice BVL de 1988 a 1997.

CONCLUSAO

Grande parte dos modelos dos mercados financeiros assentam sob a hipétese
de que a rendibilidade dos mercados financeiros segue um processo aleatério. Todavia a
existéncia de um processo deterministico acaba por deitar por terra um dos pilares
fundamentais dos modelos de avaliagdo de activos financeiros mais utilizados.
Os resultados mais recentes sobre a investigacdo parecem ser pouco probatdrios. Ha
casos em que se prova a existéncia de caos enquanto noutros ndo. A ambiguidade destes
resultados deve servir para motivar os investigadores a desenvolver novos testes e
modelos de forma a que se chegue a resultados mais consistentes. Estudar se os
mercados financeiros sdo determinados por processos aleatérios ou deterministicos

continua ainda uma questao em aberto.
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