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Resumo

Resultados assintdticos sao inspiracao e justificacao de importantes aproximacgoes usadas
em modelagao estatistica, mesmo quando o intuito é analisar uma mao-cheia de dados.
H4, de facto, situacoes em que a convergéncia é rapida, mas muitas outras sao conhecidas
em que a convergéncia ¢ deveras lenta. Os estudos sobre velocidades de convergéncia sao
naturalmente uma parte essencial do corpus das convergéncias estocasticas.

Ao Teorema Limite Central, se o cerne da investigacao nao se situar nas questoes de
velocidade de convergéncia, basta existéncia de segundo momento (e mesmo esta exigéncia
pode ser relaxada, usando o conceito de variagao lenta de Karamata). Terceiro e quarto
momentos — e portanto, indirectamente, assimetria e achatamento da populacao parente
—, por outro lado, sao os instrumentos adequados para a abordagem inicial das questoes
de velocidade de convergencia.

Reexpressando assimetria e achatamento em termos dos cumulantes de Thiele—Fisher,
e retomando ideias implicitas nas expansoes de Gram—Charlier e de Edgeworth, por um
lado, e de Cornish—Fisher por outro, reencontramos outros instrumentos preciosos, tais
como as transformadas de Esscher e distribuicoes conjugadas de Cramér—Khintchine, e as
aproximagoes usando ponto de sela (que sdo a base de toda a drea de small sample as-
symptotics); as expansoes de Edgeworth diferidas (por vezes apodadas de tilted Edgeworth
expansions), sdo, de facto, o trago de uniao de todos estes resultados.

Por outro lado, aproximacoes excelentes sao validas em situagoes inesperadas, como
demonstramos com o exemplo da estavel de Lévy, que apesar de nao ter sequer primeiro
momento pode ser aproximada de forma muito adequada com aqueles instrumentos, que
pareciam ter sido talhados para circunstancias bem diversas.

A investigacdo de expansoes de Edgeworth diferidas levou-nos naturalmente ao es-
tudo de familias exponenciais (e polindmios ortogonais associados), e particularmente as
familias naturais de Morris, com variancia que é funcao quando muito quadratica do valor
médio.

Por outro lado, o exemplo da Lévy levou-nos a concentrar algum esforco na aproxi-
macao por leis estaveis para somas, obtendo resultados parciais mais interessantes no caso
de a distribuicao parente estar no dominio de atraccao standard.

Por outro lado, o recurso a tilting permite bons resultados na chamada zona de grandes



desvios, e abre a perspectiva de a velocidade de convergéncia no Teorema Limite Central

melhorar de O (#) para O (%), desde que se use devidamente a teoria de que Daniels foi
pioneiro. Uma incursao pela teoria da informagcao, perspectivando resultados assintoticos
como os que correspondem a entropia maxima em situacoes bem tipificadas, ajuda a

compreender este progresso notavel.

Palavras-Chave: Teorema limite cental, polinémios ortogonais, familias exponen-
ciais naturais — funcao de variancia quadratica, expansoes assintéticas, teoria da in-
formacao, entropia.



Abstract

Asymptotic results are an inspiration and justification for important approximations used
in statistical modulation. Even when the intention is to analyse a full-set of data there are
situations where the convergence is fast, but many others are known where convergence
is slow. Studies about convergence rates are naturally an essential part of the “corpus”
of stochastic convergences.

In the Central Limit Theorem, if the main purpose of the investigation is not based
on questions of convergence speed, the existence of a second moment is sufficient (and
even this requirement can be relaxed, using the concept of Karamata’s regular variation).
On the other hand, when questions of convergece speed are the main issue, the third and
fourth moments — and hence, skewness and kurtosis of the parent population — are at
the core of the matter.

Expressing skewness and kurtosis in terms of Thiele-Fisher cumulants, and retak-
ing ideas implicit in Gram-Charlier series and the Edgeworth and the Cornish-Fisher
expansions, we find other valuable instruments, such as Esscher transforms and Cramér-
-Khintchine tilted distributions, and saddlepoint approximations, which are the basis of
the whole area of small asymptotics; the tilted Edgeworth expansions are, in fact, the line
that units all these results.

Nevertheless, excellent approximations are valid in some unexpected situations, as we
demonstrate in the stable lévy law. In spite it has not finite first moment, it can be
adequately approximated by an appropriate Edgeworth expansion, a tool which seems
tuned out for a wide variety of circumstances.

The investigation of tilted Edgeworth expansions brought us to the study of expo-
nential families (and associated orthogonal polynomials), in particular the natural Morris
families, whose variances are at most a quadratic function of their mean.

On the other hand, the Lévy example led us make some effort in approximating via
stable laws for sums, thereby obtaining partial results showing that the approximations
are neater when the parent distribution is in the standard attraction domain of a stable
law.

On the other hand, resorting to tilting allows good results in the so-called great devia-

tion region, and opens up the possibility of the convergence speed improving from O (\%)

3



to O (%), as in Daniels pioneering work. New developments in information theory, and in
particular the investigation of classes of maximal entropy laws under special assumptions
— the Gaussian being the maximal entropy law under the finite variance assumption —
sheds a new light in general forms of the central limit problem under which the O (%)
rate of convergence appears as what should be expected.

Keywords: Central limit theorem, orthogonal polynomials, natural exponencial fami-
lies — quadratic variance function, asymptotic expansions, information theory, entropy.
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Notacao

Ao longo deste trabalho faremos uso da seguinte notacao:

O simbolo/
A expressao

designa/abrevia/substitui

va
aaq
fd
fdp
fe
fgc
fgm
TLC
LGN
iid
Fx

varidvel aleatéria (va’s no plural)
amostra aleatoria

funcao de distribuicao de probabilidade
funcao de densidade de probabilidade
funcao caracteristica

funcao geradora de cumulantes

fungao geradora de momentos

Teorema Limite Central

Lei dos Grandes Numeros

independentes e identicamente distribuidas

funcao distribuicao da va X

funcao densidade de probabilidade da va X

funcao caracteristica da va X

funcao geradora de cumulantes da va X
funcao geradora de momentos da va X
familia exponencial natural

funcao de variancia quadratica

i-ésimo cumulante de uma va

i-ésimo cumulante padronizado de uma va

estimador

sucessao de va’s
X com distribuicao Dist

igual em Dist

equivalente
convolucao

soma de n va’s iid
soma de n va’s iid, do tipo X* =

indica o final de uma demonstragao
indica o final de um exemplo

com ¢ # 0 e b constantes






Capitulo 1

Introducao

1.1 O Mundo Normal

O Ars Conjectandi de J. Bernoulli™, publicado postumamente em 1713 pelo seu sobrinho
Nicolaus Bernoulli, ¢ um salto qualitativo importante no desenvolvimento da Probabili-
dade. Apesar de o Livro I ser “apenas” uma reediccao recheada de anotagoes de De Ra-
tiociniis in Ludo Aleae (1657) de Huyghens, e de o Livro IV ter ficado incompleto, neste
tratado, que no préprio titulo presta homenagem a Pascal® transparece pela primeira
vez a percepcao de que a probabilidade pode medir a incerteza sobre assercoes relati-
vas a resultados de experiéncias nas quais nao ha a simetria inerente aos artefactos de
jogo, conducente a equiprobabilidade dos acontecimentos elementares que tinha servido
de referéncia aos seus predecessores; nele se encontra, por isso, o embriao do “principio
da razao insuficiente” que mais tarde Laplace (1814) ha-de popularizar, e sobretudo uma
justificacao para as aplicacoes dos raciocinios probabilistas na construcao das tabelas
de mortalidade de Graunt e de Halley (1662): o resultado notabilissimo, que Bernoulli
chamava com ternura de seu “theorema aureum”, que posteriormente Poisson (1827)
crismou como Lei dos Grandes Ntumeros (LGN), em que frequéncia relativa e proba-
bilidade se abragam. Pela mesma altura, John Arbuthnot (1710) inova também, com o
que David e Edwards (2001) consideram o primeiro teste de hip6teses, mostrando que
no estudo de fenémenos naturais faz mais sentido avaliar a probabilidade pela frequéncia
relativa do que inventando equilibrios que os factos teimam em negar.

Vejamos um pouco mais em detalhe a LGN. Em formulacao moderna, se-
jam X, X, ... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (iid),

(1) Estas referéncias “histéricas” nao sao anotadas na bibliografia. Consulte-se Pestana e Velosa (2006)
para indicagoes sobre edigoes acessiveis.

() H4 a conviccio generalizada de que Bernoulli escolheu este titulo por evocar o Ars Cogitandi, a
Légica de Port-Royal, em cuja parte III, onde muitos véem a mao do jansenista Pascal, se defende que
na tomada de decisoes nao interessam apenas presumiveis ganhos e perdas, ha que atender também as
respectivas probabilidades.
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— 1n
E(X,) = p X, = => X,. Como a existéncia de E(X,) = p indica que
N k=1
X B n_y Xn ~ X
P |: n_:il Z 5:| — 0 segue-se que Xn+1 = e Xn —+ n—:il =~ Xn — por outras palavraS,

sob a condicao de a soma das caudas ter um peso moderado, a média empirica tende
a estabilizar; prova-se entao facilmente (modernamente, recorrendo ao teorema da con-
tinuidade de Lévy, e ao desenvolvimento de ordem 1 da fungao caracteristica de X ) que

- d
e

A convergéncia da média amostral para o valor médio populacional estabelecida pela
LGN, com hipoteses tao simples, necessitava evidentemente de um complemento: um
resultado indicando a velocidade com que tal ocorre, e consequentemente a qualidade
das aproximagoes que sugere. O Teorema Limite Central (T'LC'), cuja forma embriondria
surgiu na segunda edigao de The Doctrine of Chances de Abraham de Moivre, pode ser
visto nessa perspectiva: com a hipdtese suplementar de a populacao parente ter variancia
0%, prova-se — modernamente também recorrendo & expansao em série de MacLaurin da

X, —
funcao caracteristica de ;—, desta feita até a ordem 2, e ao teorema da continuidade

_ m
X —
de Lévy — que O,”/—'u 47~ Gaussiana(0,1) @),
vn n—o0

Bernoulli, ao apodar o seu resultado de teorema de ouro, estava decerto consciente que
tinha criado uma jéia da Teoria da Probabilidade (Hoffman-Jgrgensen (1976) intitulou
The Two Pearls of Probability um notével curso sobre a LGN e o TLC'). No caso especial
de X, — Bernoulli(p) serem as varidveis indicatrizes associadas a um acontecimento A,
segue-se que a frequéncia relativa com que A é observado converge para a probabilidade de
A, uma assercao que consola os frequencistas, e esta na base do paradigma da Estatistica
com base na nogao de colectivo, desenvolvida por von Mises (1928) nos anos 20 do século
passado, veja-se também Ville (1939). O T'LC, por seu lado, permitia em condi¢oes muito

(3)  Adoptamos a nomenclatura “lei gaussiana” em lugar da mais tradicional “lei normal”. Pearson
(1920) escreveu:

“Many years ago I called the Laplace-Gaussian curve the normal curve, which name,
while it avoids the international question of priority, has the disadvantage of leading people to
believe that all other distributions of frequency curves are in one sense or another abnormal.”

De facto, ja Peirce (1873) tinha usado a expressao “distribuicao normal” antes de Pearson (1893), e o
uso, tantas vezes acritico, da aproximacao pela lei “normal” invocando aditividade subjacente tornou-se
norma na primeira metade do século XX. A partir dos anos 60 do século passado, a disponibilidade de
novos meios computacionais permitiu o recurso rotineiro a modelos mais préximos dos fenémenos que
se pretende estudar, e a escola de Fxploratory Data Analysis liderada por Tukey reclamou, com algum
sucesso, o retorno a nomenclatura que adoptamos.

A gaussiana foi de facto introduzida por de Moivre, que em 1733 obteve o resultado sobre a aproxi-

-

macio da binomial pelo integral de e * ; ilustres historiadores da Probabilidade registam o “teorema
da atribuicao errada” : a nomenclatura usual dos grandes resultados nao homenageia, em regra, os seus
criadores. E em obediéncia a este teorema que nao usamos “lei de de Moivre” |, designacao que alids
todos estranhariam.



Capitulo 1. Introducao 11

satisfatorias para as aplicacoes préticas, recorrer a aproximacao de X, por uma variavel
aleatéria Y —~ Gaussiana(u, \/iﬁ) E a base, por exemplo, da construcao de estimadores

intervalares com probabilidade de cobertura aproximadamente (1 — a) x 100% para X,
instrumentais na construcao de intervalos de confianca de parametros em populagoes
Binomiais, geométricas, Poisson, exponenciais, etc.

O TLC comegou a sua carreira de forma modesta, dando uma aproximacao integral
a soma de atomos de probabilidades binomiais. Em Laplace (1814) tem ja uma for-
mulacao geral, para modelos aditivos, e ao longo do século XIX hé um longo trabalho de
relaxagao das hipoteses sobre existéncia dos momentos, em que se baseia a sua demons-
tracgao classica. O uso de fungoes caracteristicas trouxe a possibilidade de invocar apenas a
existéncia do momento de ordem 2, e a teoria das fungoes de variacao regular de Karamata
(1930) mostra que a existéncia de momento de segunda ordem ¢ condicao suficiente, mas
nao necessaria. No entanto, na presente seccao vamos admitir que as populagoes parentes
tém variancia (na linguagem da secgao que se segue, estao no dominio de atracgao standard
da gaussiana). Se, quer do ponto de vista de elegancia formal das demonstragoes quer
do ponto de vista de criacao de novos instrumentos e metodologias, todo esse trabalho
foi um progresso notavel, veremos que, no que se refere as questoes de velocidade de con-
vergéncia, fungoes simples do terceiro e quarto momentos (mais precisamente, coeficientes
de assimetria e de achatamento) dao informagoes cruciais a esse respeito, inclusivamente

permitindo estabelecer convergéncias O (%) em vez de O (%)

Liapunov (1901) demonstrou a convergéncia da soma, convenientemente centrada e
reduzida, de varidaveis independentes (ndo necessariamente identicamente distribuidas)
para a gaussiana padrao, assumindo existéncia de terceiro momento. O resultado mais
notével nesta direc¢ao deve-se a Lindeberg (1920, 1922) que, assumindo que a sucessao
das variancias truncadas é uniformemente limitada, estabeleceu a generalizacao daquele
resultado usando operadores de contracgao, uma técnica que se adapta a demonstracoes de
extensoes para variaveis dependentes, que nao sao abordaveis com o método das fungoes
caracteristicas de Lévy. Feller (1935, 1937) viria a demonstrar a necessidade das condigoes
de Lindeberg, estabelecendo que sao essencialmente equivalentes as de Liapunov.

Todos estes desenvolvimentos trouxeram o T'LC' para as luzes da ribalta, e Pélya (1920)
refere-o pela primeira vez como “o teorema central” dos limites de somas, expressao que
como se sabe foi afortunada.

Jacques Bernoulli e Abraham de Moivre inauguraram, assim, o filao dos resultados
assintoticos. Gnedenko e Kolmogoroff (1954), no prefdcio em si mesmo notavel de um
livro tao justamente célebre e perene, afirmam que o valor gnoseologico da Teoria da
Probabilidade advém, sobretudo, dos resultados assintéticos reunidos sob o nome geral
de TLC (veja-se as secgoes seguintes). Tal afirmagao, que se justificava plenamente &
época da publicacao, anterior as possibilidades novas trazidas pelo calculo automatico,
continua a fazer sentido: cita-se Tukey, porventura o maior impulsionador da mudanca da
Estatistica numa perspectiva computacional, como afirmando que mais vale um resultado
aproximado de um problema com formulagao exacta do que um resultado exacto de um
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problema formulado de forma meramente “aproximativa”.

Evidentemente — talvez nao de imediato apds os seus desenvolvimentos incipientes,
mas actualmente decerto — tal como o TLC déa alguma indicacao sobre a veloci-
dade da convergéncia de X, para p afirmada na LGN, torna-se também importante

caracterizar a velocidade de convergéncia de para a gaussiana limite, ou seja

7
avaliar a qualidade da aproximacdo de X, por Y —~ Gaussiana(y, \/Lﬁ) Sabe-se que
essa convergencia ¢ rapida quando a populagao parente é simétrica, e resultados gerais
como o teorema de Berry-Esséen (Berry, 1941; Esséen, 1945) estabelecem limites para
|F*" (np + o+/nx) — ®(x)|, onde como é usual F*" denota a convolugao de ordem n da
n

funcao de distribuigao F' de X — isto é, a funcao de distribuicao de ) X, —, e ® denota
k=1

a funcao de distribuicao da gaussiana standard. Veremos que resultados anteriores, as

expansoes em série de Edgeworth (1905), que usaremos profusamente numa parte subs-
tancial desta dissertacao, vieram a revelar-se um instrumento adequado para abordar a
questao.

Mais modernamente, a Lei do Logaritmo Iterado (LLI) de Khintchine (1960) — que
s6 uma vintena de anos mais tarde, num excepcional trabalho de Hartman e Winter, se
tornaria uma condi¢ao necessaria e suficiente — introduziu a questao dos grandes desvios.

Nesse contexto, Daniels (1956) — num trabalho republicado entre os “pioneiros” ar-
rolados por Johnson and Kotz (1995) — conseguiu alguns resultados espectaculares im-
portando as aproximacoes usando pontos de sela para a Estatistica. A analise cuidada
desses resultados leva-nos a admirar também o pioneirismo de Cramér (1928), que tinha
introduzido a inovacao de “atirar” a distribuicao para um ponto junto daquele em que se
pretendia aproximar, para obter resultados melhorados na regiao de grandes desvios —
aquilo que actualmente se filia nas técnicas de tilting e back-tilting usando a expansao de
Edgeworth “diferida”. Cramér credita Esscher com a ideia de usar “distribuicoes conju-
gadas” (o nome que ele usa para a tilted distribution); as “distribuigdes conjugadas” per-
mitem de facto a demonstracao elegante de resultados dificeis de estabelecer com técnicas
classicas, por exemplo a férmula de Pollaczeck-Khinchine Malva e Sequeira, (2003).

A importancia do T LC justifica plenamente a recorrente publicacao de novas demons-
tragoes. Um dos progressos realizados, como ja referimos, foi assumir cada vez menos
no que se refere a momentos. Porém esse progresso, que nao contestamos, acabou por
ter um efeito secundario pernicioso: a velocidade de convergéncia no T'LC é O(#), bas-
tante lenta. Ora a demonstragao do T'LC cléssico baseada na ideia de entropia maxima
deixa aberta a possibilidade de a velocidade de convergéncia ser substancialmente melho-
rada, para O(%), pelo menos fora da zona de grandes desvios. E, no que se refere essa
zona, alguma coisa se pode fazer com tilting e back-tilting, usando expansoes de Edge-
worth diferidas, que se mostra serem equivalentes as aproximacoes usando pontos de sela
de Daniels, pelo menos no caso de assimetria e achatamento serem moderados. E um
dos objectivos da presente dissertacao, que abordaremos com mais detalhe em capitulos
ulteriores.
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Deixando embora a questao das expansoes de Edgeworth e as expansoes de Edgeworth
diferidas para mais tarde, arrumamos de imediato algumas questoes simples sobre mo-
mentos, transformadas integrais e cumulantes da distribui¢ao gaussiana, relevantes em si
mesmas, e essenciais para abordar posteriormente aquelas expansoes:

Seja Z  ~  Gaussiana(0,1), cuja funcdo densidade de probabilidade
2

f(x) = # e > T(z). O cdlculo dos momentos de ordem par obtém-se entao
facilmente recorrendo a funcao gama,

B (ch) /OO ok 1 67%2 q 2" /OO k
= T — r=—
V2T VT ) Y

Segue-se naturalmente que todos os momentos de ordem impar existem; e como s
podem ser o valor principal de Cauchy, da imparidade da funcao integranda deduz-se que

bov g, 2D(k43)  (2h)
¢ Y= Nz AT

E(2"") =0
Assim, E(Z) = 0 e var(Z) = 1 — genericamente, se p+ 02 = X —~ Gaussiana(p, o),
E(X) = p e var(X) = 0. E do desenvolvimento formal da funcdo caracteristica

v, (t)=E (eitx> em série de MacLaurin,

@Z(t)=iw:iﬂ:e—§

e consequentemente a fungdo caracteristica de pu + 0Z = X —~ Gaussiana(p, o) é

2
ext) = exp (it — 15
gaussianas sao estdveis, no sentido em que a soma de gaussianas independentes tem o
mesmo tipo, isto ¢, a menos de localizagao e escala, parcelas e soma tém a mesma dis-
tribuicao.

), de que se deduz imediatamente que as variaveis aleatérias

E também imediato que a funcio geradora de momentos M, (t) = E (exp(tX)) de

2
uma varidavel X —~ Gaussiana(u, o) é M, (t) = exp <,ut + %), e consequentemente a

fungao geradora de cumulantes Kx(t) = In (M, (t)) = pt + %

Quer isto dizer, no que se refere aos cumulantes de X ~ Gaussiana(u, o), que Ky = p,
Ky=0",e K, =0, n>3. Os cumulantes — coeficientes da expansao em série de Mac-
-Laurin do logaritmo da funcao geradora de momentos — surgiram no fim do século XIX
na obra de Thiele (1903), e foram redescobertos por Fisher (1934), que apreciou o seu
enorme potencial no contexto da familia exponencial; estao naturalmente relacionados
polinomialmente com os momentos e com os momentos centrados, e embora menos intui-
tivos que estes sao, em muitos problemas, matematicamente mais simples de tratar.

Kn

T
g

Usamos também os cumulantes padronizados p, = Note-se que, com a usual
notacdo p, para o momento centrado de ordem n, p, = 23 = 7,, o coeficiente de assime-
ag

tria, e que p, = 3= 7,, 0 coeficiente de achatamento (curtose) que nos fornece uma
e
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forma simples de comparar com a gaussiana a probabilidade acumulada nas caudas de
distribui¢oes com cumulante de ordem 4 (na gaussiana, v, = 0; 7, > 0 denuncia caudas
suportando probabilidade mais elevada dos que as caudas da gaussiana).

O TLC, por si mesmo, é uma razao de peso para a importancia da familia gaussiana em
Teoria da Probabilidade. Mas outras razoes existem para o protagonismo desta familia:

Independéncia I — Na multigaussiana, se o coeficiente de correlacao p(X,, X ) for nulo
entdo X, e X, sao independentes. A equivaléncia entre independéncia e correlagao
nula é uma propriedade caracteristica de populagoes gaussianas.

Independéncia IT — A independéncia I permite estabelecer facilmente que se
X,,..., X, for uma amostra aleatéria de uma populacdo X —~ Gaussiana(pu,o),
. n n .2
entao X, = %k;)Xk e S = ﬁkzo (X, —X,) sdo independentes. Também a
independéncia de X, e Si ¢ uma caracterizacao da populagao gaussiana.

Distribuicao Amostral de Momentos Empiricos — Do que estabelecemos sobre so-

mas de gaussianas independentes, é imediato que X, —~ Gaussiana (u, %) A

: A~ . ~ 2 . < sy
independéncia entre X e S permite estabelecer, recorrendo a forma analitica da

2
~ ;. n—1)S 2 . .,

funcao caracteristica das gamas, que (=15, 2) = Xy Definindo a varidvel ¢

o n—

como o quociente —— . onde X —~ Gaussiana(0,1) e Y —~ y° sdo varidveis inde-
\/? ) ’ (n)
= n
n

. X _
pendentes, demonstra-se entao que S’\L/# ~ 1
n

(n—=1)"

No caso de duas amostras de X —~ Gaussiana (p,,0) e de Y —~ Gaussiana (i, ,0),

respectivamente, independentes, a extensao deste ultimo resultado é imediato:

X ny—1)S% +(ny~1)8
n; +ny,—2

— 2
X -Y —(py—p 2 ( , [N .
" mg ( X Y) — onde Sp = Y ¢é a variancia amostral

t
S 1,1 (nq{+ny—2)7
p\/"1+"2 e

ponderada. E no caso geral de duas amostras de X —~ Gaussiana (p,,0,) e de
Y —~ Gaussiana (i, 0,), respectivamente, independentes,

Y_Y_(ILLX_/J'Y)N

2 2
NS
ny Ty

onde v pode ser estimado por
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Assumindo homocedasticidade mais simples — nomeadamente por nao haver tabelas
facilmente acessiveis para a distribuicao ¢t de Student com numero de graus de

liberdade fracciondrio® — é facil testar a hipétese nula de as amostras provirem de
2
S

2

. . o o~ . . oA . . X S
distribuigoes com iguais variancias, pois 2 /2y —~ F .
> ? x /52 (ng—1,ny—1)

Y

A comparacao dos valores médios de k populacoes gaussianas homocedasticas, com
base em amostras independentes traz um progresso notavel: enquanto na studen-
tizacao se elimina o parametro perturbador desconhecido de escala por forma a
dispor de uma varidvel fulcral (estimagao intervalar) ou, sob validade de H,, de
uma estatistica de teste (testes de hip6teses), procede-se no caso geral a anélise da
variancia (ANOVA), pela influéncia que uma “falsa posi¢ao” tem na avaliagao dos
momentos de segunda ordem.

De facto, é facil provar que a variancia é o menor dos momentos de segunda ordem.
Decompondo entdao — limitamo-nos ao caso de ANOVA simples, por facilidade
de exposigdo — a soma de quadrados que reflecte a variabilidade total (T'SS) em
soma dos quadrados que avalia a variabilidade entre amostras (BSS) e soma de
quadrados totaliza as que avaliam a variabilidade dentro de cada amostra (WSS), é
uma simples extensao dos resultados anteriores que BSS e WSS sao transformacoes
de escala de variaveis com distribuicao de qui-quadrado, e independentes, pelo que
o quociente entre elas divididas pelos respectivos graus de liberdade, k —1e N — k
respectivamente, tem distribuicao F'.

Z . ;. , . 2
E ainda facil de estabelecer que enquanto 222 é um estimador centrado de o,

N—k
sempre, %Sf apenas ¢ centrado sob a hipdtese nula de os k valores médios serem
iguais, tendendo a sobrestimar a variancia populacional se essa hipdtese nula for

falsa.

Extensoes generalizando os resultados aproximados de Welch-Satterthwaitte para a
situacao mais vasta de comparacao de k gaussianas, nao assumindo homocedastici-
dade, com base em amostras independentes, encontram-se sumariamente descritas
em Oehlert (2001).

Como se vé, a inferéncia em populagoes gaussianas tem regras bem conhecidas. A

andlise das demonstracoes — que se pode consultar em Pestana e Velosa (2001) —
. ~ . ~ 2 , 7

mostra que assentam na independéncia entre X, e S, que como afirmdmos ¢ cara-

cteristica das populagoes gaussianas (também demonstrada em Pestana e Velosa,
2001).

Nas outras populagoes a deducao da distribuicao amostral de varidveis fulcrais e de

(4} Uma dificuldade que é, actualmente, facilmente ultrapassada: por exemplo, o package R, por
defeito, implementa este teste de Welch—Satterthwaite, sendo necessario forga-lo, com a explicitacao de
que é verdade que as variancias das duas amostras sao iguais, a realizar o teste exacto classico para essa
situagao.
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estatisticas de teste é em geral tao complexa que ou se argumenta com o T'LC para
usar a teoria da gaussiana (o que foi frontalmente questionado por Hotelling, 1961,
com argumentos irrebativeis) ou se prefere®® uma abordagem nao paramétrica.

Auto-reciprocidade — A menos de uma constante multiplicativa, a funcao densi-
dade de probabilidade e a funcao caracteristica da gaussiana padrao tém a mesma
expressao analitica. Pode parecer uma curiosidade, mas Pollard (2001) comenta
explicitamente este facto e a sua relevancia para o desenvolvimento da teoria das
transformadas de Fourier. A demonstragao da inversao de funcgoes caracteristicas
absolutamente integraveis baseada na relagao de Parseval é, provavelmente, a forma
mais elementar de abordar a questao.

Regressao Linear — Seja (X,Y) —~ Gaussiana (p,X); dlgebra elementar chega para
mostrar que f. . (z,y) = fy(z) x f,, __ (y), onde X —~ Gaussiana(p,,0,) e

Y |x—o— Gaussiana (uy + (1 — piy),0p0/1 — pg). (As notagoes que usamos
X
sao standard, pelo que nos dispensamos de comentar a parametrizacao adoptada.)

Assim, a regressao E (Y |x=.) = py +p Z—;(m — pty ) € linear. A expressao paraleliza
obviamente a da recta dos minimos quadrados quando se ajusta um modelo linear,
com aquele critério, aos pontos (z,7 |,) em que a notacao que adoptamos pretende
sugerir que num verdadeiro problema de regressao (por contraste com um problema
de correlagao), as ordenadas sao as médias da varidvel resposta nos diversos niveis
considerados da variavel controlada. Estes resultados sao naturalmente extensiveis
a vectores gaussianos em R".

A linearidade da regressao nao caracteriza a familia das gaussianas, mas é eviden-
temente uma razao mais para suspirar por afinal o Mundo nao ser normal!

Note-se que o T LC, no sentido restrito de convergéncia de somas de varidveis aleatérias
apropriadamente centradas e com variancia estabilizada para uma variavel aleatoria gaus-
siana, pode ser estabelecido em condigoes que relaxam de forma nao trivial a hipotese de
as parcelas serem independentes e identicamente distribuidas. De facto, as aplicacgoes
praticas levam, em muitas circunstancias, a invocar o T LC' quando as parcelas nao sao
identicamente distribuidas; o que é valido, impondo que a sucessao de variancias trun-
cadas seja uniformemente limitada (Lindeberg—Feller), como jd referimos. Anote-se que
a demonstracao pode ser feita, alternativamente, usando operadores contraentes, como
alternativa a demonstracao apresentada em Pestana e Velosa (2002); Rohatgi (1976),
baseando-se numa ideia de Trotter (1959), que simplifica singularmente a apresentagao
misteriosa de Feller (1967); este método de demonstragao presta-se a demonstragao do
TLC impondo condicoes de dependéncia fraca, nomeadamente com a estrutura de de-
pendéncia estabelecida usando momentos, das martingalas.

(5) Ou preferia, antes de as técnicas de computacio intensiva abrirem novas perspectivas em Estatistica.
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Outra forma de dependéncia fraca de grande importancia é a permutabilidade, essen-
cial no tratamento de aproximagoes usando o T'LC' em populagoes finitas, imprescindivel
em questoes incontornaveis em Amostragem.

1.2 Um Mundo Estavel?

A convergéncia de somas para uma gaussiana da-se quando nenhuma das parcelas tem um
papel preponderante. Todavia, a situacao altera-se drasticamente quando as estatisticas
ordinais extremais tém algum protagonismo, o que acontece se o modelo distribucional de
base tiver caudas pesadas. Por exemplo, a variavel aleatoria de Cauchy tem caudas muito
pesadas — nao existe valor médio — e a sucessao de somas padronizadas de variaveis de
Cauchy é uma variavel de Cauchy.

Surge assim o interesse em investigar modelos aditivos alternativos ao modelo gaus-
siano, em situacoes de distribuicao de base com caudas pesadas. Mais concretamente,

n
caracterizar as possiveis leis limites de somas padronizadas S"a_b" onde S, = E Xk,
n
k=1

com parcelas X #d, e as constantes normalizadoras ou constantes de atraccao a, > 0 e
b, € R. O papel das constantes normalizadoras é localizar® a soma num valor finito,
geralmente 0, e nao deixar a dispersao aumentar indefinidamente, em geral forcando a
escala unitaria.

No caso de existirem constantes normalizadoras tais que a sucessao de somas centradas

. 1 g d _ . .
e reduzidas de réplicas iid X, =X, % converge para uma variavel nao degenerada Y,
n

dizemos que X estd no dominio de atracgdo de Y, e escrevemos S € D(Y).

O TLC classico estabelece portanto que var(X) < oo é uma condicao suficiente para
X estar no dominio de atrac¢ao de Z ~ Gaussiana(0,1).

Se {an}n>1, com a, >0 e {b,}n>1, by € R, forem constantes de padronizacao, isto é

se a sucessao de somas 52=2 convergir em distribui¢do para uma varidvel aleatéria néo
n
. : : by —b .
degenerada Y, também {a }n>1 € {0} }n>1 tais que 22 — 1 e 22— — () sdo constantes
™ n—o0 T n—oo

normalizadoras.

De facto, estamos a tratar de convergéncia de classes, ou tipos de Khintchine (. Se,

p, d . , . ~
S"a b2 _,Y nédo degenerada, é sempre possivel encontrar sucessoes

n n—oo

apropriadas de constantes normalizadoras tais que

nas condigoes acima,

(6) Propositadamente usamos um termo “vago”, uma vez que 0 pode ser a extremidade do suporte, a
média, ou a mediana — depende de o que permite uma parametrizacdo mais simples. Adiante, escala
aparece também como conceito vago.

(MDuas varidveis aleatérias X e Y sao do mesmo tipo de Khintchine se e s6 se Y = aX + b, com a > 0
e b € R, isto é se apenas diferem em localizacao e escala, mantendo a forma.
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Sn_Bn d
o —— — AY +B
An n—oo
gn_Bn o .
o 22" 1Y com S, = E (aX, +0).

n—00
An k=1

Neste sentido, nao ha perda de generalidade em escolher constantes de atraccao que
localizem a varidvel em 0 e lhe confiram escala unitaria.

Temos, assim, que precisar a frase acima em que dissemos que todas as variaveis
com segundo momento finito estdo no dominio de atracgao de Z —~ Gaussiana(0,1):
elas estao, de facto, no dominio de atraccao da gaussiana, pois a escolha apropriada de
constantes permite obter como lei limite qualquer variavel do tipo gaussiano.

As possiveis variaveis aleatorias limites Y acima referidas tém de verificar uma equagao
n

de estabilidade, isto é, denotando S,, = Z Y} , tém que existir constantes normalizadoras

k=1
a, >0 e eR tais que, paran =1,2,---,

Sn_ﬁniy7
O

onde os Y, sao réplicas independentes de Y . Por isso sao chamadas leis estaveis para
somas.

A equacao de estabilidade — que se obtém “partindo aos bocados” uma sucessao
Xy Xy X, Xopy o, Xomtyrg1, -+, Xur, @ que permite estabelecer Feller
(1971), que as constantes normalizadoras sao da forma na , com o € (0,2] denominado
expoente caracteristico da lei estavel Y — que por isso passaremos a explicitar como Y,
— pode também exprimir-se em termos de funcoes caracteristicas

% Sy —pn (t) =€ P\ — ] =¥y (t) :

Qn

No que se refere as varidveis aleatdrias estdveis Y, , o, = na, com a € (0,2]. No que se
N .z . ;. . ~ 1
refere as varidveis aleatérias X no dominio de atracgao de Y, , prova-se que «,, = L(n) na |
onde L é uma funcao de variacao lenta no sentido de Karamata, isto é

L(tz) R

e a € (0,2] é o indice ou expoente caracteristico da varidvel aleatdria limite Y.

As variaveis aleatérias estaveis, ou seja os possiveis limites nao degenerados Y de
somas normadas de varidveis aleatérias
Sp — d
n=Bn

(o775 n—oo
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surgem assim como modelos naturais no caso de estarmos a abordar fenémenos regulares
em que exista um mecanismo aditivo.

Como veremos na seccao seguinte, as variaveis aleatdrias estaveis sao infinitamente
divisiveis. E portanto, a fungao caracteristica de uma variavel aleatdria estavel pode ser
escrita usando a representacao canonica de Lévy:

t
wx(t) =exp {iat — c|t|* [1 + iﬁmw(t, a)} } :
com localizagdo a € R, escala ¢ > 0, indice ou expoente caracteristico a € (0,2], e
coeficiente de assimetria 3 € [—1,1], e

tan (%) se a#1

w(t, @) = { Zloglt|] se a=1

Seriamos assim levados a pensar que os modelos estaveis assim descritos seriam ideais
para abordar o estudo de fenémenos em que ha subjacente algum mecanismo aditivo. De
facto, isso permitiria que, estimado o valor do expoente caracteristico &« — que avalia o
peso das caudas do modelo — e do coeficiente de assimetria (3, tudo se reduzisse apenas
a uma questao de localizagao/escala. Por outras palavras, mais informagao poderia ser
facilmente incorporada, mudando apenas a localizacao e a escala.

Infelizmente o uso destes modelos estaveis, na pratica, esta bastante limitado por duas
razoes:

e O unico modelo estavel para somas com variancia finita é o modelo gaussiano.

e Nao se consegue inverter as fungoes caracteristicas estaveis a nao ser em trés casos
especiais, e por isso as unicas fungoes densidade de probabilidades estaveis conheci-

das correspondem a o = 2 (Gaussiana), a « =1 e 8 =0 (Cauchy), e a a = % e

2
g =1 (Lévy).
Notemos que as duas ultimas distribuicoes nao tém valor médio finito.

Concluimos, assim, que afinal o mundo nao pode ser apenas estavel!

1.3 Um Mundo de Infinitamente Divisiveis e de Ir-
redutiveis

Em 1917 Paul Lévy foi convidado a fazer um ciclo de trés conferéncias sobre o Teorema
Limite central (ele trabalhava em Mecanica Racional, nessa época). Ficou insatisfeito
com as restricoes do TLC classico: variaveis independentes, variaveis identicamente dis-
tribuidas e variancia finita, e resolveu investigar o que acontecia se relaxasse as hipoteses.
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Entre 1918 e 1924 debrugou-se sobre o relaxamento da hipdtese sobre os momentos
estudando a “equacao de estabilidade”

Sn d
— =X
An k>

estabilidade em sentido estrito, pois s6 estabilizou a escala, nao se preocupou com a locali-
zacdo. Provou em particular que 4, ~ n'/* | a € (0,2] com « o expoente caracteristico.

A sumula do seu trabalho é publicado em 1925 em “Calcul des Probabilités”.

Em 1924 Lévy tinha-se interessado pelas “somas infinitésimas”, somas de parcelas in-
finitamente pequenas associadas a processos estocasticos com incrementos independentes.
Introduz a nocao de divisibilidade infinita

X ¢ infinitamente divisivel < Xin +Yo+---4Y,,Vn=12,---

com os Y} independentes e identicamente distribuidos. Em termos da func¢ao caracteristica

n 1/n
SOX:SOYn:>90X/ = ¥Yn,

. , . . N 1 , ~ s
ou seja, X ¢é infinitamente divisivel sse <pX/" é funcao caracteristica para qualquer
n=1,2,---, disto decorre que ¢ é funcao caracteristica para todo a > 0.

Em 1930 de Finetti mostra que se conclui imediatamente dos trabalhos de Lévy que:

- ¢ nao pode ter zero reais, e por isso faz sentido usar ¥ (t) = In(p(t))

- ¢ infinitamente divisivel se e s6 se for limite de Poisson compostas.

Uma variavel aleatoria infinitamente divisivel pode ser construida de duas formas: ou
como uma soma infinita de termos evanescentes (esquema de “triangular array” ), ou a
partir de somas estocasticas governadas por uma Poisson, neste caso o nimero de parcelas

estd com grande probabilidade entre A — 3v/A e A + 3v/\.
Em 1930 Kolmogoroff d4 uma “representacao integral” de ¢» no caso de E(X?) existir.

Entre 1932 e 1935 Lévy desenvolve uma representagao geral
(t) =expiat+ c|t|* + /OO e o1 - tut dM (u) + /00 e —1— ut dN (u)
P = exb ; 1+ u? ; 1+ 2

onde iat corresponde & componente degenerada, c|t|* corresponde & componente gaus-
siana (se c#0) e

> iut wut o iut 1ut
—-1- M —1- N
/0 (e 1+u2>d (u)—l—/o (e 1—|—u2)d (u),
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correspondente a Poisson generalizada.

Em 1937 Khinchine apresenta uma representagao alternativa

_ O e itr \ 1+ 22
gp(t):exp{zat+/_oo (e _1_1—1—3:2) o d@(x)}.

No entanto, a construgao das representagoes anteriores, pode ser vista como uma elabo-
racao de trivialidades. De facto, em 1972 Burril mostra que as representacoes integrais
nao sao mais do que elaboragoes do resultado

o0

D ST
H g ~ ek:l

k=1
o0 o0

Notemos que, Hak converge se e sb se E (1 —ag) converge. Mas
k=1 k=1

NE

(1 —ag) ~In[l — (1 —ayg)], pelo que

i

1

Kendall em 1963, para variaveis positivas, e Johansen em 1966 — que conseguiu
provar que o logaritmo de uma funcao caracteristica infinitamente divisivel é uma funcao
definida positiva — mostram que que as distribuicoes Gaussiana e Poisson sao os pontos
extremos da familia convexa das infinitamente divisiveis, e que a representacao de Lévy
é uma representacao integral de Choquet em termos de uma medida de probabilidade
suportada pelo conjunto compacto dos pontos extremos. Kendall e Johansen dao assim,
em conjunto, uma visao profunda das distribui¢oes infinitamente divisiveis.

Seja
dX1+X2++Xn_Bn Xl

Xn
S, = ™ :A_n+..._+_A_n_

By,
1

n
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Tem-se

Ou seja o conjunto das leis estaveis esta contido no conjunto das leis infinitamente di-
visiveis, e portanto a sua funcao caracteristica admite a representacao de Lévy. Em
1937 Lévy reexpressa as leis estaveis no contexto (como corolario) das leis infinitamente
divisiveis (Théorie de L’Addition des Variables Aléatoires).

Variaveis aleatérias como as de Poisson, as gamas e as gaussianas podem ser decom-
postas na soma de n parcelas iid, para todoon =1,2,--- e sao por esse facto chamadas
de infinitamente divisiveis, e tém uma papel relevante na teoria da soma de variaveis
aleatorias. Por outro lado, é impossivel escrever a uniforme como soma de duas varidveis
aleatérias 7id, pelo que é chamada de irredutivel.

Sabemos que o produto de duas fungoes caracteristicas é sempre uma fungao carac-
teristica. E assim obvio que algumas funcoes caracteristicas podem ser escritas como o
produto de duas ou mais funcoes caracteristicas.

Toda a funcao caracteristica ¢ pode ser escrita como o produto de duas fungoes
, . imt —imt . ~
caracteristicas p1(t) =e e po(t) = p(t)e , com m real. Dizemos que a representacao
de uma funcao caracteristica como o produto de duas funcoes caracteristicas é trivial se
imt . ~ . .
um dos factores tem a forma ;(t) = e . Para evitar a representagao trivial de produtos,
vamos introduzir a seguinte definicao.

A funcao caracteristica ¢ é dita decomponivel se puder ser escrita da seguinte forma:

Y = P12

onde ¢, e s sao ambas fungoes caracteristicas nao degeneradas. Neste caso dizemos que
p1 € o sao os factores de .

A funcao caracteristica que apenas admite representacao em produtos triviais é dita
irredutivel.

A factorizagdo de uma funcao caracteristica em factores irredutiveis é similar a fac-
torizacao de niimeros reais em factores primos. Esta é a razao porque a teoria da decom-
posicao das funcoes caracteristicas é muitas vezes chamada teoria aritmética das fungoes
de distribuicao. No entanto, esta analogia nao vai muito longe; por exemplo a factorizacao
de funcgoes caracteristicas em factores irredutiveis nao é sempre tnica.

Khintchine demonstrou que qualquer variavel aleatéria pode ser decomposta na soma
de variaveis aleatoérias irredutiveis e infinitamente divisiveis sem factores irredutiveis, que
¢ 0 maximo que se consegue estabelecer para este tipo de variaveis aleatorias.
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Lukacs (1960) provou que a existéncia de distribuigoes infinitamente divisiveis com
factores irredutiveis nao era uma ocorréncia rara. Assim, provou que uma funcao cara-
cteristica infinitamente divisivel ¢ , cuja representacao canénica de Lévy fosse determinada
pelas constantes a = ¢ = 0 e pelas fungoes

N(u):{lg(u—a) ffc_ O<u<a e M(u)=0

onde k > 0 e a > 0 sao constantes reais arbitrarias e tem sempre um factor irredutivel.

Além disso, se ¢ for uma funcao caracteristica infinitamente divisivel, e se as fungoes
M e N, que ocorrem na representacao candnica de Lévy, satisfazem a seguinte condicao:
Existem duas constantes positivas k e ¢ tal que pelo menos uma das seguintes relagoes
M'(u) > k quase certamente em (—c,0) ou, N'(u) > k quase certamente em (0,c¢) se
verifica, entao ¢ tem um factor irredutivel.

Se ¢ é uma fungao caracteristica infinitamente divisivel, que satisfaz a condigao an-
terior entao ¢é divisivel pelo produto de uma sequéncia infinita de fungoes caracteristicas
irredutiveis.

Notemos no entanto que, nao existe um método geral para encontrar os factores irre-
dutiveis para uma dada funcao caracteristica.

1.4 Quando as Somas sao Aleatorias

A divisibilidade infinita advém, em termos de teoremas limites originando a teoria das
representacoes integrais, de somarmos parcelas assintoticamente negligiveis. De facto, tal
— ou, o que é equivalente, face a continuidade das fungoes caracteristicas, ou o facto de
se estar a considerar [ [~ ¢x(t) com pg(t) =1+ o(t) — é uma condigao necessaria para
assegurar convergéncia. Note-se que, em termos de produtos de fungoes caracteristicas, e
pelo que se sabe sobre critérios de convergéncia, é o mesmo que considerar e Zkﬁowk(t)_l).

No entanto, o grande trabalho seminal de Bruno de Finetti (1930) mostra que qualquer
variavel aleatdria infinitamente divisivel é Poisson composta ou soma de Poissons com-
postas. Esta abordagem alternativa capitaliza no facto de haver uma soma de parcelas,
em numero que pode, com baixissima probabilidade, exceder qualquer natural fixo, mas
que, pela desigualdade de Chebycheff, com grande probabilidade estd entre A — kv/ e
A+ kv (a probabilidade de exceder A\ + kv parcelas é limitada por k%)

Parte do desenvolvimento da Probabilidade deriva de se aleatorizar qualquer coisa
que antes era encarado como determinista. As somas de varidveis aleatérias seguem este
padrao. As aplicacoes em teoria de seguros fazem considerar um processo de risco

Nt
=) X,
k=0



24 Distribui¢oes Conjugadas e Aproximacoes

onde X} sao os modelos para as indemnizagoes e N; é um processo pontual de contagem.
Os modelos iniciais foram, naturalmente, os mais simples, aqueles em que as parcelas
X} sao independentes e identicamente distribuidas — existe um modelo suficientemente
fluido para ajustar todas as possiveis indemnizagoes — e independentes da varidavel sub-
ordinadora N; (a qual, por simplicidade, e também por realismo, foi originalmente con-
siderada Poisson). Existe hoje uma rica literatura sobre “randomly stopped sums”, quer
do ponto de vista tedrico, quer num espirito aplicado a teoria do risco e muitas outras
areas da Probabilidade em que os modelos aditivos sao o ponto de partida.

No que se refere a teoremas limite centrais, o mais interessante a referir é que se
Ny —~ Geométrica(p(t)) e recordamos que o modelo geométrico pode ser construido por
aleatorizacao exponencial do parametro da Poisson, pelo que ha quem a refira como uma
“Poisson mais dispersa” se constréi uma teoria da estabilidade semelhante a de Lévy
(Velosa e Pestana (2003)), os trabalhos iniciais devem-se a Kovalenko (1956), ¢ deram
origem ao conceito de varidveis N — Gaussianas (no caso de Ny —~ Geométrica(p) a
N — Gaussiana é a lei de Laplace).

Assim, os problemas que abordamos podem ser contextualizados neste padrao mais
vasto de aproximacoes e velocidades de convergéncia que as justificam, por leis gaussianas.

1.5 Uma Perspectiva dos Resultados Obtidos

O modelo gaussiano tem um protagonismo em Estatistica que decorre de propriedades
— algumas das quais caracteristicas desse modelo, que portanto melhor seria apodado
de “anormal” do que de normal — que permitem um tratamento matematico simples
e elegante. Ha uma tradigdo de o usar como aproximacao, justificada pelo TLC. No
entanto, a procura de demonstracoes cada vez mais limpidas e gerais do T'LC', exigindo
cada vez menos condigoes sobre existéncia de momentos, levou a uma formulacao em que

a velocidade de convergéncia é apenas O | = ).
vn

Porém, as modernas abordagens ao T'LC usando teoria da informagao (capitulo 3)
levam a pensar que seria possivel (e mesmo natural) obter velocidades de convergéncia
(@] (%) Esta forma de equacionar o problema leva-nos naturalmente a estender a de-
sigualdade de Cramér-Rao, e a caracterizagao das situagoes em que o limite inferior de
Cramér-Rao ¢ atingido é uma forma intuitiva de aceder a familia exponencial de Fisher-

-Darmois-Koopman-Pitman.

Assim, os desenvolvimentos da teoria da informacao que surgem como justificacao adi-
cional a posteriori do que fazemos no capitulo 2, invocam a necessidade de contextualizar
uma abordagem moderna na teoria das familias exponenciais, e de procurar caracterizar
as circunstancias em que a velocidade de convergéncia é melhorada para O (%)

Trabalhos de Cramér (1963) e de Daniels (1956), o primeiro usando a ideia de dis-
tribui¢oes conjugadas por tilting (uma ideia que atribui a Esscher) e o segundo usando
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aproximacoes recorrendo a pontos de sela, tém um contributo notavel para a teoria das
aproximacoes, nomeadamente na denominada zona de grandes desvios. No capitulo 1
recorremos as expansoes de Edgeworth diferidas (isto é usando tilting) para fazer a ponte
de uniao entre os resultados de Cramér e de Daniels.

Neste contexto, surgem naturalmente as familias naturais de Morris (1982, 1983).
Estas interessaram-nos por os seus membros absolutamente continuos terem versoes
simetrizadas cujas funcoes densidade de probabilidade sao definidas positivas, uma
questao que foi abordada no trabalho cientifico de Malva e Sequeira (2003), e por seus
membros discretos terem fungoes massa de probabilidade que verificam a expressao de
recorréncia de Panjer. No entanto, nao conseguimos obter as relagoes estruturais que
esperavamos. Anote-se, no entanto, que existem relacoes inesperadas entre todos estes
temas e a extensao nao trivial que é usar somas aleatérias: Malva e Sequeira (2003) estabe-
leceram que a famosa féormula de Khinchine-Pollaczek para somas de varidveis aleatérias
que ocorrem em teoria de filas de espera e em teoria de risco pode ser reobtida como
subproduto da teoria dos pares conjugados de variaveis aleatérias.

No capitulo 2, completamos a exposicao das aproximagoes dando, além das expressoes
de Edgeworth e Edgeworth diferidas, as expansoes de Fisher-Cornish. Neste contexto, os
cumulantes padronizados, embora nao tenham a interpretacao intuitiva que os momentos
tém, trazem grande simplicidade a exposi¢ao. Os cumulantes padronizados de ordem trés
e quatro sao os coeficientes de assimetria e de curtose que tanto relevo tém na organizacao
das leis de Pearson, e conclui-se assim que quase-semetria e peso de caudas moderado sao
instrumentais numa boa velocidade de convergéncia no T'LC', sendo possivel usar tilting
e back-tilting para conseguir estender os bons resultados nas zonas de grandes desvios.

Curiosamente, um exemplo usando a estavel de Lévy mostra que as aproximagoes,
apesar de concebidas para varidveis no dominio de atraccao da gaussiana, podem ter
um validade em casos inesperados®, tal leva-nos a tentar — o que fazemos no capitulo
4, dando os detalhes fastidiosos nos apéndices — a estudar velocidades de convergéncia
quando a lei limite é estavel nao gaussiana, inspirando-nos de trabalhos em teoria dos
valores extremos em que parametros de segunda ordem podem ter influéncia decisiva.
Os resultados parcelares que obtivemos nao constituem, porém, um progresso relevante
em relacao a resultados de Cramér (1962, 1963). Sendo consolador té-los reobtido antes
de conhecer os trabalhos de Cramér, a quem naturalmente atribuimos a prioridade, é
no entanto desencorajante observar que a utilizacao de ferramentas analiticas macicas
produz tao parcos resultados. Mais uma vez, parece chegar-se a (i)moralidade: “use a
aproximacgao gaussiana ou véa antes dar uma curva’(nao sabemos é qual, e por isso o
despite estd sempre eminente).

(®)Embora possa haver alguma excepcionalidade no exemplo, e a explicacio provir da relacéo entre as
estaveis com parametros caracteristicos « e é estabelecida por Zolotarev (1986). Mas nao conseguimos
estabelecer se esta intuicao é fundamentada.






Capitulo 2

Polinémios Ortogonais e Expansoes
Assintoticas

2.1 Transformadas Integrais. Momentos e Cumu-
lantes

A funcao caracteristica, assim como outras func¢oes geradoras, foram originalmente de-
senvolvidas como uma ferramenta para encontrar solugoes para problemas em teoria da
probabilidade. Esta teoria tem muitas aplicagoes nao s6 no ramo das probabilidades, mas
também na estatistica matematica.

Seja X uma varidvel aleatéria (va) com funcao de distribuicao (fd) Fx . A fungao
geradora de momentos (fgm) define-se como sendo

My () = B(e™) = /Re”dFX(;c) |

O integral anterior é absolutamente convergente numa faixa vertical do plano complexo
{t :t; <R(t) < ta} comty,ty > 0,epodeeventualmente degenerar no eixo imagindrio. A
funcao definida anteriormente permite, sob condi¢oes muito gerais, expressar os momentos
da variavel aleatéria, caso existam, em termos das derivadas de My em zero,

dr My (¢)
dt"

= /R 2" dFy(z) = E(X").

Por exemplo, se Z ~ Gaussiana(0,1), a sua fungao geradora de momentos é:

2

tendo-se

d" My (0 1

—)i( ) :/1:” e “dx=E(Z").
dt R V27

7

2
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Uma outra transformada integral que vai ser utilizada ao longo deste trabalho ¢é a
funcao caracteristica (fc), definida por

ox(t) =E( ) = /RemdFX(m) .

Retomando, ainda, o exemplo, Z —~ Gaussiana(0, 1), obtém-se para Z a seguinte fungao
caracteristica

A funcao caracteristica tem a vantagem de existir para todo ot € R, pois

ox(t)] = ‘/Re’“de(x)dms/R eitz|de<x>=Ade<x>=1.

A funcao caracteristica tem diversas propriedades tteis de entre as quais se destaca:

- Se X for simétrica, em torno de 0, entao a funcao caracteristica px ¢ real e par,

pois
ox(t) = /R e dFy(z) = /R cos(t 2)dFx (z) + i /R sin(t 2)dFyx (z)
:/Rcos(tx)dFX(x) :/Rcos(—ta:)dFX(:p) = px(—t)
visto que

/R | sin(tz)|dFy (z) < /R dFy(z) =1,

e a fungao integranda em / sin(t z)dFx(x) é impar, pelo que / sin(tz)dFx(z) =0.
R R
Prova-se que a reciproca também é verdadeira.
- Qualquer funcao caracteristica é uniformemente continua em R.

- E 6bvio que a funcao geradora de momentos calculada no eixo imaginario, e a
funcao geradora de probabilidades calculada na circunferéncia que delimita o circulo
unitario, é a fungao caracteristica.

- Facilita o tratamento de somas de variaveis aleatérias independentes: se X e Y sao
, . , it X T2 ~ g
va’s independentes, também e e e sao independentes, e entao o valor médio
do produto é o produto dos valores médios, tendo-se que

pxty (1) = E(e =E(e ) = ex(B)ey(t).

Como consequéncia se {X;}}_; s@o variaveis aleatérias independentes e identica-

it(X+Y)) itX ity

mente distribuidas, com X}, iX, e S, = ZXk , tem-se que g, 1) = P ().
k=1
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- Se existir E(X*), tem-se que
k -k k
eW0) =i*E(X*), k=0,---,n.
- A funcao caracteristica caracteriza a variavel aleatéria, no sentido em que

d
px =y = X=Y.

xistem, no entanto, duas propriedades da funcdo caracteristica que devido & sua im-
Existem, tanto, d dades da fung terist devid
portancia e aplicabilidade que iremos salientar nos seguintes teoremas.

Teorema 2.1.1. Teorema da continuidade de Lévy-Cramér

Seja { Xy }n>1 uma sucessio de varidveis aleatdrias, e suponha que

Fy,(z) — Fy(x),

n—oo

para todo o ponto x de continuidade de Fy; entio vx,(x) — py(x), = € R. Por
n—oo

outro lado, se {px,},>, for uma sucessio de funcgoes caracteristicas tal que existe

lim px, (t) = ¥(t), e esta funcao for continua na vizinhanga da origem, entdo ¢ € a

n—oo

fungao caracteristica de uma varidvel aleatoria Y, e

Fx, (x) — Fy(x),

n—oo

para todo o ponto x de continuidade de Fy .

A demonstragao deste resultado encontra-se, por exemplo, em Lukacs (1970, pp. 54-
55).

Exemplo

O teorema anterior permite esclarecer a possibilidade de aproximar X —~ Binomial(n,p)
por Y —~ Poisson(np) .

Seja {X,}n>1 uma sucessao de varidveis aleatérias X,, —~ Binomial(n,p,) com
pn — 0 mas np, — A > 0. Entao

n—oo n—oo

X, Ly ~ Poisson(\) .

n—oo

A funcao caracteristica de X, ¢é [1 + Pn <eit — 1)] , onde podemos escrever p, €omo

AEn com g, — 0. Uma vez que
n

n—oo

[1 L Aten (" - 1)r s expAet = 1)],

n n—-+4o0o
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que obviamente é uma fungao continua na vizinhancga da origem, a qual reconhecemos ser
a funcao caracteristica de Y —~ Poisson(\). W

Teorema 2.1.2. Teorema da inversdo das funcées caracteristicas de L'

Seja ¢ a funcao caracteristica correspondente a funcdao de distribuicao F', e suponha-
se que ¢ € L'(—o00, +00).

Entao, F' tem func¢ao densidade de probabilidade continua e limitada, e

T or

fa) = 2 / e p(t) dt

A demonstracao deste resultado pode ser consultada, por exemplo, em Pestana e
Velosa (2002, pp. 799).

Exemplo

Sabemos que a distribui¢ao Laplace é a simetrizagao da exponencial (cuja fungao cara-
b, o d ‘ :
cteristica é px(t) = l_th), isto é, se X1 =Xy ~ Exponencial(l) com X; e X, indepen-

dentes, entao X = X; — X5 é Laplace padrao. Portanto

1 11
Sl —itl+it 1427

px(t) = ox, () o-x,(t)

Usando agora o teorema da inversao, obtém-se:

1 —itx 1 1 — |z
— [ dt:—eHIR(x).
ot Ju 142 2

Mais, como ¢(t) = # ¢ a menos de uma constante a fungao densidade de probabilidade

da Cauchy padrao e sendo uma funcao par a parte imaginaria do integral é nula,

1 —itx 1 1 itx 1 1 —|x
— et—dt:—/et — dt=ce " Ig(x).
21 Jr 1+t2 21 Jg o 14t2 2

Conclui-se assim que a fungao caracteristica da Cauchy padrao, isto é, da variavel aleatéria

Y com funcao densidade de probabilidade fy(z) = & = Ir(z) ¢

aw 11 — ¢l
t) = — dz = .
r(t) /Re TR

A custa da funcao caracteristica define-se a fungao geradora de cumulantes, a qual se
déa algum destaque na seccao seguinte.
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Os momentos de uma distribui¢ao sao um conjunto de constantes descritivas da dis-
tribuicao, que sao tteis para quantificar algumas propriedades, e em certas circunstancias,
para especificar a prépria distribuicao. No entanto, nao sao o tnico conjunto de cons-
tantes com tal propdsito nem o melhor. Outra série de constantes sao os denominados
cumulantes, que tém propriedades menos intuitivas mas muito melhores para alguns desen-
volvimentos tedricos.

Para uma variavel aleatéria Y qualquer, com funcao caracteristica ¢, o j-ésimo cu-

1 ;
mulante k;, de Y, é definido como sendo o coeficiente de f'(it)] no desenvolvimento em
J!

série de log(py (1))

log(ex (1)) = log(er (0)) + #E(Y) + T (m(v?) — B()?)+

p]

+ %—?3(1@(1/3) —3E(Y)E(Y) + 2(E(Y))?) + - -

= tik + - ('t) ko + (it)gk: + - +<2L)jk:j+m
3! j!

ou seja,

t t it)d
SOY(t)—eXP{tith(l) k2+(13) kg + - +(’T‘)kj+...}.

Tem-se ainda que

py(t) =E(") = E{1+tY+(2) Y24 (2533Y3+---+(Z%!)jw+~-}

—1+ZfEYJ):1og(¢Y() <1+ZfEYJ>

ji>1 7j>1

Resulta entao que,
(it)? . _
> G =log {1+ Z ' .
j>1 j>1

Atendendo ao facto, de para [z| < 1, a fungdo In(1 4 x) poder ser representada pela série

" .
de Maclaurin Z(— k17 + o se nesta formula se tomar x = ZQE(YJ) (1) obtém-se,

k>1 7>1
1 1 *
_ k+1
ot 0) = (-0 {5 Sy |
k>1 7>1 J:
(UDa expansio formal o(t) = E(e ) = E (Zk 0 (”)f ), como |p(t)] < ¢(0) = 1 conclui-se que,
exceptuando os pontos em que eventualmente p(t) = 1 — apenas 0, no caso de varidveis aleatérias

“regulares” — a expansao ¢é valida.
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ou seja,

k =E(Y)
ky = E(Y?) — (E(Y))? = Var(Y)
ks =E(Y —E(Y))?

(

Note-se que k; ¢ um polinémio de grau j homogéneo nos momentos. Também os mo-
mentos podem ser expressos como polinémios homogéneos nos cumulantes.

A Yx =log(px) chamamos segunda fungao caracteristica da varidvel aleatéria X .
E ¢x(—itr) =log (Mx(t)) é a fungao geradora de cumulantes de X .

Da relacio @axis(t) = ¢ px(at) resulta que os cumulantes de ordem k > 2 sdo
invariantes por translagoes.

Para uma transformacao linear do tipo & = [z + m, os cumulantes permanecem
inalterados no que diz respeito a constante m e k, vem multiplicado por [". A tnica
excepgao ¢ o primeiro cumulante o qual é igual a média. Em particular, os cumulantes
de uma distribuicdo estandardizada sdo iguais a p, = % onde k, sdo os cumulantes da

o’

U , . ~ . 1/2
distribuicao original e o é o desvio padrao, que se prova ser igual a k2/ )

2.2 Exposicao Breve sobre Familias Exponenciais

Uma familia de funcoes de densidade de probabilidade, ou de fungoes de massa de proba-
bilidade, é dita uma familia exponencial se pode ser expressa como

f(x|0) = h(x)c(0) exp (Z wi(Q)ti(x)> , (2.1)

onde h(z) >0 e ti(z), - ,tx(x) sdo fungoes reais (que ndo dependem de ), ¢(6) >0
e wi(f), - ,wk(f) sdo fungbes reais. A familia anterior é muitas vezes designada por
familia exponencial de Fisher-Darmois.
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Exemplo

Seja n um inteiro positivo e consideremos a familia Binomial(n,p) com 0<p<1. A
funcao de massa de probabilidade desta familia, para x =0,--- ,n e0<p <1, é

stal) = (M) -

(2.2)
Defina-se
(Z) xr=0,---,n
h(z) = , cp)=(1-p".0<p<l,
0 caso contrario
_ p _
w1(p) = log (1—> ,0<p<l1, e ti(zr)==x.
-p
Entao
f(zlp) = h(z) c(p) explwi(p) tr(2)] (2.3)
é da forma de (2.1), com k = 1. Em particular, note-se que h(z) >0 se z = 0,--- ,n

e ¢(p) é definida apenas para 0 < p < 1. Os valores do parametro p =0 e p = 1 sdo
muitas vezes incluidos no modelo binomial, mas neste exemplo nao serao considerados,
porque o conjunto de valores de x para os quais f(x|p) > 0 é diferente para p = 0,1 e
para os restantes valores de p. Wl

A forma especifica de (2.1) faz com que as familias exponenciais tenham boas pro-
priedades matematicas. Mas mais importante para o modelo estatistico, € o modo rapido
e expedito com que a forma (2.1) conduz a boas propriedades estatisticas. Vamos demons-
trar o que atras se disse, com o calculo da média para o modelo do exemplo anterior. Para
tal tenhamos em conta o seguinte teorema, (Casela and Berger,2002, pp. 112).

Teorema 2.2.1. Se X ¢ uma varidavel aleatoria com funcgao densidade de probabilidade
ou fungdo massa de probabilidade da forma (2.1) entdo

E (z a‘g;f)tm) - —a% logle(0)]:

—1

Var (Z ‘9‘5;}]%@)) =~ g loac9) (Z : gége)ti<X>> '




34 Distribui¢oes Conjugadas e Aproximacoes

Assim, para o exemplo anterior tem-se

d d P 1 d d —n
—w —lo = e —log(c = —nlog(l —p) = ,
i 1(p) = % T T i) o g(c(p)) i 8(l—-p) =1 —

e, consequentemente,

E(mx) =" S EX)=np.

De modo anéalogo se obteria a variancia.

Uma familia exponencial pode ser reparametrizada na forma

f(@]0) = h(x)c*(n) exp (Z i ti ) (2.4)

onde as fungoes h(x) e t;(x) sdo as mesmas da parametrizagao (2.1) en = (ny, -+ ,nx). O
conjunto H = {77 = (m,-- M) : Jg h(x)exp (Zle i tl(x)> dz < oo} é chamado espago
natural dos parametros para a familia. (O integral serd substituido por uma soma para

todos os valores de x para os quais h( ) > 0 se X for discreta.) Os valores de n € H,
-1
tém que ser tais que c* [ Jg h(z)exp (Z i miti(z )) dx} para garantir que f é de

facto uma funcao den81dade de probabilidade.

Uma forma natural de abordar a familia exponencial de Fisher-Darmois tem que ver
com a funcao limite inferior de Cramér-Rao. Escolhemos apresenta-la desse modo, pois no
capitulo em que abordamos o Teorema Limite Central na perspectiva da lei da entropia
maxima, vamos estabelecer desigualdades de entre as quais a de Cramér-Rao é um caso
especial.

2.2.1 Desigualdade de Cramér — Rao

Suponha-se que, para estimar o parametro 7(0) da distribuicao f(x|6), se pode especi-
ficar um limite inferior, digamos B(#), para a variancia de um qualquer estimador nao
enviesado de 7(f). Se se puder encontrar um estimador nao enviesado W* que satisfaca
Vary(W*) = B(f) , encontramos o melhor estimador nao enviesado. Este tipo de aproxi-
macao usa o limite inferior de Cramér—Rao.

Teorema 2.2.2. Teorema da Desigualdade de Cramér—Rao

Seja (X1, ,X,) uma amostra aleatoria com func¢ao de densidade de probabilidade
conjunta f(a:|9) , e seja W(X)=W(Xy,---,X,) um estimador satisfazendo

d%E@ / W (@) f(@lf)dz e Var[W(S)] < oo. (2.5)
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Entao
2

{LEs[W(X)]}
Varg[W(X)] > 2]
B { [ log(£(X10))]"}

Demonstragao

A prova deste teorema resulta duma simples aplicacao da desigualdade de Cauchy-
-Schwarz, isto é, do facto de para quaisquer duas variaveis aleatérias
[cov(X,Y)]* < [Var(X)][Var(Y)]. (2.7)
De (2.7) resulta o limite inferior para a variancia de X,
[cov(X,Y)]?
Var(X) > ————— 2
(X)) = )

De seguida, basta substituir na desigualdade anterior X pelo estimador W(X) e Y pela
quantidade % log(f(X]|0)), e aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Note-se primeiro que

@Ee /W {aefx|9)} X
foweo [ggre00)] 75
oz

— o | W) 3 os(1(X10)|
(2.8)

Para se determinar a covariancia é necessario subtrair o produto dos valores esperados.
Vamos entédo calcular Eg (Z log(f(X]6))). Se em (2.8) fizermos W(X) = 1, tem-se

0 d
Ep< =1 X|0)] ¢ = —=Ep(1) =0. 2.
o{ gy oslfXI0)] | = a1y =0 29)
Assim, a Covyg {W(X), & log[f(X]|#)]} ¢ igual a esperanca de produto. Entdo de (2.8) e
(2.9) tem-se

Cova { W), 1 gl (X100} = B { W00 7 o1 (X10)] }

d
= B (X)].

(2.10)
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Além disso, como Eg {2 log[f(X[0)]} =0 tem-se
Varo { 2 1ogl X160 b = Ea { |2 osrx10)| (211)
arg 20 og = Iy 20 g . .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, juntamente com (2.10) e (2.11), obtém-se

{BV Xl
By { [ loa(/(X10))]"}

Vary[W(X)] >

]

Se se estiver a trabalhar sob a hipdtese de amostras independentes, os calculos para
encontrar o limite inferior sao bastantes simplificados.

Corolario 2.2.2.1. Se as hipdteses do teorema anterior forem satisfeitas e se, adicional-
mente, as varidveis aleatorias do vector X, (Xi,---,X,) forem independentes e identi-
camente distribuidas com fun¢ao densidade de probabilidade f(X|6), entdo

{LE, W (X))} .
nEq { [ log(f(X10))]"}

Varg[W(X))] >

Demonstracgao

Neste caso, é apenas necessario provar que:

E, {{; log(f <X|e>>]2} =nEe{[§; log(f <X|e>>]2}.

Como X1, -, X, sao independentes

[ outroxion )

2
a n
=y %bggﬂ)ﬂe)]

Eq

“Eod 32 o toa(s <Xi|e>>]

=1

= Z]Eg { {— log( (XAQ))T} +
{

+ 3 Ba{ o oslFCXI0)] 3 0Bl (100}
i#£]
(2.12)
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Para i # j, atendendo a (2.10) e ao facto dos X; serem independentes tem-se

B { g 0L FCX10)] 3 osLF (X100 = o { 7 tourCxleN]  Bo { S toel 1001} =0,

Entao a soma em (2.12) reduz ao primeiro termo, sendo este igual a

ZE{[ o <Xz-|e>>r}=nEe{ sy loelrxio) |

pois os X; sao identicamente distribuidos a X. Entao

E, {L,f@ s/ <Xre>>r} —nga { s xI0N}

e o corolario esta provado. n

Embora se tenha mostrado os resultados anteriores para vectores absolutamente
continuos estes sao validos para outro tipo de vectores.

A quantidade [Eq { [% log( f (X]G))]z} ¢ chamada informacao de Fisher da amostra.

Esta terminologia reflecte o facto de a informacao de Fisher dar um limite inferior para a
variancia do melhor estimador nio enviesado de 8. A medida que a informagao de Fisher
aumenta, tem-se mais informagao sobre @, o limite inferior é menor para a variancia do
melhor estimador nao enviesado.

O termo “desigualdade de informacao” é uma alternativa ao termo “desigualdade de
Cramér-Rao”. A nocao de informagao de Fisher existe numa forma mais geral do que a
aqui apresentada. A forma mais geral desta desigualdade é obtida quando as hipoteses
efectuadas sobre os estimadores sao substituidas por hipdteses sobre a distribuicao sub-
jacente. Mais a frente neste trabalho, voltar-se-a a desigualdade de Cramér-Rao na sua
forma mais geral.

2.2.2 Condicoes para atingir o Limite Inferior na Desigualdade
de Cramér-Rao

As condigbes para atingir o limite inferior da desigualdade de Cramér-Rao sao bas-
tante simples. Lembramos que a desigualdade de Cramér-Rao ¢é consequéncia de uma
aplicacao da desigualdade de Cauchy-Schwarz, pelo que, as condi¢oes para atingir o limite
da desigualdade de Cramér-Rao sao as mesmas para atingir a igualdade na desigualdade
de Cauchy-Schwarz.
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Teorema 2.2.3. Seja (Xi,---,X,) uma amostra constituida por varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com funcao de densidade de probabilidade
conjunta f(X|0), onde f(X|0) satisfaz as condi¢oes do teorema de Cramér-Rao. Seja
LOlx) = [[—, f(z4]0) a fungao de verosimilhang¢a. Se W(X) = W(Xy,---,X,) € um
estimador nao enviesado de 7(0) entao W(X) atinge o limite inferior de Cramér-Rao se
e so se

9 1o L(8] X)) (2.13)

a(0) W (X) —7(0)] = =5

para alguma funcao a(6) .

Demonstragao

A desigualdade de Cramér-Rao pode ser escrita como
covy |W(X) 2lo ﬁf(X|(9) < Vary[W(X)] Var 210 ﬁf(X|9)
0 ' 90 gi:l i = 0 o\ 99 gi:1 i .

Recordando que Eqo[W (X)] = 7(0), Eo [%log [, f(X;|0)] = 0, e atendendo as pro-
priedades que dao a igualdade na desigualdade de Cramér-Rao, tem-se que a igualdade é
atingida se e s6 se W (X) —7(6) é proporcional a 2 log [T}, f(X;|f). Que é exactamente
o que estd expresso em (2.13).

]

As familias exponenciais surgem naturalmente quando se investigam as condigoes sob
as quais é atingido o limite inferior na desigualdade de Cramér-Rao.

Consideremos uma funcao densidade de probabilidade que depende de modo regular
do parametro 6 e verifica as seguintes condicoes

0
/S%f(x;ﬁ)dxzo.

Consideremos as variaveis aleatorias Xi,---,X,, independentes e identicamente dis-
tribuidas com fungao densidade probabilidade conjunta f(x,6) = f(x1;0)--- f(x,;0).
Seja 6*(X) um estimador nao enviesado de 6 que satisfaz a condigao

/n 9*(X)%f(x; dx =1.
Entao para qualquer estimador 1" deste tipo verifica-se que pelo corolario 2.2.2.1

1
nA6)’

Var(T') >
0f(x.0)\?

onde A(f) = / % dz, é a chamada informacao de Fisher.
w?
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Seja D(z,0) = 2 In[f(x,0)]. Prova-se que

/n((?*(x) —0) <i D(xi,H)) f(x,0)dx=1,0€0,

que definindo
< g0 >= / 91 ()92 (x)n(x)dx,

pode ser reescrito na forma
< g1,92 >= 1,

com ¢1(x) = (0*(x) — 0), g2(x) = > i D(2:,0) e n(x) = f(x,0) > 0.
Para obter a igualdade na desigualdade de Cramér-Rao é necessario que as fungoes
anteriores sejam linearmente dependentes: assim consideremos g;(x) = Agz(x) . Entao

/ o1 (2)g(@)n () dz = A / 2()n(z) de.

Mas, como neste caso [ g1(x)go(z)n(x)dz = 1, tem-se que

A/gi(x)n(m) dr=14 A= [/ g3 (x)n () dx} R

Assim, obtém-se a relacao

ou

. 1 1 & D(X;,0
0 :0+nA(9) ZD(X,,@):EZ [MZT))] .

i=1 i=1
Note-se que, o primeiro termo da equacao acima nao depende de 6. Ou seja, cada termo

0 + Dil)((gse) deve ser independente de 6; se tomarmos ¢(x) = 0 + Dﬁf((g;e) , tem-se

D(X.,0) = [c(z) — 0] A(6),0 € © (2.14)

e o estimador 8* tem a forma

0*(X) = %Z o(X;) . (2.15)
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Resolvendo a equacgao (2.14):

0
5 log[f(x;0)] = A(0) (c(x) —0) ,

onde A(f) = B"(0), obtém-se
log[f(X|0)] = B'(0) (c(x) — 0) + B(0) + H(x).

Entao
f(X10) = exp [B'(9) (c(x) — ) + B() + H(x)] . (2.16)

Ou seja, a familia anterior é uma familia exponencial. Assim, conclui-se que a igualdade

na desigualdade de Cramér-Rao é atingida se e s6 se a familia {f(x;0), com 0 € O} é

exponencial, isto é, dada pela equacao (2.16), onde B”() > 0. Neste caso o estimador
1

erro quadratico médio minimo de 6 é dado por (2.15), a sua variancia é igual a ZBE) 0 ©

a informagao de Fisher iguala B"(6).

2.3 Polinémios Ortogonais e Familias Exponenciais

Morris (1982) estudou um conjunto de varidveis da familia exponencial, contendo a
gaussiana(u, o) e a Poisson(yu), caracterizada por Var(X) = vy + v + vou?, onde
E(X) = p e Var(X) = E(X?) — E*(X), isto ¢, pela variancia ser expressa como funcao
do valor médio na forma de um polinémio de grau maximo dois. Para além da gaussiana
e da Poisson demonstrou que as restantes solugoes eram a gama, a binomial, a binomial
negativa e a secante hiperbdlica.

E interessante anotar que as medidas de probabilidade associadas a cada uma daquelas
solugoes, estao associados polinémios ortogonais da classe de Meixner. Estes polinémios
sao de grande importancia, nomeadamente no contexto das expansoes assintéticas, pois
em muitos casos os polindmios p; de grau j em = que aparecem, quer nas expansoes de
Edgeworth quer nas de Gram-Charlier, sao ortogonais em relacao a distribuicao associada
a f, que é, neste contexto, considerada a aproximacao de primeira ordem.

Genericamente, pode-se definir polindmios ortogonais do seguinte modo. Seja 1 uma
medida na recta real tal que os momentos

cn:/x"du(a:), n=20,---
R
sao finitos. O suporte de p é definido como

S =supp(p) ={z €R:Ve > 0,ul(x —e,z+¢)] >0}.
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Considere-se a sucessao de polinémios {P(z)}x>0, onde Py, é de grau exacto igual a k.
A sucessao é dita ortogonal, com respeito a medida p se e s6 se

/RPm(x) Pi(x)du(x) =0, m#k.

Se o coeficiente director de P, (x) for um (para todo m > 0), entdo os polinémios sao
chamados de polinémios ortogonais moénicos com respeito a medida p. Se além disso, a
sucessao {P(z)}r>o satisfizer adicionalmente

/R (Po()Pdp(z) =1, m >0,

entao a sucessao é chamada de ortonormada, com respeito a medida g .
A funcao geradora dos polinémios ortogonais de Meixner é da forma

S T M) = g(2) expla (=),

onde quer g quer h admitem expansoes em série de poténcias. Por exemplo, no que se
refere as familias “naturais” de Morris temos as seguintes correspondéncias:

Distribuicao Polinémio
Gaussiana Hermite
Poisson Poisson-Charlier
Gama Laguerre
Binomial Krawtchouk
Binomial Negativa Meixner
Secante Hiperbdlica Pollaczek

2.4 Familias Exponenciais Naturais com Funcao de
Variancia Quadratica

Uma vez que nos interessamos por questoes associadas a pares conjugados Malva e Se-
queira, (2003) expomos a teoria NEF (Natural Ezponential Families) em que a variancia
se pode exprimir polinomialmente, com grau inferior ou igual a dois, como funcao do valor
médio, drea em que o trabalho seminal de Morris (1982) levou a perceber a relevancia dos
polinémios ortogonais no tratamento expedito de problemas do tipo que nos ocuparam.

Neste contexto, surgem inesperadamente as familias de distribuicao secante
hiperbdlica, que ja Lévy e Bass (1967) tinham anotado entre as expressdes que sao si-
multaneamente, a menos de uma constante multiplicativa adequada, funcao densidade de
probabilidade e funcgao caracteristica.
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Como ja vimos, uma familia de distribui¢oes paramétricas com © C R, o conjunto
de parametros naturais, é uma familia exponencial univariada se as variaveis aleatérias Y
com estas distribuicoes satisfazem

PuY € 4) = [ exp{oT(0) = 0(0)} deto) (217)
para alguma medida ¢ nao dependente de § € © ;A C R um conjunto mensuravel e
T uma funcao de valores reais mensuravel. Qualquer factor da densidade de Y que
nao dependa de # é absorvido em ¢. Em (2.17), § é chamado parametro natural e O,
que é o maior conjunto para o qual (2.17) ¢ finito quando A = R, é chamado espago
de parametros naturais. Muitas vezes # é uma funcao nao-linear de varios parametros
naturais. A fungao 1(#) é determinada de modo que o integral em (2.17) seja igual a um
para A = R. A observacdo natural em A=R é X =T(Y). A sua distribuicao pertence
a familia exponencial natural (NEF),

PyY € A) = / exp{fz — (0)}dF (x) (2.18)
A

com F' a medida de Stieltjesem R. Se 0 € © e ¢(0) = 0 entao F' ¢é funcdo de distribuigao.

Caso contrério, para qualquer 0y € O, seja dFy(x) = exp{fox — ¥ (0y) }dF . Entao Fy é

uma fungao distribui¢ao e por (2.18) gera a mesma familia exponencial que F'. Assim,

sem perda de generalidade, assume-se que F' em (2.18) é uma fungao distribuigao.

Toda a funcao de distribuicao Fy que possua funcao fgm numa vizinhanga de zero
gera uma NEF do seguinte modo. Defina-se a fungao geradora de cumulantes ¥ () em
©, o maior intervalo para o qual a funcao geradora de cumulantes existe, por

¥(0) = log (/ exp(@x)dFo(x)) , 0€0. (2.19)
Entao as funcoes de distribuicao Fy, € € ©, definidas por
dFy(x) = exp{Ox — ¢ (0) }dFy(x), (2.20)

formam uma NEF, com Fjy funcao de distribuicao. A NEF assim gerada é chamada
familia conjugada. Para qualquer 0* € © , [y« gera a mesma NEF que (2.19) e (2.20).
Ou seja o conjunto das distribuicoes NEF é fechado, pois qualquer elemento da familia
pode gerar a familia da forma descrita.

Poucas NEF tém fungao de variancia quadrética (QVF) dada por
Var(X) = V(u) = v + v + vapi®. (2.21)

Se X tem uma distribuicdo NEF e variancia, V(u) quadratica, dizemos que X tem
uma distribuicao exponencial natural com funcao variancia quadratica — NEF-QVF. As

distribuicoes gaussiana, Poisson, gama, binomial e binomial negativa sao exemplos de
distribuigoes NEF-QVF.



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais e Expansoes Assintoticas 43

Vimos anteriormente, que a distribuicao gaussiana pertence a familia exponencial.
Além disso, sabemos que se X —~ Gaussiana(pu,oc) entdo Var(X) = p ou seja,
Var(X) = vg+0v; +0vq isto é, a gaussiana é uma NEF-QVF sendo a fungao de variancia
constante.

Sejam ¢ # 0 e b constantes, e seja X* = uma transformacao linear de X com
c
média p* = ; . Entao
v . Var(X Vip Viep* +b
V(") = Var(X*) = 2( ): (2): ( 5 )
c c c
Assim,
K[k 1 1 2
Vi) = SV = Slvo+vip+vap]
1
S V() = 5 [vo+ vi(pe+b) + va(ue + b))
o o Vot Ub+vb® v+ 2buy .
GVI(W) = Tt i (1) .
Ora
V(b) = U2b2 + ?Jlb + vy = V/(b) = 21)2[) + vy,
donde ( o)
. V) V(b)) , .
V() = 02) + c( v ()2 (2.22)

Ou seja, se considerarmos a varidvel aleatéria X™ | resultante da transformacao linear

de X apresentada, entao a variancia desta nova variavel aleatéria é também quadratica,
~ . : V(b V(b

como funcao do valor médio de X*, tendo coeficientes vi = vy , v] = —() e vy = (2 )
c c

Defina-se d = v? — 4vgv; como o discriminante de V' (u). Como
V' (1)]? = (Quapt + v1)? = 403 p® + 4vyvop + v7 = dvg(vop® 4 vip + vg) — 4vgvg + 2

entao,

(V'()]* = 4vaV (1) + d, (2.23)

entao o discriminante d* de (2.22) é

: z =~ Ora-aVh=5

/ 2
d* — |:V (b):| —4U2V(b) . 4’02 d 41)2 d

ou seja, d ¢é inalteravel por translagoes, mas nao por homotetias.
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Sejam X1, Xy, .-+, X, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com uma distribuicao NEF-QVF, com V(u) a satisfazer (2.21). Defina-se

X 4+ Xo e X, — b
; .

Entao X* tem uma distribuicaio NEF-QVF com

X*

@*:{Y: Y:@,paraXGG},

n(p —b)

*— B(X*) =
1 (X7) .

sendo,

Vi(w) = Var(X") = Var E(Xl bt X)) — %b]

n n n
S Vi) = ZVar(Xy) = 5V(p) = Z(w+vip+ T
2(,,%\2 b
@V*(u*):% {UO"‘EM*—FUlb"’—UQ (c (,u2) —|—2C—,u*—|—b2>}
C n n n

V2

& V() = V) + VB + 2.

(2.24)

Assim, se se considerar a variavel aleatéria X* | resultante da transformagao linear de X
apresentada, entao a variancia desta nova variavel aleatéria é também quadratica, como
funcao do valor médio de X*, tendo como coeficientes

ig=3V0h), vi=-V(b) e vi= f (2.25)
e o discriminante
. V()] n vy 1 4vy d
isto é, d* = 2

As férmulas (2.24) e (2.25) mostram que a propriedade QVF é preservada para trans-
formagoes lineares e convolugoes e mostram as alteragoes que estas transformagoes e con-
volugoes provocam na funcgao variancia.

De seguida, caracterizam-se todas as distribuicoes NEF-QVF estritamente
quadréticas. Suponhamos que X tem uma distribuicao NEF-QVF com fung¢ao variancia
dada por

V(u) =vo +viu+vu* e vy #0.
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Defina-se para

{ 1 sed=0
a:

|dU2!71/ 2 caso contrario ’

X*=aV'(X) =a(vy + 20eX) = 2av2 X — (—av)
U1

2v9 X-b

1 c

U1 1
comb=— ec= .
2v9 2avy

Entao X* ¢ uma funcao linear de X com funcao de variancia dada por
V(b) V(b

e (I Tl

Vi) =

isto €,
V() = s +va(p*)? com s = —sgn(duvy). (2.26)
A equagao (2.26) pode ser vista como o membro canénico para transformagoes lineares

de NEF-QVF com vy # 0 (v; = 0,s = 0,£1). Todas as outras func¢oes de variancia
quadratica, isto é, todos os outros v; e vy podem ser obtidos a partir da forma candnica

X*
de (2.26) através da transformagao linear X = ( — vl> o7 B transformacao inversa
a Vo
de X* =aV'(X).

Fazendo v, # 0 em (2.26) existem seis combinagoes possiveis para V*(u*), correspon-

dentes a v9 < 0, v9 >0 es = —1,0,1. Os casos v < 0 e s = —1 ou s = 1 nao
podem ocorrer pois implicam V*(u*) < 0. O caso v < 0 e s =1 corresponde a trans-
formagoes lineares da distribuicao binomial, v > 0 e s = 0 ou s = —1 correspondem,

respectivamente, a transformacoes lineares das distribui¢oes gama e binomial negativa.

Se vg =1 e s =1 a distribuicao correspondente é a da observacao natural para a
familia exponencial beta. Seja

1 6061 6 s
Y ~beta =4 = ——) 0] <=
6a(2+7r’2 w)’|’<2

A observacao natural para esta familia exponencial é

1 Y
X=—In——
Ty
que tem funcao densidade de probabilidade dada por

_exp(fz + In(cos(0)))
flz) = 2 cosh(%) '

(2.27)



46 Distribui¢oes Conjugadas e Aproximacoes

Derivando a fungao geradora de cumulantes, 1(6) = — log(cos(#)), obtém-se a média e a
variancia de (2.27)

E(X)=p=v'(0) =tan(f) , Var(X)=V(u) =1"(0) = cosec®(0) = 1+ 1%,
respectivamente.

A custa da varidavel base, usando mudancas de escala e convolugoes, geramos todas as
possiveis variaveis aleatorias com as propriedades requeridas, no que se refere a expressao
da variancia como funcao quadratica do valor médio, isto é, como

2
Vip)=r+ M—, para qualquer 7 > 0.
r

Se na expressao (2.27) se fizer § = 0 obtemos a distribuigdo secante hiperbédlica-HS, com
funcao densidade de probabilidade dada por

/(@) !

B 2 cosh (%) '

Analogamente, da distribuicao anterior produzem-se as distribuigoes secante hiperbdlica
generalizada—GHS, que sao distribuigdes simétricas. A familia exponencial natural gera-
da pela distribuicao secante hiperbodlica generalizada sera referida como distribuicao NEF-
GHS, enquanto a notacdo NEF-HS sera reservada para (2.27).

Tem-se assim, todas as familias exponenciais naturais univaridas com funcao variancia
quadratica: gaussiana com funcao variancia constante, Poisson com fung¢ao variancia line-
ar, e as distribui¢oes gama, binomial, binomial negativa, NEF-GHS e transformacoes
lineares destas.

Cada uma destas distribuicoes contém uma subfamilia, a qual é chamada familia de
distribui¢oes elementares, com coeficiente director em V(u) igual a £1. Estas sdo a
distribui¢do gaussiana com variancia unitaria, (vp = 1), a Poisson usual (v; = 1), a
exponencial (v = 1 na gama), a Bernoulli (v, = —1,7 = 1 na binomial), a geométrica
(vg = 1,7 =1 na binomial negativa), e a NEF-HS (2.27).

2.4.1 Polinémios Ortogonais para NEF-QVF

Seja f(x,0) uma densidade NEF-QVF proporcional a f(z,0) = exp(fz — ¢ (0)) relativa-
mente a alguma medida. Defina-se

am 0
VeI

f(,0)

Pz, p) = para m=0,1,2,... (2.28)

Prova-se que

Po(z,p) =1, Pi(z,p)=x—p e Pa,p)=(x—p)* =V (p)(r—p)—Vn).
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Mostra-se que Py, (z, ) é um polinémio de grau m em x e u e com termo principal ™ ,
e que P, é uma familia de polinémios ortogonais.

De (2.28) temos que (para simplificar a notagao omitiremos os argumentos de P,,,)

it O (@,0)
p B alum+1
m+1 — f(x, 9) )
como 5 +1f( 0)
m x, o
a/JJerl = (mev ) ;
entao
VL (P, fV ™
P = L ELL) i 1 (P Y4 PV P (V)
— Prlnf—lfvm—l—l—m + me—l(f)lvm—i-l—m 4 vam+1f—1f<v—m)/
P
=P,V + P,V f—l% + P VTRV T =V )m
= (P,—mV")Py + VP,
(2.29)
com
p - OPn(z, p) plr) — 0" P (z, p)

Teorema 2.4.1. O conjunto { P, (z,pn) : m =0,1,... } € para as familias NEF-QVF, um
sistema ortogonal de polindmios com respeito a f(x,0) = exp[z0 — P (0)]. P, (x,0) tem
grau exacto tgual a m tanto em p com em x com termo director ™ e é gerado por

Pm+1 = (Pl - mV/)Pm - m[l + (m — 1)’02]me,1 (230)

para m >1 com Py=1, P, =x — pu. Defina-se ag =1 e para m > 1

m—1

= m! [T (1 + ivo). (2.31)

=0
Entao para m > 1, r=20,1,...,m, as derivadas em ordem a j sao

Am

P = (=1)" P (2.32)

am—?‘
Finalmente, Eo(P,,) =0 para m > 1 e

EQ(Pm Pn) - 5mnamvm , M, n 2 0. (233)
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Demonstracgao

Defina-se b,, = (m + 1)(1 + muw,), e prove-se (2.31) para r = 1. Tem-se

m—1
m! H (1 + dvy)

m_ =0 = m[l+ (m — 1)vs] = by .

A1 m—2
'H + 'lUg
=0
Entao,
P=—""p &P = b, P, (2.34)
Am—1
que para m = 1 é verdadeira pois P| = —byPy e Py = by = 1. Assuma-se que (2.30) é

valida para m > 1 entao
Perl = (Pl —mV’)Pm—I—VP;n <:>Pm+1 = (Pl—mV/)Pm—me,lpm,l.
Diferenciando a igualdade anterior em relagao a p obtém-se

P = (P mV”)Pm +(Py—mV")P, — by 1V'Ppy — by VP,
=(=1-=mV")P,, — [(PL —mV") + V'|bpy_1Pn1 — Vb_1P, _

(=1 =mV") Py = byi{[Pr = (m = V'] Pyy = VP, }

= —(1+mV")P, — m—1:{[P1 — (m -1V’ ]Pm—l + me—2Pm—2}:-

~~
P

Ou seja,

Pli=—14+mV"+by_1)Pn=—{14+2vom+m[l+ (m — 1))} P,
—[1+m+ (1 +m)mws| P,y = —(1 +m)(1 +muvq) P, .

Tem-se que
P = —bnPh. (2.35)
A indugao sobre m prova que P! = —by,_1P,,_1. Iterando (2.34) (r — 1) vezes obtém-se
T r r am
P = (=1) (b1 b ) Py = (—1) —"Prr

o que prova (2.32). A equagao (2.30) resulta de (2.29) e (2.32) com r = 1. De facto, de
(2.32) com r =1 obtém-se
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e de (2.29)

Pm+1:(Pl—mV/)Pm—l—vPT;:(Pl—mV/)Pm— me—l

= (Pl - mv/)Pm — b1 VP
= (P, —mV")P, —m(l+ (m —1)v) P, .

Que P, (z,p) é um polinémio de grau exacto igual a m em z e p com termo director
2™ é imediato de (2.30).

Para n < m tem-se

Eg [X" Py (X, 1) :/Rx”Pm(X,,u)f(x,Q)dx:/Rw”f(z(/;if(x,@)%dx
:Vm(p)Ax"%dx:Vm(u)czb—mm/ﬂga:”f(x,ﬁ)dx

dm
= Vm(#)w—mEe(Xn) =0,

pois Ey(X™) é um polinémio de grau quando muito igual a n em p = ¢'(0). Logo para

m>n, d—]Eg(X ") =0. Entao P,, é ortogonal a todos os polinémios de grau inferior a
'um
m.

Para provar a igualdade anterior para m = n > 1, consideremos a igualdade (2.30).
Multiplicando-a por P,,_; e tomando médias obtemos

Ppi1Pr1 = (P —mV')PpPr_1 — m[l + (m — 1)vy]V P2

m—1

O - E (Perle,l) :E (Plpmpmfl) - mV’E (Pm mel) - bm,1VE (P'n27,—1)
= ]E (Pl Pm mel) == bm,1VE (Przn—l) .

Como
Po,=[Pi—(m—1)V'P,_1—(m—1)[1+ (m—2)v]VP, s,

multiplicando por P,, e calculando médias obtém-se
E(P2) =E(PiPyPn1).
Tem-se entao que

E(P2) =E(Py Py Pno1) = buaVE (P2 ) |
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isto é,
B (P2) = b aVE (P2,)
Iterando obtém-se

E (P2) = bpn1VbmaVE (P2 _3) = by1bm2..bo V"E (F5) .

Mas Py=1=E(P}) =1, ou seja,

2 _a’m Am—1 ﬂ m 2 — m
E(Py) = o tmd By B (P) = a, V"

Resulta assim que
Eg(Py, Po) = Omn @ V™ .

]

Os polinémios anteriores sao conhecidos individualmente por polinémios de Hermite
se a distribuicao associada é a gaussiana, Poisson-Charlier se a distribuicao associada é
a Poisson, Laguerre generalizados se a distribuicao associada é a gama, Krawtchouk se
a distribuicao associada ¢ a binomial, Meixner se a distribuicao associada é a binomial
negativa e Pollaczek se a distribuicao associada é a secante hiperbdlica generalizada (GHS)
(mas apenas para subfamilias simétricas). Note-se que os resultados (2.30), (2.31), (2.32)
e (2.33) sao validos para membros nao simétricos da familia NEF-GHS.

O sistema Py, (z, ) ,m =0,1,... forma um conjunto de polinémios de grau m para
qualquer familia exponencial natural. No entanto, estes polinémios formam um sistema
ortogonal apenas se a propriedade QVF se verificar.

Corolario 2.4.1.1. Sejam p, poy € 2 os valores médios dados de duas distribuicoes na
mesma NEF-QVF. Entao para qualquer m = 0,1, ...

(=)™ 1
Pm(xnu()) :amZWCL_PT(J:’M)’ (236>
r=0 ’ r
m—1
com a,, = m/! H (14 ivy), tendo-se
=0
A, m
By [Pa( X, po)] = W(N — o)™ (2.37)
Demonstragao

Expandindo P, (z, ) em série de Taylor em torno de g obtém-se

B (x, o)
m!

P&(l‘, :U’O)

Pon(, 1) = Pon(, pro) + Py (&, p10) (1= pro) + =57 (p=p1o) "+ ..+ (1—po)™,
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ou seja,
Pz, 1) = Zm: (p —T'Mo)rp(r) (z, o)
r=0 ’
Mas,
PR () = (=1 2 P (1, )
entao,

Tem-se ainda que

E, (P (X, 1) —amz WLE(PT(X,MO)(—DWT),

) a,
mas E (P.(X, u)) = d,0 , entao

Um m
By (Pn(X, 1)) = —5 (10 — 1) A O

2.5 Expansoes Assintoticas

o1

Seja Z —~ Gaussiana(0,1). A probabilidade da cauda integrando por partes — usando

t

V2rP[Z > z| = /OO exp (—ﬁ) dt = 1exp <_x_2) — /OO lexp (—ﬁ> dt =
i ) @ 2 o 2
1 x? 1 x? *3 t2
= _exp (—5> — 3 XP (—5) +/Z 73 OXP (—5) dt.

2 Ao contrzirio do que Morris afirma na p. 77 do seu artigo de 1983, onde afirma
E/J. (Pm(X7/J/)) - ml (:u’ IU’U)

em ambos os casos ¢’ = texp (——2> e usando f = 3 no segundo caso — é dada por

que
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Obtém-se assim o enquadramento da cauda gaussiana

(1 _ l) Br) <1 () < (), (x> 0)

z oz

que é bem conhecido, e base de desenvolvimento tedricos notaveis. Aquele enquadramento
decorre da expansao de ®(x) em termos de derivadas da func¢ao densidade de probabili-
dade gaussiana, ou, mais propriamente, usando polinomios de Hermite. Foi decerto uma
fonte de inspiracao para Gram, para Charlier e para Edgeworth.

Nesta seccao apresentamos a teoria das expansoes de Edgeworth (1905), que nos per-
mitem enquadrar devidamente a investigacao da velocidade de convergéncia no Teorema
Limite Central. As expansoes de Edgeworth correspondem a um progresso relativamente
as séries de Gram-Charlier (1883), que foram posteriormente sujeitas a desenvolvimentos
interessantes nas maos de Cramér (1925) de Fisher e Cornish (1937).

Cramér, em particular, usando a ideia de “distribuigoes conjugadas” — que reporta
a anteriores trabalhos de Esscheer (1932) — apresentou um desenvolvimento notavel, por
vezes referido com “expansoes de Edgeworth diferidas” , que se vera serem correspon-
dentes ao uso dos pontos sela por Daniels (1956).

Fisher e Cornish apresentam uma variante do problema das aproximacoes com ex-
pansoes em série, que naturalmente ganhou a denominacao de “expansoes de Cornish-
-Fisher”.

A teoria, sendo entretanto mais geral, adapta-se perfeitamente ao tratamento de ele-
mentos da familia exponencial.

2.5.1 Expansoes de Edgeworth

Nesta seccao as expansoes de Edgeworth serao utilizadas como aproximagoes para as
distribuicoes de estimadores de parametros desconhecidos.

Se # é um estimador construido a partir de uma amostra de tamanho n e se /n(0—6,)
tem distribuicdo assintética gaussiana de média zero e variancia o2 , entao em muitos casos
de interesse prético /n(f — #y) pode ser expandido em série de poténcias em n=/2

g

P <—ﬁ(6 ) < > = B@) + 07 P (@)0(@) + 0 (@) 4 (239)

22

e > ¢ a funcao densidade de probabilidade da gaussiana padrao,

onde ¢(z) =

5
3

xr
O(x) = / ¢(u)du a respectiva fungao distribuicdo e p; s@o polindmios com coefi-
—00

cientes dependendo dos cumulantes de = p. Na igualdade (2.38) vamos considerar
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n~Y2pi(x)¢(x) como o primeiro termo da aproximacio de P <@ < :c) pela dis-
tribuicao ® .

Invertendo a equagao (2.38) é possivel mostrar que a solu¢ao = = u, da equagao

P(ng>:a

o
admite a expansao
Ug = 2o + 172 P11 (20) + 17 o1 (2a) + . + n_j/2pj1(za) + ..., (2.39)

onde pj; sao polinémios resultantes de p; por derivacao e z, ¢ solugao da equacao
®(2,) = . As expansoes inversas do tipo (2.39) sdo denotadas por expansoes de Cornish-
-Fischer, como veremos mais a frente com maior detalhe.

Em muitos casos de interesse a variancia assintotica o2 é desconhecida e tem de ser

estimada por uma funcao, 52, dos dados. Neste caso a funcao de distribuicao de inte-

V(0 = 6)

o
expansoes do tipo (2.38) mas com diferentes polinémios p; .

resse ¢ a da variavel studentizada . Também neste caso é possivel efectuar

Sejam X1, X», - -+, variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
média 0y = u e variancia finita 2. Um estimador centrado de 6, é

n

-1

=1

com variancia %02. Aplicando o teorema limite central tem-se que

S, = MJA N(0,1).
o

Uma maneira simples de descrever os erros na aproximacao a gaussiana € através das

fungoes caracteristicas. Como 5, é assintoticamente gaussiana padrao a funcao carac-

teristica ¢, , de S, , converge para a fungao caracteristica da gaussiana padrao, quando

n — 0o,

—t2/2

)=¢e com Z ~N(0,1) e teR. (2.40)

Spn<t) _ E(eitSn) N E(eitz

n—oo

Mas, _
pu(t) =E() = (p(t/ V)", (2.41)
X —p

g

com ¢ a funcao caracteristica da variavel aleatoria Y =



54 Distribui¢oes Conjugadas e Aproximacoes

Se se padronizar Y para localizagao e escala tal que E(Y) =k =0 e Var(Y) =ky = 1.
Entao por (2.41) e usando o facto de

1 1 ,
©(t) = exp {klz‘t + ékg(it)Q + ﬁk:j(z‘t)f e } :
fazendo uma expansao em série da funcao exponencial obtém-se
it (it)? (it)3 (it)?
n(t) = ki — k ks+ -+ ——=k;+--- .
ont) = e {1 7+ e R ] <

onde k; é um cumulante de Y. Como k1 =0 e ky = 1 tem-se

—t* (i)’ _(j—2)2 (i)’
Son(t):eXp{T‘f'ka'f"”'f'n J Tk‘j-f-"'

oo o (38 5}

Fazendo uma expansao em série para cada um dos factores anteriores, excepto para o
primeiro, multiplicado depois todos os desenvolvimentos obtém-se

1,2 1 1 1
gOn<t): e 2! {14—%7'1(2‘15)4-57'2(%)—1-“'4‘ﬁrj(it)+"'} y (2.42)
onde 7; ¢ um polindmio de coeficientes reais, de grau 35, dependendo de ks, -- ,kj o

mas nao de n.

O polinémio r; é um polinémio de poténcias pares quando j ¢ par, e de poténcias
impares quando j é impar. De (2.42) tem-se

1

ri(u) = 6k3u3 (2.43)
‘ 1 1
ro(u) = ﬁk4u4 + ﬁkguﬁ (2.44)

Se se reescrever (2.42) do seguinte modo

2 +2 +2 +2

on(t)= ¢ > +n Y2ty e T +ntra(it) e T Ao Prlit) e T 4 --- . (2.45)
Como -
on(t) = / ¢ dP(S, < z)
e

e T :/ ¢ dd(z) (2.46)

o0
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onde ® ¢ a funcao de distribuicao da gaussiana padrao, tem-se que a funcao caracteristica
de S,, converge para a funcao caracteristica da gaussiana padrao. Entao pelo teorema da
convergencia da fungao caracteristica tem-se que a fungao de distribuicao de S,, converge
para a fungao distribuigao da gaussiana padrao, ou seja, (2.45) sugere a expansao inversa

P(S, <) = ®(x) +n " *Ry(x) + n ' Ry(x) + -+ n I Ry(x) + -+, (2.47)

+2

onde R;(z) = r;(it) e * denota a fungao cuja transformada de Fourier-Stieltjes é igual
ar;(it)e * ,isto é,

o0 . 7&
/ AR (@) = ry(it) ¢ 7 .

—00

Se repetidamente se integrar por partes a férmula (2.46) obtém-se
i [ & e
e ~ = (—it) / e ddV(x),

d’®(x)
dzi

onde V) (z) =

Entao,
t2

/ h ¢ d{r;(=D)®(z)} = (it) ¢ 7, (2.48)

onde D ¢ o operador diferencial L. Interpretando r;(—D) como um polinémio em D,
entdo r;(—D) é ele préprio um operador diferencial. Por (2.48)

| e iD= e

oo

e a solugao procurada é r;(—D®(x)), isto é,

d
Ri(z) =r; <—%) O(z) . (2.49)
Para j > 1
(=D)Y®(z) = —H,, ,(z)¢(z),
onde H., , sao polinomios de Hermite.

Estes polinémios sao ortogonais com respeito a funcao peso ¢ e sao normalizados
de modo que o coeficiente da maior poténcia em z é um. Note-se que H, (z) ¢é de
precisamente grau j e, consequentemente, é impar se j é impar, e par se j ¢ par. Utilizando
(2.43), (2.44) e (2.49) tem-se

Ra(e) = —hs(a? ~ 1)o()
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Ry(z) = —x {ilﬁ(ﬁ —-3)+ 7—12k32,(955 —102° + 15x)} o(z).

De modo geral,

Rj(z) = pj(x)¢(x)
onde p; é um polinémio de grau (3j—1) par se j fmpar e impar se j par, tal é consequéncia
do facto de r; ser de grau 37 par se j par, e impar se j impar. Tem-se que

pi(z) = —ék:%(ﬂ?z -1) (2.50)
pa(z) = —x {il@;(:ﬂ —3)+ %/{%(ac4 —102* + 15)} : (2.51)

A férmula (2.47) assume agora a forma

P(S, < z) = ®(x) +n 2pi(2)p(x) + n o) p(x) + -+ 0 Ppi(x)p(x) + -+ (2.52)

a que se chama expansao de Edgeworth para a fungao de distribuicao P(S, < z).
Os cumulantes k3 e k4 a assimetria e a curtose, respectivamente.

O termo de ordem de ordem n~/? em (2.52) corrige, na aproximacao “basica” feita
a distribuicao gaussiana, o principal efeito da assimetria enquanto o termo de ordem n !
corrige o efeito principal da curtose e o efeito secundario da assimetria.

Exemplo

Sejam Xy, -+, X,, varidveis aleatorias com distribuicao exponencial de média 1. A funcao

densidade exacta de S* = S2=E6n) ¢ qada por
n v/ Var(Sn)

fox(x) = vn(n + Iﬁ();‘ief;l?(—n —zyn)

Tem-se que E(S,) = n,Var(S,) = n, p3 = 2 e py = 6, onde p; s@o os cumulantes
padronizados. Entao a expansao de Edgeworth para a funcao probabilidade de S} é:

fsz () = ¢(=) {1 + ];i%) + Hgff) + [1;6;5)} +0(n=3?),

onde os H; sao os polinomios de Hermite de grau 3, 4 e 5.

Na tabela seguinte compara-se, para n = 5, o valor exacto fg:(x) com a aproximagao
dada pela gaussiana e com a expansao de Edgeworth obtida anteriormente. Considerou-
-se, ainda a expansdo com o termo de ordem O(n~'/2) e de seguida como os termos de

ordem O(n™1).
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x | Valor exacto | Aprox. Gaussiana | O(n~'/2) | O(n™1)
-2 0.0043 0.0540 0.0379 | 0.0178
-1.5 0.1319 0.1295 0.1512 0.1480
-1.0 0.3428 0.2420 0.3141 0.3329
-0.5 0.4361 0.3521 0.4242 0.4335
0 0.3924 0.3989 0.3989 | 0.3922
1 0.1840 0.2420 0.1698 | 0.1887
2 0.0577 0.0540 0.0701 | 0.0500
3 0.0144 0.0044 0.0163 | 0.0181

Da tabela anterior, observa-se que para valores pequenos de n a expansao nao funciona
bem nas caudas da distribuicao de S). Mas fora das caudas, a expansao funciona muito
bem. Note-se que a expansao incluindo apenas os termos de O(n~!) é superior & expansao
com termos da ordem O(n~*/2). W

A expansao (2.52) raramente converge como série infinita. Se X tem uma distribuigao
absolutamente continua, o tipo de condicoes que tém de ser impostas para garantir
a convergéncia sao da forma E (exp (iXQ)) < o0, (Cramér, 1928), o que representa
uma restri¢ao severa nas caudas da distribui¢ao de X . Normalmente (2.52) estd apenas
disponivel como série assintotica

P(S, <z)=®(x) + n_1/2p1(1:)¢(93) +...+ n_j/zpj(as)qb(:v) +0 (n_j/z) , (2.53)

valida para j fixoen — 00.

Condigoes suficientes de regularidade para (2.53), como o resto de uma ordem fixa
uniformemente em todo o x, sao

E(|XJ*?) <oco e limsupl|p(t)] <1.

|t| o0

A dltima restrigdo é chamada condi¢ao de Cramér, (cf. Hall, 1992, pag. 45), que se
verifica quando a distribuicao de X é nao singular, ou equivalentemente, se a distribuigao
tem uma componente nao degenerada absolutamente continua — em particular, se X
tem uma funcao de densidade “prépria”.

Assim, a inversao formal da expansdo da funcao caracteristica (2.45) é valida se X
tem um numero suficientemente grande de momentos finitos e uma distribuicao regular,
e falha se a distribuicao de X ¢ singular.

2.5.2 Expansoes de Edgeworth Diferidas

Sejam Xi,---, X, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
fungdao densidade de probabilidade fx, E(X) = u, var (X) = o2, fungao geradora de
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momentos My e fungdo geradora de cumulantes ¢y = Kx = log(My). Considere-se a
familia associada a fx , no sentido de Cramér-Khintchine

Ay B
o) = ) = S0 I g

com A € R. Muitas vezes este procedimento é referido com “exponential tilting” e
gera uma familia de distribuigoes associadas (cf. Esscher (1932), Cramér (1963), Khint-
chine(1960)).

Por exemplo, se X —~ Gaussiana(p,o) entdo X, —~ Gaussiana(p+ X+ 0?,0).
E imediato que, tomando como habitualmente .S,, = Z?:l Xi e Spa= Z:-L:l X,, onde

X, tem distribuicao fx, se tem

(A\x — nKX()\))fsn(x; 0)

(= Az + nKx (X))

fsun(®) = fs,(z;X) =e

= fs,(2;0) = fs,(x) =e fs, (3 A) . (2.54)
Escolhendo A = A tal que E(S,z) ==
My
N N e " fx(y)
B(S,5) = nB(X;) =n [ 4 TRVl
_on My B M&(X)
T /R ye ” fx(y)dy = nMX(X)
D) N

Relativamente a variancia de S, 5, tem-se

-~

Var(S, 5) = nVar(X3) =nKy()).

A soma padronizada é

o _ i " ESy) S
" VS, VrER(D) ’
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donde nos pontos de continuidade da fungao fs |

d d
. = — = = — ~ <
fsn,)\ <y> dyFSn,A <y) dy]P) <Sn,)\ — y)

_dp (S ESS) _

|
o
*
)

Pela expansao de Edgeworth sabemos que
P4 ,03 —3/2

. = + H + —H, +0
fs: (y) = 0(y) { 6\/— Hy(y) W)+~ s(y)} (n™%)

onde p; é o i-ésimo cumulante padronizado de X e os H; (i = 3,4,5) sdo polinémios de
Hermite. Temos entao que

fiz ) = o) {1+ L=tt) } + 0007

e, consequentemente,

fs, () = ! fs I
nK%(\) nK%(\)
1 y—x pP3 y—x -1
fs, s(y) = — (¢ — 1+ —=Hy | ———] p +0(n")
| nK" () nK" () 63\ ()

Para y = x temos

[1+O(n
\/ZnK”
De (2.54) resulta entao

fs, () = exp (—Xm + nKx (A

= ( )\:c—l—nKX/)\\

fsn

/2K//

1+0(n™)] . (2.55)

)
0) ——
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Assim, usando criteriosamente “tilting” e “back-tilting” , pode-se melhorar de forma
nao-trivial a qualidade da aproximacao em zonas por vezes apodadas de “grandes desvios”.

Exemplo

Consideremos a variavel aleatéria X com distribuicdo de Lévy (estavel de parametros
(=3 e 3=1)) com fungao densidade de probabilidade

exp (_ﬁ)

= 1000 .
fX(?J) oy (0, )(?J)
Como ¢ estavel ( : )
- exp ™

fs.(x) = fsy

n2

2
zy 1 exp (—3;)
(ﬁ) 2 g le(@): (2.56)

Por outro lado Kx(A\) = —v/—2A, definido para A < 0. Tem-se que

1 —1
K.(\N)=— e Ki()\)=—=.
x() VvV =2\ x() 20/ =2\
Donde,
KN =L oi=—i" =T e Ky(y=-" =0
XV 22 X\ = ¢ RxtAy = e pata '

Substituindo em (2.55)

fs, (x) =exp (—Xa: + nKX(X)> _ [1 n O(n_l)}
2K ()
1712 n 1
fs.(x) = ex SRt N~ )| —F/—— 1—|—O(n_1)
& fs,(x) P <2x x) 27Tnz_§ [ ]
< fs.(x) =n <27rx3 > [1+0(n™")]

Compare-se este ultimo resultado com (2.56). Merece destaque o facto de a distribuigao de
Lévy nao ter momentos inteiros e, curiosamente, a aproximagao dada por (2.55) funcionar

bem. W
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2.5.3 Expansoes Assintéticas de Distribuicoes Estaveis

Ja vimos na seccao anterior que se X, Xy,---, X, sao varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas com fungdo densidade de probabilidade fx, E(X) = p,
var (X) = o?, funcao geradora de momentos Myx e funcdo geradora de cumulantes
x = Kx = log(Mx). A familia exponencial associada a fx é

Ay B
flgn = D N KX(A))fx(y) ,

com A € R. E que

1

fs, (x) = exp (—X:c + nKX(X)> [1+0(mn™M)], (2.57)

~

2K (N)

onde A ¢ solucdo da equacao K’ (\) = z.

Suponhamos agora, que S,, resulta da soma de n variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas estdaveis. Ou seja, nesta seccao X, Xy, X5, -+ denotam
variaveis aleatérias mutuamente independentes com distribuicao comum F' estavel e

Sp,=X14+---+X,.
Uma variavel aleatoria X ¢é estdvel se a sua fungao caracteristica ¢ é tal que
. o Lt
In(p(1)) = int = clt” |1+ i ru(t, )|
onde 0 < a < 2, é o expoente caracteristico da distribuicao estavel, 3, v, ¢ sao constantes
reais, sendo ¢ < 0 parametro de escala, |3] < 1 parametro de assimetria e

tan (%) se a#1

Zloglt] se a=1

w(t,a) = {

De Kx(t) = In(¢(—it)) vem

t vt — c|t|® <1+5itan = se a#l
Rx() =t clf* 1+ 5 it o) = )
t] vt — c|t]* <1+6m;log|t| se a=1

Vamos calcular (2.57) para « # 1, supondo A>0el< 0,eparaax=1.

e Para a # 1 temos

Kx(t) =t —clt|° (1 —i—ﬁ'—;tan (%)) ,
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pelo que, para t # 0,

! . Y oya— yyes
K (t) =~ — ca ]t| |t] 1<1+’t‘ﬁtan<2>)

K% (t) = —cala — 1)|t|*2 (1 + ‘t’ﬂtan <7T20é>) .

De A ser a solucao de K’ (\) = £ temos,

Y- % R
|i Y Y
N ﬁ 5\_1 Y ﬁ 5\ 0
e I i
COfl+ — ﬁtan % N 1 ,y,% a—1 ~
W )\_|:Calﬁtan(7"2o‘) se A<0
pelo que
N 5\ Sa—2 5\ T
KI(\) = —cala—1) =— |\ 1+ — tan(—)
YY) = —eale 1) o ( = gan (5
f>/_£
=(1—« —
( )A
e

e Para oo =1 temos

Kx(t)=~t—c|t|* (1—1-5' i log|t|)
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pelo que, para t # 0,

_ t 2 2
K5 (t) =~ —clt|*! (a I + Ozﬁ; log [t| + aﬁ;)

t t 2 2 2
K5%(t) = —c|t|*? I {(a - 1) (ma + aﬁ; log [t| + ﬁ;) + aﬁ;] :

De A ser a solugao de K'(\) = £ temos,

. A 2 . 2
v—c‘)\‘ 1(am +aﬁ;10gw+5;) = % =
+04’Yz 10g‘5“+62 = WA_aZ =

s T c})\|

A2 . b\ y—Z 2
1+ 2 32 1og|\= = —n_ _ 3=
+|/\|ﬁ7r oz a(c)\a_l ﬁW>

~

A

~

«

pelo que

K%(\) = —c|5\|a_2 A (a—1) (ia—kaﬁ%logp\ﬁ-ﬂ %) +af %]

A A
— A" ﬁ _(oz - 1)6@51 + w%
I G 1);7 -3 c’j\‘a_gj\aﬁ%
o
Kx(A) = A — A" (1 +B%% 1og|x|>

~

o 5\ 7_£ 2
A - —_n__ [—
|A|a<c|x|“ ’ )
T La—1
:X(7—7_5+205|A| >

:75\—0

(0% QT
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Substituindo as expressoes anteriores em

[1 + O(n_l)]

-~

fs, (x) = exp (—Xx + nKX(X)) ——

obtemos:

e Paraa =1

Lla—1
QCBTL‘)\‘

exp [5\ [(1 — 1) (nx —2) o ”
fs,(z) = = — [1+0(n ).
\/—27T/\—1(a —1) (v =) —¢|A|" " Aap2n!

e Para a # 1

A

exp [)\ (é — 1) (x — n'y)]

\/27r(1 —a)(y—2)

Obtivemos assim expressoes formais para expansoes de Edgeworth e expansoes de Edge-
worth diferidas, similares as conhecidas em situacoes mais regulares, e que mostram que
o uso do tilting e back tilting tem um efeito positivo no contexto de grandes desvios —
que no caso de leis estaveis nao gaussianas tém que ser entendidas em termos de locali-
zagao-escala mais gerais do que o par E(X), Var(X) em varidveis no dominio de atracgao
da gaussiana.

fs.(x) = [1+0(n™)].

2.5.4 Expansoes de Cornish—Fisher e Cornish—Fisher Diferidas

As expansoes de Cornish-Fisher sao usadas para determinar numericamente as dis-
tribui¢oes de probabilidades de estatisticas, quando as suas distribuicoes exactas sao
dificeis de calcular. Sejam Y e u, definidos por

P(Y <yo) =P(uy) =1 —a,

onde Y, ¢ uma varidvel aleatéria e o €]0, 1].

As expansoes de Cornish-Fisher sao duas expansoes assintdticas que relacionam os
quantis y, € u, : uma expansao normalizadora que expressa u, como funcao de y, e a
sua expansao inversa dando y, em termos de u, .

Expandindo ®(u,) vem

o

Bu) = Dl + (0~ ) = () + 3P gy,
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d’d
com D"®(y) = ) = —H,_1(y)¢(y). Temos entao,

Bug) = D(ya) — D MHH(%M)(Z/&) : (2.58)

De

(Y 2 ) = 1= 000) +6(00) { 2 () + o F30) + 250 ) | + 0™

e P(Y <Y,)=1—®(u,) e de (2.58), resulta

2
P39 P3 2 P4 /3

Uy 2 P(Ya) = Yo — =2 (12 — 1) + L3 (492 — Ty) — L2 (4 — 3y.) . 2.59

P(Ya) =y Gﬁ(ya )+ 36 Wa = Tha) = 5 (Yo — 3¥a) (2.59)

Entao, qualquer probabilidade P(Y > y,) até O (n~!) é facilmente aproximada por

1 — ®(u,) , com o quantil wu, dado por (2.59). Este procedimento é valido para qual-

quer estatistica continua padronizada que tenha terceiro e quarto cumulantes de ordens
O (n7"%) e O (n™'), respectivamente, e os demais cumulantes de ordem O (n™') .

O objectivo da expansao inversa de Cornish-Fisher é expressar os quantis y, de Y
como funcao dos correspondentes quantis u, da distribuicdo gaussiana reduzida. A in-
versao da expansao (2.59) para calcular y, em termos do quantil u, da gaussiana
reduzida é feito através da férmula geral de inversao de Lagrange, obtendo-se

2
P39 P3 2 P4 3
R Uy + —=(u, — 1)+ —=—2u, —du,) + ——(u,, —3u,) . 2.60
ya @ 6\/5( « ) 36n( [e% OC) 2477/( [e% Oé) ( )
A importancia da inversao da expansao de Cornish-Fisher (2.60) na inferéncia resulta do
facto de possibilitar o calculo dos quantis de estatisticas em termos dos quantis corres-
pondentes da distribuicao gaussiana reduzida.

Exemplo

Suponhamos que X —~ x2 esejaY = )\{/577 a variavel aleatéria qui-quadrado padronizada,

cujos terceiro e quarto cumulantes padronizados sao p3 = 2V2 e ps = 12. Entao
PX <z,) =P (Y < %) , € portanto, considerando a expansao (2.60) até a ordem

n~! tem-se

yamn—k\/%{ua—k%(ui—l)—l—%(ui—?ua)}. [ ]

Ja vimos que se X1, -, X, forem varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com fungao densidade de probabilidade fx, E (X) = u, Var (X) = o2, funcio
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geradora de momentos My e fungdo geradora de cumulantes vy = Kx = log(My), a
familia associada a fx , no sentido de Cramér-Khinchine, é

Ay

e fyvly) (= Kx(N)
fX,\(y) f(ya ) MX()\) € fX(y) )
com A € R. Em termos de fungao distribuigao tem-se
Yo — T
Fs, \(Wa) = Fsr | ——
’ nKx(A)
Pela formula (2.59) tem-se que
o Yoz s [(ya—azv_] A |4 —2)° Ta-2) |
WK (3) 6vn | nK%(\) 36n | nK%(\) nK"%()\)
3
P Yo — T - 3(Ya — )
Sl ANVETZTET) ARVATS AN

onde E(S, ;)= e ps,ps sdo os cumulantes padronizados de X . W
2.5.5 Expansoes com Base no Ponto Sela

Estas expansoes sao muito importantes na teoria assintética por aproximarem com grande
precisao as funcoes de densidade e de distribuicao, sendo facilmente deduzidas da funcgao
geradora de cumulantes correspondente.

Sejam Yp,--- .Y, varidveis aleatérias continuas independentes e identicamente dis-
tribuidas com funcao densidade f e funcoes geradoras de momentos e cumulantes M e
K, respectivamente. Defina-se a familia exponencial conjugada de f, indexada por um
parametro A\, por

fly; A) = exp{Ay = K(N)} f(y) - (2.61)

A familia exponencial (2.61) reproduz exactamente a funcao densidade f, postulada para
os dados quando A = 0 . O divisor necessério para normalizar a expressao exp(Ay) f(y),
¢ igual a funcao geradora de momentos M de Y. A fungdo geradora de cumulantes
K (t; \), correspondente a (2.61) é expressa em termos da fun¢ao geradora de Y, K(t),
por

K(tA) = K(t+X) — K(\).
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Sejam fs, (s;A) e Kg, (t;A) as funcoes de densidade e geradora de cumulantes de S,
relativas a familia (2.61). Tem-se

K, (t\) =nK(t+ \) —nK(t)
e, por inversao, vem
fs.(s:A) = exp{s A =n K(A)} fs,(s) , (2.62)

sendo fg,(s) = fs,(s;0) .

As fungoes de densidade de S, e S} correspondentes a familia (2.61) estao rela-
cionadas por

1
5;A) = for (s \) —/—— 2.63
Fin i) = Fis05) s (2:63)
—n K’
onde y = LK”(()\)\)) . Aproxima-se fs. pela expansao Edgeworth (2.52) escolhendo
n

y = 0 para anular o termo O (n‘l/ 2) . Esta escolha equivale a considerar a distribuigao
~ ~ S ~
em (2.61) definida por A\ que satisfaz a equacao K'(A\) = — . O estimador A pode ser
n

interpretado como o estimador de maxima verosimilhanca de A baseado numa tnica
observacao de s de (2.62). Logo,

fo(s;0) = fs;;(O,X);

-~

nK(\)

Agora, fg;(O,/)\\) vem de (2.52) observando que os cumulantes referentes a (2.61) sdo n
vezes as derivadas de K (\), isto é,

FssO0) = <= {14 M)} +0 (n?) | (.60

wr:
onde M(A) é um termo de ordem n~! dado por

_ 3pa(N) —5p3(N)?
24n ’

M) (2.65)

KO(\) . & K(\)

v/ = () — i

EOO) para j = 3,4 e KY()\) SV Assim, p3(A) e pa(A)
sao os cumulantes padronizados que medem a assimetria e a curtose da distribuigao (2.61).
O erro em (2.64) ¢ O (n™2), pois o polinémio correspondente a O (n=?2) ¢ de ordem fmpar

e anula-se para zero.

sendo p;(A) =
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~

Fazendo A = A em (2.62), explicitando fs, (s) e usando (2.63) e (2.64) vem

Fs.(s; ) = exp{s A —n K(\)} fs, (5)
= exp{n K(\) — s A} fs, (5:\)

= exp{n K(\) — s A} fs,(0;\) = =
n K"(\)
—~ ~ 1 ~ 1
=exp{n K(\) — s \}——={1+ M(\) + O (n %) }——=
p \/ﬂ ( ) HK”(X)
_ exp{n K(\) —As )\}{1 + M) 40 (")} (2.66)

2nm K"(\)

A férmula (2.66) para aproximar a fungao densidade de S,, é denominada expansao ponto
sela da soma e produz aproximagoes precisas para fungoes densidade baseadas nas fungoes
geradoras de cumulantes. Uma deducao alternativa pode ser feita através do integral de
contorno que inverte a fungao geradora de momentos de S, .

Exemplo

Consideremos o exemplo apresentado no ponto 1.5.1. no qual Xy, --- , X,, tém distribuicao
exponencial de média um. S,, tem funcao de densidade fg, () = % L(0,400) - Entao,
M) = 5 ¢ K(A) = —log(l — X), valida para A < 1. O estimador de mdxima

verosimilhanca de A é A =1 — ., K(/)\\) = —log (2) e M(X) = L. Tem-se entao que

f (x)_Lw 1_L+Q(n—2)
S e "nn=1/2\/21 12n

¢ a expansao ponto sela para a funcao densidade de fg . W

Observamos que o termo principal de (2.66) s6 depende da funcdo geradora de cu-
mulantes K de Y. Observe-se ainda que para usar (2.66) é necessério calcular, além de
/)\\, a funcao geradora de cumulantes e nao apenas os primeiros quatro cumulantes. O
termo principal de (2.66) nao é a fungao de densidade da distribuigdo gaussiana N (0, 1)
e, embora seja sempre positivo, nem sempre o integral vale um (no entanto pode ser nor-
malizado). A expansdo de (2.66) é dada em poténcias de n™! | enquanto que a expansio
de Edgeworth é dada em poténcias de n~'/2. Uma desvantagem de (2.66) é que nem
sempre é facil integrar o seu lado direito para obter uma aproximacao para a funcao de
distribuicao de S,. A expansao ponto sela constitui, em geral, uma melhor aproximacao
para a fun¢io densidade de S do que (2.52), pois o erro é O (n™%) em vez de O (n=%/?) .
A expansao ponto sela tem um erro multiplicativo enquanto na expansao de Edgeworth
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o erro é aditivo. A férmula (2.66) é satisfeita mesmo para regioes de grandes desvios da
forma |s —nE(Y)| < b, , para b, fixo, e em certos casos, mesmo para todos os valores de
S.

A expansao ponto sela para S (soma padronizada) num ponto qualquer w tem uma
expressao idéntica a de (2.66) com n K'(0) + /nw K”(0) no lugar de s e o radicando
y 21 K"(\)
substituido por T(O) :

— S .
A expansao para a fungao densidade da média amostral Y,, = — segue directamente
n
de (2.66)

1/2
fy. = {%KL(X)} exp [n(K(X) — Xy)] {1 MO + O(n‘2)} , (2.67)

onde M é obtido de (2.65). O termo principal de (2.67) é denominado aproximagao
ponto sela para fy . Assim, basta conhecer a fungao geradora de cumulantes K co-

mum as variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas para se obter a
aproximagcao ponto sela da fungao densidade da média amostral dessas variaveis.

2.6 Relacgoes entre Distribuicoes Conjugadas e Somas
Aleatodrias

Comecemos por observar que se X for uma varidvel aleatoria positiva com valor médio
finito px, funcao de distribuicao Fy e fungao densidade de probabilidade fy, entao

% . 1—Fx($)
fx(x) = lix

¢ uma funcao densidade de probabilidade, que denominamos dual de fx; analogamente,
chamamos duais as correspondentes variaveis aleatorias, funcoes de distribuicao, fungoes
caracteristicas, transformadas de Laplace, etc.

De facto, basta recordar que se X > 0, existindo uy = E(X) este pode ser calculado
o0 ~ ,o.
como pyx = [, (1 —Fy(x))dz. Esta expressao — que tem a vantagem de ser genérica,
transformando o integral de Stiletjes num integral de Riemann — estabelece-se imedia-
tamente usando integracao por partes, uma vez que a existéncia de valor médio garante
que lim z[1 — F (x)] = 0.
r—00

Analogamente, no caso de uma varidvel aleatéria discreta com suporte natural, é 6bvio
: 1—Fy (k—1 . ~ 10
que definindo p; = LB 6 ohtém uma funcao massa de probabilidade dual.

E imediato estabelecer que se X — Exponencial(§) ou Y ~ Geométrica(p), f%x = fx
e py = py, sao “auto-duais”. Adiante usaremos fungoes caracteristicas para estabelecer
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que se trata de uma caracterizacao da exponencial entre as absolutamente continuas, e
da geométrica entre as discretas, respectivamente. Tem, no entanto, interesse considerar
relacoes menos fortes na familia das paretos generalizadas e noutras familias com esta
relacionadas, que abordamos adiante.

No caso de X —~ Poisson(\), a conjugada X* tem uma interpretagao simples em
termos de modelos hierdrquicos: corresponde a uma filtragem (“thinning”) da Poisson
por uma uniforme discreta. O objectivo é relacionar a dualidade, entendida na acepg¢ao
que aqui apresentamos, com somas aleatorias, um tema de crescente importancia em
modelacao estatistica.

Alguns Exemplos — Densidades Duais

Apresentamos seguidamente, com os comentarios adequados, algumas densidades (no sen-
tido geral: funcao densidade de probabilidade no caso absolutamente continuo, funcao
massa de probabilidade no caso discreto) duais.

1. Familia das Pareto

1. Pareto classica

De seguida, vamos calcular a funcao dual para a distribuicao Pareto. A funcao
densidade de probabilidade da Pareto é dada por:

Ba?
flay=4 =

0 sexr<a

ser >«

como a, (3 > 0.

A média de uma variavel aleatoria com distribuicao Pareto de parametros « e
B é dada por E(X) = %, a fungao de distribuigao é dada por F(x) =1 — g—ﬁj.
Calculemos agora a fungao dual.

_1—1+‘;—§_5—1<ﬁaﬂ)

J*(ﬁ) = =
B &}
6—_0‘1 x o

_p-1 Q o
= Q*ﬁ

Ou seja, a variavel X* tem distribuicao Pareto (ﬁ — 1, —25 )

[T
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1i. Pareto Generalizada

Consideremos agora uma variavel aleatéria X com distribuigao de Pareto, isto
é, X —~ Pareto(a). Consideremos a seguinte reprametrizacao da fungao de
distribuicao

Fx(z)=1—(14~z) Y com 2>0, §€R e 1+y2>0.

Vamos calcular E(X) recorrendo ao resultado para varidveis aleatérias positivas
que afirma que

px = /000[1 — Fx(x)]dx.

Prova-se que a esperanca de X sé existe no caso em que 0 < v < 1, tendo-se
neste caso

o0

0o 1 iy
,u:/o (1—7x)d$:ﬁ[(1+7x) /]0

Podemos agora calcular a funcao dual de fx tendo-se

_ _ -1/
fo(x) = 1 IZX(:U) _ 1 1+(11+’ya:) gl

1=~
& fx(z) = (1= +ry2)"7

Quando 0 < z < ﬁ, as expressoes que se obtém para a esperanca e fungao
dual sao iguais as obtidas para o caso 0 < v < 1.

No modelo Pareto generalizado apresentado anteriormente distinguem-se os
seguintes trés submodelos:

— v — 0 submodelo exponencial
w(X)=1—-e ', x>0,
—v >0 a Pareto usual
wi o(X)=1—2"7, x>1,
— v < 0 uma subclasse da familia beta

wy o(X)=1—(—2)"", —-1<2<0.

Note-se que a € R* é o parametro de escala.
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2. Geométrica

Consideremos o caso de uma variavel aleatéria com distribuicao geométrica, isto €,
X —~ Geométrica(p) . Se X —~ Geométrica(p) entao a fungdo massa de probabilidade
¢é dada por

P(X =x2)=pq¢°, x=0,1,2,---
e a média da variavel é E(z) = 1%’ onde p é a probabilidade de sucesso e ¢ =1 — p.
A funcao de distribuicao de X é dada por

1 — qr—i-l
Flx)=p———.
(@) =p—— .
Calculando agora a fungao dual obtemos
_x+1
. L-pE5-  plp—p+pg-t)
1 pq
2 x+1
pq * ©
=—— & f"(2) =pgq
pPq

Também neste caso a funcao dual coincide com a fun¢ao massa de probabilidade da
variavel aleatoria.

. Betas

Quando no caso 1(ii) trabalhamos com a Pareto generalizada surgiu-nos, quando
v < 0, uma subfamilia importante — a familia das betas. Neste ponto vamos
calcular a funcao dual para duas betas particulares, o caso em que o = 1 e 0 caso
emque f=1.

Se X —~ Beta(a, ) a fungao densidade de probabilidade é dada por:

(1 — x)P1
flz) = Bla. ) se O<z<x<l ’

0 outros casos

com

B(a,8) = /01 N1 —2) .

+

A funcao distribuicao é dada por:

0 sex <0
1 X
F(z) = a=l(1 —y)51d O<z<l1
@ = Fag [ a=n Ty seo<a<t
1 sex >1

sendo a média dada por E(X) = _$3.
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A funcao dual de f quando o =1 ¢

(1—x)!
—_ 0 1
flz) = B 9) sed< < ,
0 outros casos

tem-se

xT

Fo =5 [ 1)y =g [—%(1 - yﬂ
S Fr)=1-1-z)".

0

Sendo a fungao dual dada por
@)= @B+1)01-2)".

Assim a funcao dual de uma funcao densidade de probabilidade de uma beta com
a = 1, é ainda uma beta , isto é,

X* ~ Beta(1,5+1) .

De seguida vamos ver o que acontece quando X —~ Beta(a, 1) .

Neste caso
xa—l 0 1
sel<z<
f(x) =4 B(a,1) ,
0 outros casos
e E(X) = ;%3 tendo-se
1
Bla,1) = —
(1) ==,
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Neste caso podemos dizer que

1
X*:(l—Xa)“ABeta(l,OH— ) .
(6%

Note-se que

0<z<1l=20<2"<1l=-1<—-2"<0=0<1-2"<1=0<(1—2%)<1.

. Familia F' de Fisher—-Snedecor

Se X ~ F(m,n) , entao a variavel aleatéria

1

. n-m
1+ X ’

ABeta(2 5) com(O<y<l1,

e consequentemente para cada x > 0,

1

Para n > 2 a esperanca de X ¢ dada por px = E(X) = %5 . Calculando a funcao
dual de X para n > 2, obtém-se

1
1+%m

fe(x) =" ; 2FY [

} paraz >0en > 2.

n—

A menos da constante TQ a funcao dual de fx é a funcao de distribuicao de uma

beta (g ,%) no caso em que n > 2. Note-se que no caso de n < 2, X nao tem

esperanca.

2.6.1 Poisson Dual e Filtragem Uniforme Discreta

Consideremos a variavel aleatéria X com distribuigao de Poisson(\). A fungdo massa de
probabilidade é dada por :

7kAk
P(X:k):eT E=0,1,2, -
A funcao de distribuicao é dada por
z fk/\k
F(z) = P(X <) = ek' ,
k=0 ’

e a esperanca de X é dada por E(X) = \.
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Consideremos a variavel aleatoria
Y|x=r — UniformeDiscreta no conjunto {0,1,--- , k}.
Tem-se ]
P(Y =) = P(X > j)

isto é, a variavel aleatoria Y tem funcao de probabilidade dada pela expressao anterior
com suporte de Y dado por {0,1,---  k} . Ou seja,

cauda direita da Poisson

P(Y = j) =

valor médio da Poisson

Pegando na igualdade anterior tem-se
1 .
pj:X(l—FX(J))‘:’)\pJ =1-Fx(j) & Fx(j) =1— Ap;

onde p; =P(Y = j).
A dual da funcao f é dada por

. 1—Fx(z . 1—=1+Ap, .
pa) = = ) = S () = = BOY =)
Mas,
1
PY =x) = XMX > ),
ou seja,
. cauda direita da Poisson
f(z) =

valor médio da Poisson

Note-se que esta interpretacao viabiliza o calculo do valor médio e variancia por condi-
cionamento:

E(Y) = E(E[Y|X]) = E (%) -2
Var(Y) =E(Var(Y|X )—l—Var( (Y]X))

o Vrty _E(< P v ()
s Var(Y) = ( 2> ( )+4Var(X)

)+ 2\ + 3)\ A2+ 6A
< Var(Y) = 15 THE
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2.6.2 Funcoes Caracteristicas e Dualidade

As variaveis duais também podem ser caracterizadas pelas suas funcoes caracteristicas .

Seja X > 0 uma varidvel aleatoria com funcao densidade Fy , fungao caracteristica
¢vx , e suponha-se que existe ux = E(z) < co. Entao existe uma varidvel aleatéria Y
com funcao densidade de probabilidade

_ 1= Fx(y)

fr () i

Calculemos a funcao caracteristica de Y.

vt = [ el =B Wa, - LTS - pog)] e )y}

Hx _LL_X it o it
1 [ 1 1 ox(t)—1
= — |——+ Zox(t)| © ey(t) =
g en)] @ vt = 2

De modo andlogo, no caso discreto se X ¢é uma varidvel aleatéria positiva com
ux = E(X) < co. Entao existe uma varidvel aleatéria com fun¢ao massa de proba-
bilidade dada por

P(X > 1-F _
e = p(rg) = (X = o) = x(@-1) ,comx, =0,1,2,....
H Iz

Calculando a funcao caracteristica de Y vamos obter

o0 eltk 0
goY(t):Z ]P(XZK):Zakzk,
=0 M k=0
com
P(X > k) it
ap = e z=e¢e
i

A série anterior é uma série de poténcias, logo os coeficientes a; sao Unicos. Assim, os
coeficientes a; determinam completamente a distribuicao de X através da relacao

P(X > k) = pay,

supondo que X ¢é discreta de suporte nos inteiros nao negativos .

Se X —~ Exponencial(a) a sua fungdo caracteristica é dada por :
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A fungao caracteristica de X —~ Geométrica(p) é
px(t)=p> ™1 -p),
k=0

que é uma série de poténcias de razao igual a e”(1 — p) e cujo primeiro termo é um. A

soma da série é dada por
p

P =Ty

Ou seja ,
ap=p,a; =p(l—p),a=p(l—p)?--

2.6.3 Caracterizacao da Exponencial e Geométrica pela Auto-
-Dualidade

Vamos provar que a exponencial é a tnica distribuicao continua tal que f = f*. Consi-
deremos uma variavel aleatéria X positiva, com funcao distribuicao F' e valor médio «,

vamos provar que se f(z) = %@) entdo X —~ FEzponencial ().
o 1 F(x) L fw)
— F(x x
= &—=——
a /(@) a 1—F(x)

Se integrarmos a expressao anterior obtemos

[l - F(z)] = 2 teoln[l - F(z) = —2 +d

/ /

—_z _z
ate a ¢

S1-—F(r)=e S Flr)y=1—e “e

Seja k = ecl, temos que
Mas F'(0) = 0 donde
ou seja,

isto é,
1
X —~ FExponencial (—) .
!

Provemos agora que a distribuicao geométrica é a unica distribuicao discreta que
verifica f = f*. Para tal vamos recorrer a um teorema que diz o seguinte:
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Teorema 2.6.1. Seja X uma varidvel aleatoria de valores inteiros nao negativos que
satisfaz
P(X >m+n\X >m)=P(X >n)

para quaisquer m e n inteiros positivos. Entao X tem distribuicao geométrica.

A demonstracao pode ser consultada, por exemplo, em Rohatgi (1976) pp. 190.

Tem-se que

f@%=3%?9¢*ﬂ®=ﬂ—uﬂ@¢ﬂ%¥éw=1—MMX=x)

Por outro lado,

P(X X P(X
P(X>m+n\X>m)= (X >m+n) >m): (X >m+n)

P(X > m) P(X > m)
C1I-P(X<m+n) 1-14+pP(X=m+n) pun
C1-P(X<m)  1-14+puP(X=m)  pm
Como,
pr=PX =k =PX>k-1)-PX >k ep=» PX=i)— > PX=j)
i=k j=k+1
S pe=qr1— g com P(X >m)=qn= Y pr.
k=m-+1
Tem-se que

P(X >m+n\ X >m)= dmtn-l = dmin
qul_qm

Atendendo a notagao introduzida anteriormente podemos escrever

P(X >m+n) Gmn
P(X > X > = =P(X > =
(X >mn\ X >m) = So T P> ) =
donde
m+n = dmdn—1 € @m+1 = gmYo,
com

Go=pX>0)=pi+p+ps+---=1—py<=q =1—po.
Prova-se que
Qk:(l—po)k.
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Assim,
Qo1 —qr=1—=p)* "= (1 =po) =1 —po) (1 =1+po),
ou seja,
Pk = Q1 — @& = po(1 — po)* .
Tem-se entao que
Gmtn—1— Gmin _ Po(1—po)™*" n
P(X>m+n\X>m)= g A (1 —po)" = qn_1
SPX>m+n\X>m)=PX >n)

Ou seja, X* tem distribuicao geométrica.

2.6.4 Formulas de Pollaczeck—Khintchine e de Beckman e Inter-
pretacao Probabilistica da Dualidade

Seja N —~ Geométrica(l — p) com N a tomar os valores 0,1,2,--- com probabilidade
pe = (1 —p)p* e Sy = ZI]::O Yr , onde os y; sado réplicas independentes de Y, e N é
independente dos y; . Entao

N

i i " —1 b
polt) = B(e"™) = D EI™NIN = (1= p)p" = 1 g
k=0 tnxt

Esta é a célebre férmula de Pollaczeck—Khintchine por eles deduzida num contexto com-
pletamente diferente : seja o tempo de servico numa fila de espera (FIFO) T, com
E(T) = pr < oo e nur = p o periodo de ocupagao médio numa unidade de tempo.
(Assume-se que p < 1, caso contrario a fila de espera cresce indefinidamente). Um cliente
que se junte a fila de espera no instante ¢t > 0, tem que esperar W (waiting time) até ser
servido. A caracterizacao do tempo de espera W foi feita por Pollaczeck—Khintchine em
termos de funcao caracteristica

l—p
pr(t) —1°
Z[LTt
Assim, o que estabelecemos acima foi que o problema de Pollaczeck—Khintchine tem a

mesma solucdo que a soma aleatéria (geométrica) de parcelas com distribui¢ao conjugada
no sentido de
_1-Fx (y)

X

pw(t) =
1 _

fr(y)

Considere-se agora, o processo de risco classico

N(T)
Z(t)=ct— Y Xg,
k=1
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com Z(0) =0 Z Xk =0, N(t) eos Xy, independentes. Z é a reserva de uma companhia

de seguros no 1nstante t, os X}, sao as indemnizagoes pagas em [0,t]. Note-se que N(t) é

um processo de Poisson homogéneo.

Consideremos Xj cépias independentes de X com funcao densidade
E(X) = p < oo. Seja u o capital inicial da companhia de seguros. A probabilidade

de ruina, como funcgao de u, é
Y(u) = Plu+ Z(t) < 0 para algum ¢t > 0] .

Reescreva-se ¢ = (14 0)ux A na definigdo Z(t) = ct — Z]kvz(? Xk, e defina-se

= Supz (14 0)uxt =sup —Z(t),

t>0 t>0

que é a perda agregada maxima. Como Z(0) =0, L > 0 quase certamente. Notando que

1 —(u) =Plu+ Z(t) > 0 para algum ¢ > 0]
N(t)
=Plu+ (14 0)uxAt — > X; >0, > 0]

=1

ZX (14 0)uxMt <u,Vt>0]=P[L<u.

A probabilidade de ruina pode entao ser representada sob a forma

0 = H*"(u)
+0 = (1+0)""

IP’[L>u]—1—1

onde H*(u) = H(u) é a fungao de Heaviside e paran = 1,2, --
1 u
H" = — [ H"Y(u— )1 - Fx(z)]dz, u >0,
1254
que ¢é férmula de Beckman para a probabilidade de ruina .

A férmula de Beckman implica que

L =1L,+---+ Ly em distribuicao ,

com N*, Ly,---, L% independentes e N —~ Geométrica(p) com p = 1—?0’ isto é,
J J=0,1,
N - 0 y
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onde as variaveis aleatorias Lx sao independentes e identicamente distribuidas com den-
sidade | Fy(a)
fr(z) = ——"—,
Hx

ou seja, L tém distribuicao conjugada.






Capitulo 3

O TLC no Contexto da Teoria da
Informacao e Entropia

3.1 Entropia e Distancia de Kullback-Leibler

A informagao Z(A) dada pelo acontecimento A é uma funcao decrescente de P(A). A
definigao proposta por Shannon (1948)

Z(A) = —log, P(A) .

Considere-se apenas varidveis aleatérias X puramente discretas com fun¢ao massa de
probabilidade {pi}res e va’s puramente absolutamente continuas com func¢ao densidade
de probabilidade fx, com suporte S = S(X) = {xx : pr = P(X = zx) > 0}, no caso
discreto, e S = S(X) = {zx : fx(x) > 0}, no caso puramente absolutamente continuo.

Tomando a varigvel aleatéria definida por Zx (zy) = Z(X = zx), k € S no caso em que
a variavel aleatéria X ¢é discreta, e a generalizagao para o caso em que X ¢ absolutamente
continua, Zx = —log,(fx(X)), e aceitando a convengao 0 x In(0) = 0, define-se entropia
da varidvel aleatéria X

— Z log, (pr) Pk (X puramente discreta)
k:xip€S

- / logy[fx(z)] fx(z)dz (X absolutamente continua)
S

Entropia é a medida de incerteza associada a uma varidvel aleatéria (cf. Cover and
Thomas) e mede-se em bits.

83
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Alguns exemplos:
1. X —~ Geométrica(p) ,p € (0,1),
k

X: 7]{:172’...
pr=p(1—p)!

Hx(X) =E(Zx) =—> p(1—p)* " log,(p(1—p)*")

=—log,p > p(1—p)"" —logy(1—p) Y (k—1)p(1—p)*"

k=1
—1

p
= —log,p+ 108;2(1 —p) .

2. X —~ Exponencial(6) ,6 > 0
Foo +oo 1 _z 1 -=
HOO == [ lowlx(0) ety = - [iog, (o) 5o
0 0

)
+o0 1 -z +oo 1 z
:—/0 —logzége 6dx—/0 —%10g265$_3d$

X
) log, e = log,(de).

E
=1 )
0g, 0 + 5

3. X —~ Gaussiana(p, o) ,u € R ;0 >0

H(X) = E[—log,(fx(X))] = E

1 et
—log, e
Vamo

_E log, (27 0?) N (X - ,u)2 logZe]

2 o 2

_ log, (27 o?) N log, e

1
5 5 :§log2(27re(72),

que, note-se, nao depende do parametro f .

As propriedades da entropia sao substancialmente diferentes consoante X ¢é discreta
ou X ¢é absolutamente continua.



Capitulo 3. O TLC no Contexto da Teoria da Informacao e Entropia 85

No caso discreto, H(X) > 0, com H(X) = 0 se e s6 se X for degenerada, enquanto
no caso continuo a entropia pode ser negativa. No caso discreto,

HaX +3)=H(X), a,B€R com a#0

isto é, a entropia é invariante por translacoes e para mudancas de escala. No caso abso-

1 T —
lutamente continuo, como f, x+s(z) = mfx ) a entropla € 1nvariante para
translagoes mas nao para mudancas de escala

H(aX + ) = H(X) + logy(9) -

Chamamos distancia da entropia relativa, ou distancia de Kullback-Leibler, ou ainda
divergéncia de informacao entre duas funcoes densidade de probabilidade fx e fy

D(fx;fy) = /S(X) log, (fcj—g;) fx(z)dx.

A aplicacao D que nao é uma distancia no sentido topolégico, uma vez que nao é simétrica
e nao obedece a desigualdade triangular. No entanto D(fy ; fy) > 0, com D(fx; fy) =0

se e 56 se X Y . Note-se que a propriedade anterior é um caso especial da desigualdade

de Gibbs. De facto, a desigualdade decorre imediatamente da desigualdade de Gibbs.
Considerando g : [0,00) — R tal que g(z) > ¢ (1 — %) , para algum ¢ > 0 com igualdade
se e sO se x = 1, entao

[ (519 e [ 1-52) o

=c [/R Is(z) fx(z)dz — /RfY(x) Is(x)dx]
—c[l-P(Y € S(X))]>0.

. . , d
Mostra-se ainda que a igualdade ocorre se e s6 se X =Y .

Como g(x) = log,(z) verifica as hipdteses acima, conclui-se que D(fx ; fy) > 0, com
D(fx;fy) =0 seesbse X<y,

. D , N
Diz-se que X,, — Y se e s6 se D(fx; fy) — 0. Esta forma de convergéncia é mais
n—oo

n—oo

forte do que a convergéncia em L!. Kullback mostrou que

D(fx;fv) > 10226 (/R | fx () — fy(m)\dx)Q .

Demonstramos agora que as variaveis aleatérias com distribuicao exponencial e gaussiana
tém notaveis propriedades de maximizacao da entropia, respectivamente na classe das
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variaveis aleatérias com suporte numa semi-recta e valor médio finito, e na classe das
variaveis aleatérias com suporte na recta e variancia finita.

Teorema 3.1.1. Seja fx a funcao de densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatoria X com E(X) = p e suporte S = (0,00) , e seja Y, —~ Exponencial(p). Entdo
H(X) <H(Y,), com igualdade se e s6 se X for uma varidvel aleatdria exponencial.

Demonstracao
Temos que
Dl i (a) = [ o, ( ij((;)) fela)te = [ log, fx(a) ~ log, f ()] Fe(o)de
_ / fx(z) logy fx(x)dz + log, s / " fx(@)dz + logye / ) (o)
— H(X) 0820 ) H(X) + logy(sue) = —H(X) + H(Y,).
Como

D(fx;fv,) 2 0= —H(X)+H(Y,) >0 H(X) <H(Y,),

com igualdade se e s6 se X 2 Y,. O

Note-se que, como referimos no capitulo 1, seccao 4, a exponencial tem um papel
semelhante a gaussiana na classe de Kovalenko e a Laplace tem um papel semelhante a
lei gaussiana associada ao semi-grupo geométrico.

Teorema 3.1.2. Seja fx wuma funcao de densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatéria X com varidncia o? e suporte S =R, e considere-se, sem perda de generali-
dade, que E(X) =0. Seja Y, ~ Gaussiana(0,0). Entio H(X) < H(Y,), com igualdade
se e s6 se X for uma varidvel aleatoria gaussiana.

Demonstracgao

Temos que

D(fx: fv) = / logy (fx(2)) fx (x)dz — / logs (fr, (2)) fx (x)dz
:—H(X)‘F/]wax( Ong/ fx(z

2 202
1
= —H(X) + 510g2(27rea2) —H(X) + H(Y.
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e consequentemente H(Y,) > H(X), com igualdade se e s6 se X Ly,. O

Note-se que, na distancia de Kullback-Leibler, uma varidavel aleatoria
X com valor médio E(X) e variancia Var(X) estd mais proxima de

Yo — Gaussiana(E(X),/Var(X)) do que qualquer outra varidvel aleatoria

gaussiana. De facto,

Difx: ) = / Fx (@) logy(fx (x))dz — / fx(2) logsy (v, (x))de

_(e=pw?
= —H(X) = [ fela) log, (ﬁ #) d

:—H(X)—kw/fx(x)d long/fX (z — p)*dz

log,(2 7 0?) N log, e
2 202

= —H(X) + E((X - p)?)

pelo que a escolha 6ptima para p é E(X). Por outro lado, minimizando D(fx ; fy, )
como fun¢ao de o, verifica-se que, para u = E(X),

log, (2 1
D(fx: wa) =—H(X)+ —ngé ) + — |log, o’ + 082 ¢ Var(X)
OD(fx; fv,.,) 1 1
wo/ — 1 —Var(X)=0
= oo o log?2 082€ 3 ar(X)
2
g2 log, e Var(X) =0
2
< log 2 = logy e Var(X) & o* = log, 2 logy e Var(X) & ¢% = Var(X),

isto ¢, verifica-se que o minimo ¢ atingido quando Var(X) = o?2.

Calculo da Entropia para Distribuigoes Estaveis com Densidade Conhecida

Apenas em trés casos a funcao de densidade de probabilidade associada a varidveis
aleatorias estaveis para somas é conhecida: gaussiana, Cauchy e Lévy. Vimos ja que se
X ~ Gaussiana(0,0) entao D(fx; fy,) = —H(X) + H(Y,). Relativamente as outras
duas distribuig¢oes conhecidas temos:
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i. Cauchy

A fungao densidade de probabilidade é dada por

1

fle) =~

Uma vez que a entropia é invariante por translagoes, vamos calcular a entropia para o
caso em que 0 =0

rl+a2) 71+ a2

1 1 1 1 1
=1 = de — [ 1 = d
Og2(w)4ﬂ1+w2 ’ /ROg2(1—|—a72)7r1+x2 ’

— logy(r) + / logy(1 + 2) fx (2)dz = logy(m) + Ellogy(1 + X2)] .

H(Xe) = B[~ log (o (o) = - [ 1og2(1 : )1 L 4

Dada uma variavel aleatéria X a sua distancia de Kullback-Leibler a Yo é

D(fxc3 Ivo) —/Rlogz <§§§(<§))> fxo(z)dz

— [ ora(Fxe (o) fele)dn = [ Tora(ie ) fclo) do
——H(Xe) [ 1og, (1 #) Fxe(a) de

T 1492

= —H(X¢) + log,y () /fo(a:) dr + /Rlogg(l +y2) fxo(x)de
= —H(Xc) +H(Ye) — Ellogy(1 + XZ)] + E[logy(1 + YZ)).

De D(fxc; fre) > 0 resulta

H(Ye) — Ellog,(1 + Y&)] > H(Xc) + Ellogy(1 + X2)].

ii. Lévy
A distribuicao de Lévy de parametros (%, 1) é absolutamente continua e tem funcao
densidade probabilidade definida por
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A entropia desta distribuicao é

Hmm:—lﬂ%xhwmf&@mx

_ /0 " log, (%) Fr () da
_ /0 h [1og2 exp (—%) —log, (\/ﬁ)} Fx, (2)da

89

o0 1 o0
= —/ log, exp (——) fx, (x)dx +/ log, (v 27Tx3> fx, (z)dz
0
> log, (2 oo
—togse [ o P+ 22 [ n s [ gt ()
0 0 0

logye [ 1 exp(—3;) ,  logs(2m) /*“’ 3 exp (—5;)

= 2 w4 —2 2 log, (1) ——~—22 g
2 Jo ® 2ma? 2 0 82(7) NG

logoe [ 5 1 1+log,m
— o2 o dp e 2052

Wor x exp 97 xr+ 5 +

1

2\/_/ log, (x /exp( %>dx

o0 1 o
/ %2 exp (——) dz = 25/2_1/ 52 exp(—t)dt
0 2w 0

2 2

= 23?1 (5) _gs2lp (1) = 23/21\/_ = V2r
2 2 ’

resulta que

log, me +1 3 > _3/2 1
H(XL) = 5 2\/%/ log, (z)x ™% exp o dx

log, me + 1 e 1
:—g22 — log, /7 + g2 +5+0.
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Dada uma varidvel aleatéria X com suporte em RT, a sua distancia de Kullback-Leibler
aX L é

DU fr) = [ 1o L] fe(ayas

— H(X) - /0 e, [%] fx(z)de

=-—H(X) - /0+OO log, [exp <— ! )} [x(z)dz + /0+OO log, [W} fx(z)dz

2

10g2 e +oo g +o0 52
=-—-H(X)+ — Efx(x)dx + log, V21 + log, x°/° fx (z)dx
0 0

1 1
=—H(X)+ Og;e]E (Y) + log, V21 + E(log, X*/?)

1 1 1
= —H(X) + —2E (Y) FH(XL) = =5 = L Elogy X

De D(fx; fx,) > 0, resulta

1 | 1
Og; °E (}) +H(XL) — Og; © I + E(log, X¥?) > H(X).

Embora nos dois casos apresentados anteriormente a distancia de Kullback-Leiber nao
seja uma “expressao elegante” , nao se conseguindo estabelecer para a Lévy e para a
Cauchy resultados andlogos aos da Gaussiana. Mas tem-se que

H(Ye) — Ellogy(1+ YZ)] > H(Xc) + Ellog,(1 + X¢)]

1 1 1
Og22—eIE (Y) +H(XL) — 282° [ 1 E(log, X¥/?) > H(X).

3.2 Distribuicoes com Entropia Maxima

Enunciamos de seguida, sem demonstrar, dois lemas que serao necessarios mais tarde
(detalhes sobre a demonstragao dos lemas podem ser encontrados em Linnik e Kagan,
1973, pp. 408.).
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Lema 3.2.1. Sejam > a; e Y. b; séries convergentes de termos positivos tais que

Yo a; > > b;. Entdo
E a; log (ﬁ) <0.
a.

(2

Lema 3.2.2. Sejam f e g funcgoes integraveis nao negativas com respeito a medida ji, €
S o conjunto onde f > 0. Se [o(f —g)du >0, entdo

s (1) auzo, (3.1)

com a iqualdade a verificar-se se e sé se f = g quase certamente (qc) para a medida jui.

Seja X uma varidvel aleatéria que toma valores num dado intervalo ]a,b[, e com
funcao densidade de probabilidade fx . Recordemos que a entropia de X ¢ por definicao

b
- / fx (@) log(fx(2)) da

A simula dos resultados sobre entropia maxima encontram-se num teorema de Kagan-
-Linnik-Rao (1965) pp. 408-410 que abaixo transcrevemos:

Teorema 3.2.1. Seja X uma varidvel aleatoria com densidade

fx(x) >0 para z€la,b] e fx(z)=0 -caso contrdrio, (3.2)
com a,b € R.
Sejam hy, ho, -+ fungées integrdveis em la,b[ satisfazendo para as constantes dadas
g1, 92, as condicoes
b
/ hi(z) fx(z)de =g; ,i=1,2,--- . (3.3)
a
Entao a entropia mdxima € atingida pelas distribuicoes com densidade da forma
fx(z) = exp{ap + a1hi(x) + agho(x) + -+ } | (3.4)
(e sé por elas), se existirem ag,aq,--- tais que a densidade anterior satisfaz as condi¢oes

(8.2) e (3.3).
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Da aplicacao do teorema anterior chegamos aos seguintes resultados:

Conjunto de valores Restrigoes Fdp
da va correspondente a entropia maxima
(0,1) flz)=1
Uniforme
xmfl —x n—1
0,1) E(log(X)) = g1 fo) = T
E(log(1 — X)) = g2 Beta
(0, +00) E(X) =g flz) =ae™
Exponencial
(0, +0) E(X) = g @) = oo e ™
E(log(X)) = g2 Gama
—(z—p)? /202
R E(X)=a f@) = —= ’
E(X?) = ¢y Gaussiana
R EIX| =g flx)=3e "
Laplace

A tabela anterior da-nos uma série de distribui¢oes de probabilidade com entropia
maxima, mas de entre elas hd uma que tem informacao de Fisher minima. Na seccao
seguinte vamos comecar por definir informacao de Fisher para de seguida ver qual, ou
quais, tém informacao de Fisher minima.

3.3 Informacao de Fisher

Um resultado de De Bruijn cf. Barron (1985) estabeleceu uma ligagao notével entre en-
tropia e informacao de Fisher, nomeadamente permitindo observar que entropia maxima
e informacao minima sao atingidas sob as mesma condigoes.

A informagao de Fisher para uma familia de distribuigoes {Fy,0 € A} no espaco
(X, A) onde A é um intervalo no eixo real, com densidade f(x,#) com respeito a alguma
medida g é definida como

7000 5y (PBLOON [ (DS@ON' g,

sob a hipotese que o lado direito existe.

Considere uma familia de distribuicoes em R, dependendo de um parametro de locali-
zacao 0 e dada pelas densidades f(x —6) com respeito a medida de Lebesgue. Assuma-se
que
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i. f tem derivadas continuas;
i, [pa? f(z)de < oo
iii. |z| f(z) — 0 quando |z| — co.

A informacao de Fisher para a familia de densidades f(z — 6) é igual a
1 —0)\?
J(X,0) z/ Olog /(@ ~ )\ 12 _ ) da.
R 00

Facilmente se vé que

_ PN 1 de — 700
sxo=[ (55 s =0 =700,

No caso de X ser uma variavel aleatoria cuja funcao densidade de probabilidade
fx(x|01,02,--- ,6,) é diferencidvel em relagao a 6q,0s,--- 6, , a informagao de Fisher é
a matriz cuja entrada (i, j) é definida por:

0
ij / fX ae ) aej fX(.CC)d.fU, 2, ] ) y TV,

e permite avaliar a que ponto sao salientes os picos da fungao log-verosimilhanca.

No caso particularmente importante de € ser um parametro de localizacao, isto é, se
fx(z|0) = fx(x —0), a definigao de informacao de Fisher pode ser apresentada de uma
forma mais manipulavel:

Definicao 3.3.1. Seja X wuma varidvel aleatoria cuja funcao densidade de probabilidade
fx(x|0) = fx(x —0) tem derivada continua. A func¢ao de pontuagio (score) é

fx(x)
fx(@) dl‘

e a informacgao de Fisher relativamente ao parametro de localiza¢ao 6 ¢é

T(X,0) = E [A(X)] .

px(X) =

In fx(z)

Note-se que,
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Verificando-se que

e que

Assim, o efeito de estandardizar uma varidvel com valor médio p e variancia o2 é na
funcao score:

pxu(X)=0opx(p+oX).

Definicao 3.3.2. A informacdo estandardizada de Fisher, se X tiver funcdo score px ,
valor médio p e varidancia o* é:
X —pu 2
(,OX(X)—i- g > ] .

A racionalidade desta definicao ficara plenamente visivel quando discutirmos a de-
sigualdade de Cramér-Rao.

Tu(X) = 0*E

Exemplos

1. X —~ Gaussiana(p, o)

Neste caso a funcao score é dada por

T—11)2 )2 !

o e _ mm e () ()
P = @) L o (e
Varo OXP 207

T —p
o2
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e a informagao de Fisher — J(X)

(X —p)?

T = Bl (X)) = E| | = SiBx - 2 x )

g

1 1
= (0" + 7 =2+ 4) = —,

assim, a informacao de Fisher estandardizada é:

X—p X—p 2
(e Xy

Ju(X) = 0*E

Note-se que

e consequentemente a funcao score € linear se e s6 se X for gaussiana. Esta
caracterizacao das populagoes gaussianas é de grande utilidade.

2. X ~ Gama(n, ;)
Tem-se que a fun¢ao densidade de probabilidade é dada por:

gngn—le "

fx(z) = O L(0,100) (2)

com E(X) = g e Var(X) = z .

Entao a funcao score, para x > 0 é dada por:

0" (n—1)a"2e """ + 0" 2" (—0)e
[(n)
Px (.1') = g gn—Lo 0
['(n)
~ T(n)om e (n— 1)zt — 0] ~n-—1_ 9
B [(n)@nan-te™” oz '

—0x
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A informacao de Fisher - J(X) é

700 =B O0 = | "L - 2"

—(n—1)?E {—} —20(n— 1)E {a + 6%,

tendo em conta que a transformada de Mellin para a funcao gama é dada por

E(X?®) = Fe(:LF—ELnL;) ,8>—n
tem-se que
TO0) = (0= VP G = 2 (0= ) + 6
= ( 1)20222 — i’;: —20%(n — 1) EZ — ?;: +0°

A informagao de Fisher estandardizada é:
n
Ja(X) =S E

n—1_9+02X—9n 2
62 X n

- zef(2h- (20-22))]

_ n(n—1)2T(n—2) nin—1) ['(n—1)

0> 0-2T(n) 9  6-T(n)
I(n+1) 6* T'(n+2)
= —2 L —
+on oT(n) " n 6°T(n)
n?—n 2
= —n — 1 =

n—2 n—2°
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De seguida vamos definir distancia da informacao de Fisher. Para tal notemos que

fx(x) (@) f = Y(2) = fx(2)fy (@) fr(2)
fy () 2(fy(2))? / fx ()

2

(4 ix@))  Ux@)® [ ) = 2fx(2) fr(@) fx(@) [y (2) + fx (@) (fy (0)?
fy (@) 4(fy () fx()

-0 (376 -

2

_ 1A A @)y
fx(ar) 2 fy(x) 4 (fy(z)

Assim, a distancia da informagao de Fisher é definida por

dx

2

o (28

1 1
Se E(X) = p e Var(X) = o2, entdao J(X) > —3» com J(X) = — see sé se

X — Gaussiana(p, o). Esta famosa desigualdade de Cramér-Rao pode ser demonstrada
de forma muito simples usando as propriedades da funcao score. De facto, por simples
integracao por partes, e supondo que a funcao g satisfaz as condicoes de regularidade
necessarias (existéncia de derivada e x1_1)rfoo fx(x)g(z) =0)

JX.Y) =T (fx, fr) /fx (—1an()—ilnfy(x))2dx

Mm@MﬂbAm@M@hww

[ g(0) fxa)da

/&@m Z—AHWMWMw?EMMH
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A igualdade anterior é conhecida como identidade de Stein. As fungoes lineares
g(x) = ax + b satisfazem as condigbes de regularidade necessarias, e consequentemente

Elpx(X) (aX 4+ b)] = —E[(aX +b)'] = —a.

Conclui-se imediatamente que com a = —,
o

Como veremos na seccao seguinte a igualdade da-se se e s6 se X for gaussiana.

Tem-se assim que as populagoes gaussianas tém:

1. entropia méaxima, entre todas as com suporte em toda a recta real e com variancia

0'2;

2. informacao de Fisher minima, de entre todas as que tém variancia o2 e suporte na
recta real.

A relacao entre estas duas propriedades é a identidade de Bruijn: Se X , com variancia 1
e Z, ~ Gaussiana(0,0) forem independentes de facto

D(fx, fz,) = 1°g22€/m<J(X+Z) 1ig)da

long/ Tst( X+Z)

c=0.
1+0
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Notemos que

Tu(X +7,) = (1 +0)E X+Z"_E(X))2

(1+0)

(PX+ZU (X +7Z;) +

= (14+0) [ Bz, (X + 20) 428 (s (X 4 20)

1+o
(14 0)?

X + f:—UE(X))}

E[(X + Z,)* — 2(X + Z,) E(X) + (E(X))?]

2 n 1
l+0 (14 0)?

HW[JX+&%— ﬂ+®}

=(1+4+0)J(X+Z,)—1.

Donde ( )
Ist(X + Z,
— = =J( X+ Z,) - )
1+o JX+2,) I+o
logo
log,e [~ 1 1og2 / Tst(X + Z5)
X+ 2Z,) — :
2 /0 <j< + %) 1+J) l+o

A fungao integranda é nao negativa, e na demonstracao da desigualdade de Cramér-Rao
(Capitulo 2, secgao 1.2) apontou-se que seria zero se e s6 se X + Z, fosse gaussiana;
ora sabe-se — teorema Lévy-Cramér sobre a decomposicao da gaussiana em parcelas
independentes — que isso acontece se e s6 se X for gaussiana.

3.3.1 Distribuigoes com Informacao de Fisher Minima

De seguida enunciamos e provamos dois teoremas que afirmam que as distribuicoes gaus-
siana e gama tém informagao de Fisher minima.

Teorema 3.3.1. Na classe de todas as densidades com wariancia finita igual a o e

satisfazendo as condig¢oes

i. f tem derivadas continuas;
i. [pa® f(z)de < oo

iii. |z| f(x) — 0 quando |z| — oo

A informacdao minima € atingida para para distribuicoes gaussianas.
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Demonstracgao

Sem perda de generalidade vamos tomar / f(z)de =0. Seja AT = {z: f(x) > 0}.

R
Integrando por partes e tendo em conta as condigoes (i)-(iii) obtemos

/Na;f’(x)dx:— A+f(:c)d:r;

/ zf(z)de =—1.
A+

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

1—(/ W) (/ i o)

[ (F9Y swar [ s

donde

( Y @ [ @iz
(ﬂ@)f =
o [ oa(r@)? f(a)de > %
A+ o
s J(X) > ai , onde X é uma variavel aleatéria com densidade f .

A igualdade é atingida quando para alguma constante ¢
f'(@)
f(x)

(com respeito & medida de Lebesgue). Por causa da continuidade de f’ concluimos que

f'(z)

=c,r qcem A" (3.5)

=cx, para x € A" . Integrando (3.5) obtemos

f(z)
f,(x) = crdx
) dz —/ d
& log(f(x) = -+ B

ca?
& f(z) = Aexp 8 Vo € AT,
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onde A =¢" . Mas, A exp (%) # 0 para z real; entao, a continuidade de f, juntamente

com (3.5) implica
cx

i1 - o (2)

1 1

ondec:——2 e A=
o

o2

Considere-se agora uma familia de distribui¢oes na semi-recta R, dependendo de um
1 x

parametro de escala ¢ € R, e dada pelas densidades — f (—) com respeito a medida
a

o
de Lebesgue. Suponhamos que f satisfaz as condigoes (i) e (ii) enunciadas no teorema

anterior e ainda a condigao
iv. 22 f(z) — 0 quando z — oo, z f(x) — 0 quando x — 0.

A informacao de Fisher associada as varidveis aleatérias com densidades dadas por

1
—f <£> é igual a
o’ \o

J(0) = O e (2N L7 (%) 4
)= Gajmsoy LOT <5f<5>)} Ef<5> v
L@@ E) 1,
= g g e o) o - “Vd
{f(2/0)>0} Lr1(%) Jf(a> o
N O A
= —— -5 =% =f(2)d
{f(z/o)>0} o o2 f(§)> O'f<0) g
11 T 21 f (z) 1
— _ - d oL c) * T d
{f(z/o)>0} oo ( > x+/{f(x/a)>o} o3 f(%) Uf (U) T+

g
+/ xﬁ(f)flf 9 do
fafo=0y \O2f(5)) 0" \o
)

onde AT = {z: f(z/o) > 0}.
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Teorema 3.3.2. Na classe de todas as densidades com momentos o; = fooo 2 f(z)dx |
i =1,2,3, satisfazendo as condigoes (i), (i) e (iv), anteriormente referidas, a informagdo

minima € atingido pelas distribuicoes gama.

Demonstracao

/ zf(z)de=-1 e / 2% f(z)dr = =20 .
At At

Multiplicando a primeira relagao por u, a segunda por —A e somando obtém-se

Temos que

/ f()dx—ir)\/ 22 fl(x)de = —p + 2 oy

<:>/ z(p—Az) f'(x)de = (2hay — ).

Aplicando a desigualdade de de Cauchy-Schwarz, obtém-se

(X — p)? = { N ff’((;c)) z(p— Ax) f(x)d:v}
(z)

<[ (1}()) flaydes [ alu Ao e,

Entao, para quaisquer \ e u

f(x)\? ( — 2\ )? B (pa — 22 )?
/A+ <f<33) > flo)de 2 fA+ r(p—Ax)? f(x)dr B PP — 2pdan + Aag
(u — 2Xaq)?

SIT(X) >
(X) = praq — 2pdas + Nas’

onde para A\ e u dados, a igualdade verifica-se quando para alguma constante ¢ a seguinte

relagao
x ['(x)

f(x)
se verifica quase certamente em A1 . Por causa da continuidade de f a relacao anterior

¢ satisfeita para todo o x em AT . Absorvendo a constante ¢ em p e A e integrando a
igualdade anterior obtemos

=c(p— A1)

flx)=ke "t e AT, (3.7)
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Como e "zt #£ 0 ,Vz € R, , a continuidade de f garante a validade de (3.7) para todo o
x em R, . Fazendo up = v—1 e determinando k pelas condigoes de normalidade chegamos
a forma usual da densidade Gama

Az/ Az v—1
flz) = e ,x >0
I'(v)
2
a1 a7y C el o~ o~
Se tomarmos A = 5 eV = 5 0s momentos da distribuigao sao a; e ap. [

3.4 Distancia de Kullback-Leibler e Informacao de
Fisher — Algumas Aplicacoes

Denote-se Z, ~ Gaussiana(0,0), com funcao densidade de probabilidade

1 2
e 7 Ir(z).

fza(x70-) =

2mo

Esta densidade verifica a equagao diferencial do calor

0 1 02
% ($,a):§@¢(x,a).

Considerando Y; = X + Z,, com X e Z, independentes, e considerando que

H(Y,) = — / logs (fv, (4)) fv, dy
temos que
fra () = / fro (& — 1,0 fx(t) dt

pelo que,

G M) = = [ o 0) . ()] d

%fyo(y) 4
_ /S e ) dy - /S o8, () 5 v, () dy

__ 1 582 fro)dy— [ 1 19 d
N = /logz(fY ) _82 fv, (y) dy
2 S ? 8y2 ? ’
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onde § ¢é o suporte da funcao.

Da definicao de J

A N AN A
*7<Y")‘/S<fya<w>) fe@dv= | S50 Fut@) @4

integrando por partes, e admitindo comportamento regular de fy, em Foo

o) == [y, (@) ) de = ~1og2 [ logy (e (0) i (2} do. (39

Comparando (3.8) e (3.9), temos que

Integrando entre zero e infinito

= 9
/O%H(Yg)d log2/ jX+Z)d

<~ tILI?oH(Yt) —HYo) = log 2

Mas, Yy = X 4+ Zy com Z; uma gaussiana com média e variancia nula, logo é degenerada
em zero e Yo = X .

Sejam agora Z; —~ Gaussiana(0,/t) (v/t desvio padrao de Z;), e X com E(X) =0
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e Var(X) = 1. Como ja vimos

DUt f2) = [[1ow () fulo)ao

= / logy(fx(2)) fx(z)dz — / logy (fyi(2)) fx () d

o o (e )
— MO0+ [ TomsVI) iyt [0 ¥ futo) o

log, (27t
4 gz(”)

2
= —H(X) +logye [ o fx(x)da
log,(27t) 1
= —H(X) + Og?gﬂ ) 4 OieJE(XQ)
——H(X)+1°g2(22”) +1°2g§e, pois E(X?) =1.

Para V; = X + Z;, que tem valor médio E(Y;) = 0 e variancia Var(Y;) =1+1¢, vem

Dl f) = ~(¥i) + 2T o R [y
B log, (27 (14 t)) log, e
= —H)+ 2 2(1+1)

Comparando a expressao de D(fx, fz,) com D(fy,, fz,), verifica-se que apenas diferem
nas parcelas em que intervém a variancia (1 +¢) de Y;.

3.4.1 Desigualdade de Cramér-Rao Generalizada

Pretendemos através da informagao de Fisher chegar a uma das formas da desigualdade
de Cramér-Rao. Consideremos duas variaveis aleatérias X e Y, ambas com suporte
S = {x : fx(x) > 0}, e respectivas func¢oes de densidade de probabilidade, fx e fy.
Consideremos ainda K uma funcao regular e o € R. Temos

/s {%m Hﬁéiﬂ - O‘K(x)} fx(z)dz > 0.

Recordando a definigao de informagao de Fisher (cf, pp. 12)

I(fx,fy):/{il {‘ZE ﬂ}fx(x)dx
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obtemos

] o

:/{11 Hﬁf” +} Fx(x )dx+/2i1 [gg ” aK(x)fX(x)der/[aK(x)]QfX(:p)dx

= Z(fx,9v) + 20 /gd%{figﬂ fx(z)dz + o?E {[K(X)]?} . S

(3.10)
Mas

/5 @ chgxi] K (2) ()2
(x) B fs’/(x) ) ()

/ i x)K o — / vz >K<x>fx<x>dx,

!
onde py = Jsyecorde-se, é a funcio score de Y. Integrando o primeiro integral por
fY Y Y >

partes vem (da regularidade K)

i [ﬁiﬁﬂ Koo

s — / Fr(@)k (X)de — Elpy (X)K(X)]

/ fr (@) K'(X)dz — Efpy (X) K(X)]
= —-E[K'(X)] — Elpy (2) K (X)].

Substituindo (3.10) obtemos

[{am Bl O‘K(l’)}2fx(x)dx

=I(fx, fr) — 2aE [K'(X)] — 2aE[py (X) K (X)] + «"E{[K (X)]*},

de onde resulta

(fx, f) 2 2 E[KCO+ Blpy (X) KOO f-o? B (K1}
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O segundo membro é maximo para

B[K'(X)] + Elpy (X) K(X)]

o =

E(K(P)
De facto,
L (20 (B [K'(X)] + Elpy (X)K(X)]} ~ o’E {[K*(X)]}) = 0
2R [K'(X)] + 2E[py (X)K (X)] — 20E {[K(X)]?} = 0 &
E [K'(0)] + Elpy (K (X)] _
E(K(X)P)
A REIRX)] + Elpy (X)K(X)]) — o’ {[K(X)]*}) = ~2B {[K (X)) <0,

Consequentemente,

{E[K/(X)]+]E[pY(X) K(X)]} _{E[K’(X)]+E[py(X)K(X)]
E[K?(X)]

I(fx,g9v) > 2

{E[K'(X)] T Elpy(X) K(X)]}
E(KOT)

Seja. X uma varidvel aleatéria com E(X) = 0, Var(X) = o¢° e denote-se
Z, ~ Gaussiana(0,0) . Tem-se entao

(3.11)

X

pois pz, (X) = ——.

1
Note-se que a desigualdade de Cramér-Rao é J(X) > — , ou seja,
o
FIX)=1>0=0"J(X) >0 Ju(X)>0.
No caso de tomarmos K(X) = X vem

=" (Eé@!f_ ) - iE(x?)f
o) s T 0?)”

= 0_2

:O’
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isto é, a expressao (3.11) é uma forma generalizada da desigualdade de Cramér-Rao.

Seja S, = ZXk, e denote-se Y, Sem perda de generalidade, vamos supor

Sh,
\/ﬁ
que E(X}) = 0 e que Var(X;) = 0%, e em (3.11) vamos usar K(Y,) = Y,? — 0. Entao,
admitindo que E(X}) < oo,

E {K’(Yn) = % K(Yn)] E {gy _ Y_3 L 02}
sl 5] 5[ 5] - 2

onde my(X) = E(Y,F). E,
E[K*(Y,)] =EY, —25°Y,} + 0| =E(Y,)) — 26> E(Y;}) + o*

n

=my(Y,) — 20t + ot = my(Yy,) — o,

assim
02( mggn))Q < mg(Yn)>
s Yn Z z - Z
To(Yn) ma(Y,) — o ma(¥a) _ g
_ 1Y)
Como™ (x) (X) .
ms Ty 4 =
Y, = Y. 3
m3(Yn) N my(Ys) . -
vem

() (=)

m7:104 _{_304(7;1)_1_%_’_3”_3_”

xjst(Yn) Z
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Como

liminf n Ju(Y,) >

n—00 2

O resultado acima mostra que, a menos que 7;(X) = 0 (simetria) o melhor que ha a

. : 1
esperar é uma velocidade de convergéncia O (—
n

N—
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Capitulo 4

Aproximacoes por Leis Limites
Estavels — Mais uns Passos em
Volta

4.1 Teorema Limite Central e suas Generalizagoes

O Teorema Limite Central classico, demonstravel com funcao caracteristica, é o fecho
de cupula de muitos livros elementares de Probabilidade. Fizemos o seu elogio q.b. na
Introducao.

Anote-se no entanto que esse teorema, tao apropriado para uma exposicao didatica a
nivel elementar quando olhado com espirito critico mostra-se em certo sentido deplora-
velmente “matematico” . De facto:

1. a evolugao da demonstracao caminhou no sentido de aligeirar hipdteses sobre os
momentos, obtendo-se uma demonstragao de grande elegancia, mas que esconde o
facto de nas situacoes interessantes ser possivel obter aproximagoes O (%) , enquanto
na formulagao habitual a velocidade de convergéncia é apenas de O (\%)

2. o teorema assenta na hipdtese irrealista de as parcelas serem independentes e identi-
camente distribuidas. Usando operadores de contraccao, Lindeberg (1922) estabele-
ceu um teorema mais geral (equivalente, num sentido precisado em Pestana e Velosa
(2002, pp. 996)) ao teorema com condigoes sobre a existéncia de E(X?) , de Liapuvov
(1901). Por lado, Erdés and Rénye (1966) estabeleceram um resultado andlogo
sob condigoes de permutabilidade, essencial em Teoria da Amostragem, em que a
estratégia mais comum é amostragem simples sem reposicao, quando se aborda o
problema da determinagao da dimensao da amostra requerida para obter o grau de
aproximacao pretendido.

111
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Por outro lado, as condigoes sobre existéncia de segundo momento sdo mais naturais (veja-
-se na introducao a discussao ligando o TLC' a anélise da velocidade de convergéncia na
lei dos grandes nimeros — LGN ), mas é facil exemplificar que se trata de uma condigao
suficiente, mas nao necessaria.

O tratamento geral fez-se (Feller, 1967) no contexto da variagao regular de Karamata
(1930). E alids o contexto que, a posteriori, veio a revelar-se adequado para o estudo dos
dominios de atracgao para limites estaveis, quer em esquemas de somas quer em esquemas
de extremos.

Expomos brevemente estes desenvolvimentos, e os resultados parcelares (mais encora-
jadores) que obtivemos na tentativa de construir uma teoria geral de leis limites lascada
no critério de entropia maxima sob restri¢oes especificas.

O Teorema Limite Central cldssico afirma que se { X }r>1 ¢ uma sucessao de varidveis
L . . e d .
aleatérias independentes e identicamente distribuidas, X, =X, e E(X?) < oo entao,
denotando S, = >, Xf , tem-se

Sn — B(Sn) 47~ Gaussiana(0,1) .
Var(S,,) n—
Mas o teorema enunciado de modo informal anteriormente, tem subjacente hipoteses
muito fortes — identidade distribucional das parcelas, independéncia das parcelas e caudas
de peso moderado — tal nao permite considera-lo uma justificagao para o uso generalizado
do modelo Gaussiano.

Assim, o Teorema Limite Central classico foi generalizado de varias maneiras relaxando
as varias hipoteses. Comecemos por ver as generalizagoes do Teorema Limite Central para
variaveis nao identicamente distribuidas.

Teorema 4.1.1. (Teorema Limite Central com a condi¢ao de Liapunov)

Seja {Xk}ren uwma sucessio de wvaridveis aleatorias independentes tais que
E(Xy) =0, Var(X;) =07 < 0o e E(|Xi|?) < co. Denote-se

o2 =0l +--+o2.
Se
1 n
0.*3 E (|Xk|3> r:oo
nog=1
entao

1 < Sy,
— ZXk’ = — — Z ~ Gaussiana(0,1).
g, oF n—oo
n k=1 n
A demonstracao pode ser consultada em Pestana e Velosa, 2002, pp. 995-996.

Outra generalizacao do Teorema Limite Central para varidveis nao identicamente dis-
tribuidas foi estabelecida por Lindeberg:



Capitulo 4. Aproximacoes por Leis Limites Estaveis 113

Teorema 4.1.2. (Teorema Limite Central com a condi¢ao de Lindeberg)

Seja {Xktren wma sucessio de wvaridveis aleatorias independentes tais que
E(Xy) = 0, Var(X},) = 07 < 00, e denote-se

*2 2 2
o, =01+ -+0,.

Se para todo € > 0

n

1
= 2?dFy, (v) — 0
On k=1 |z|>eas, nee
entao
1
— max o, — 0
oy 1<k<n ~ n—oo
e
n
1 Sh .
— Y X, =—" — Z ~ Gaussiana(0,1).
U:L pt a,, n—00

A demonstracao do teorema anterior consiste na aplicacao do Teorema de Liapunov

as variaveis truncadas
Xe se | Xi| <enol

0 se |Xy| >euof |

com ¢, — 0, e em verificar que o efeito da truncatura é negligivel. A demonstracao

n—oo

detalhada pode ser encontrada em Pestana e Velosa, 2002, pp. 996-1000.

Os teoremas anteriores sao essencialmente equivalentes, apesar de se apoiarem em
hipdteses diversas.

Feller (1935) demonstrou que as condig¢oes de Lindeberg sao nao sé suficientes como
também necessarias para convergéncia de somas normadas para o modelo gaussiano.

O interesse do Teorema de Lindeberg-Feller reside no facto de evidenciar que a con-
vergéncia para o modelo Gaussiano resulta da contribuicao de cada uma das parcelas ser
negligivel.

Teorema 4.1.3. (Lindeberg-Feller)

Seja {Xk}p>1 uma sucessao de waridveis aleatorias independentes tais que
E(X;) =0, Var(X;) = 0} < 00, e denote-se

*2 2 2
o, =01+ +0,.

Entao
1 ¢ Sh
— ) Xp=— 47~ Gaussiana(0,1) .
In =1 Tn "0
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(uniformemente em x € R) e
1

— max o — 0
0';'2 1<k<n  n—oo

se e s6 se para todo € > 0
n

5 / 2? dFy, (z) — 0.
|z|>e07,

* n—00
nog=1

1

g

Sob a hipotese de as parcelas serem independentes e identicamente distribuidas, mas
relaxando a condigao sobre a existéncia de momentos, o Teorema Limite Central, no sen-
tido mais amplo de convergéncia de somas normadas de variaveis aleatorias, foi abordado
com toda a generalidade por Paul Lévy, que comecou a investigar os possiveis limites nao
degenerados de 22=92  onde as “constantes de atraccao” a, > 0 e b, € R tém a funcio

bn
de estabilizar a soma.

4.2 Dominios de Atraccao e Leis Estaveis para Somas

4.2.1 Leis Infinitamente Divisiveis

Variaveis aleatorias tal como as Poisson, as Gamas e as Gaussianas, podem ser decom-
postas na soma de n parcelas independentes e identicamente distribuidas, para todo o
n=1,2,---, sao apodadas por esse facto de infinitamente divisiveis, e tém um papel im-
portante na teoria da adi¢ao de variaveis aleatoérias. Por outro lado, é impossivel escrever
a uniforme como soma de duas variaveis independentes e identicamente distribuidas, pelo
que é apodada de irredutivel.

Khintchine demonstrou que qualquer variavel aleatéria pode ser decomposta na soma
de variaveis aleatorias irredutiveis e infinitamente divisiveis sem factores irredutiveis, um
teorema que paraleliza o teorema fundamental da aritmética racional, que mostra que
todo natural pode ser decomposto em produto de naturais primos.

Lembramos que uma variavel aleatéria X € infinitamente divisivel se e s se para todo
on > 1, existirem variaveis aleatorias Y,, tais que

Xifjm,
k=1

onde as variaveis Y, sao réplicas independentes de Y,,. Por outras palavras, para todo
n>1
o *1,
FX — FYn 3
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onde F*" denota F' x F x---x F', ou, em termos de funcoes caracteristicas

X = (SOYn)n .

Ou ainda: X ¢ infinitamente divisivel se e s6 se, para todo n > 1, v, = (¢x)" for uma
funcao caracteristica.

Prova-se que qualquer variavel aleatoria infinitamente divisivel ou é Poisson composta
ou entao limite de uma sucessao de variaveis aleatérias Poisson compostas, um notavel
resultado que se deve a de Finetti (1930).

Um resultado importante associado a fungoes caracteristicas de variaveis infinitamente
divisiveis é o seguinte:

Teorema 4.2.1. Uma funcdao caracteristica infinitamente divisivel nao tem zeros reais.

A demonstracdo pode ser consultada em Pestana e Velosa (2006, 2% edi¢ao), ou em
alternativa em Lukacs (1970).

O resultado anterior, tem como consequéncia o facto de qualquer fungao caracteristica

infinitamente divisivel poder ser escrita na forma: ¢ = e” , o que estd na base das
representacoes candnicas das fungoes caracteristicas infinitamente divisiveis.

4.2.2 Dominios de Atraccao e Leis Estaveis

Jé referimos no capitulo 1, o porqué do interesse em investigar modelos aditivos alterna-
tivos ao modelo gaussiano, em situacoes em que distribuicao de base tem caudas pesadas.
Mais concretamente, caracterizar as possiveis leis limite (convergéncia fraca) de somas
padronizadas S"a_b" ,onde S, = Y7 | X}, com parcelas Xj; independentes e identica-
mente distribul’dznms, e as constantes normalizadoras ou constantes de atraccao a, > 0 e
b, € R. As constantes normalizadoras téem a funcao de “centrar” S,, subtraindo-lhe b,
por forma a localizd-la junto da origem, e “reduzir” dividindo por a, para estabilizar a

escala.

Também referimos, anteriormente, que as leis estaveis sao distribuicoes infinitamente

divisiveis. De facto,
oy (L) = e
Y o Y ;

Q
3

n

e consequentemente para todo o n € N | goi// "(t) = @ny_s, (t) é uma funcio caracteristica.

Podemos assim, concluir que a gaussiana ¢ estavel com expoente caracteristico 2, e
que a Cauchy é a estavel simétrica com expoente caracteristico 1.

De seguida vamos enunciar, em forma de teorema algumas propriedades das leis
estaveis.
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Teorema 4.2.2. Todas as distribuicoes estdveis sao continuas.

Demonstracgao

Suponhamos que F' tem um ou mais atomos e seja p o maior dos seus pesos. Para
distribuicoes estaveis os atomos de F'x F' diferem dos de F' apenas por localizagao e nao
pelo seu peso. Assim, F'x F' tem entdao um atomo de peso p, o que contradiz o facto de
sob convolugoes o peso maximo dos atomos decrescer. O

Enunciamos sem demonstracao o seguinte teorema:

Teorema 4.2.3. Se ' € estdvel com expoente o # 1 existem constantes a e b tal que
F(ax +b) € estritamente estdvel.

A restricao a distribuicoes estritamente estaveis é menos séria do que a primeira vista
pode parecer, porque toda a distribuicao estavel com expoente o # 1 pode ser centrada
de modo a tornar-se estritamente estavel.

Como j& vimos, uma funcao caracteristica infinitamente divisivel nao tem zeros reais.
Com base neste resultado, Kolmogorov (1932), para o caso de variaveis infinitamente di-
visiveis com variancia finita, Lévy (1934) e Khintchine (1935) descobriram representagoes
integrais das respectivas funcoes caracteristicas, que foram a base do desenvolvimento da
“aritmética das variaveis aleatdrias”.

Como qualquer variavel estavel é infinitamente divisivel, a funcao caracteristica de
uma variavel aleatéria estdavel pode ser escrita usando a representacao canénica de Lévy.
A representacao geral de uma funcao caracteristica estavel é:

t
o(t) = exp {iat—c|t|°‘ {1+iﬁmw(t,a)}} (4.1)
com localizacao a € R, escala ¢ > 0, indice ou expoente caracteristico 0 < a < 2, e
coeficiente de assimetria —1 < 3 <1, e

tan () a € (0,1)U(1,2]
w(t,a) =
2 In(|t]) a=1.

As caudas da funcao distribuicao F' de uma variavel estavel satisfazem a

2 — 2 —
= . 2 F(—x) — A = a

(1 —F(z) — A
ci1+c « cL+c «

, (A>0),

comcy,co >0 eci+cy >0, quando z — o0 .

Excluindo o caso o = 2, [ qualquer, verifica-se que na expressao (4.1)

Co — C1

1+
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e o parametro de escala ¢ é, para todo o ar, (0 < v < 2)

¢c=—(a+)Qq),

com
—cos(Z) (1 —a) a€(0,1)

Qlo) = -3 a=1
cos (Z2) F(al__f) a € (1,2).

4.2.3 Funcoes de Variagcao Regular e Lenta

Sejam X1, X, ..., X,, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
distribuicao comum F', média zero e variancia unitaria. Seja S, = X; + ...+ X,,. O
Teorema Limite Central diz que a distribuicdo de S, n~'/? converge em distribuicdo para
uma variavel aleatoria gaussiana. Para distribuicoes sem variancia as constantes nor-
malizadoras tém que ser escolhidas de modo diferente, mas o limite pode ainda existir.
Note-se que as distribuigoes estaveis sao as tinicas que ocorrem como tais limites.

Definigao 4.2.1. Uma func¢do de valores reais L , definida sobre um intervalo (a,+00) é
dita de variacao lenta se

i. L(xz)>0,Vz € (a,+00)

L(zy)
— 1 para cada x>0
L(y) y—oo

iii. L € limitada para cada subintervalo limitado de (a,00) .

Uma fungao ¢ definida sobre um intervalo (a,00) € dita de varia¢ao reqular com expoente
p se existe uma fung¢ao de variagdo lenta L tal que ¢(x) ~ xL(x) ;o — oo

Se L ¢ uma funcao de variacao lenta, um resultado a que se recorre frequentemente
afirma que zL(r) — oo. Este resultado ndo é necessariamente verdadeiro se (4ii) na
r—0Q

definigao anterior for omitida. Se condigao (4ii) na defini¢ao anterior for substituida pela
condicao

11’. L é mensuravel,
a condicao (4i) ainda se verifica (embora (4ii) e (44’) ndo sejam equivalentes). Sob as

condigoes (1), (i) e (4i’), isto é, L mensuravel e de variagao regular, é vélido o teorema
de representagao de Karamata

L(z) = c(z) exp ( / ’ @dt) ,
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onde ¢(z) é uma fungdo mensuravel que satisfaz c¢(x) — ¢ > 0 (¢ constante) quando
x — 00, onde 0(t) é integravel a Lebesgue sobre (a,z) Vx > a e 0(t) — 0 quando t — oco.

Prova-se que, se L1 e Ly sao duas funcoes de variacao lenta o seu produto também o
é. Se, além disso, Ly e Ly forem mensuraveis e de variacao lenta (isto é, (444) substituido
por (iii’)), entdo o quociente entre L; e L, também é de variagdo lenta, o que nao é
necessariamente verdade se (744) se verificar, mas (") nao se verificar.

Autores como Loéve particionaram os dominios de atracgao em dominio standard (Dg)
e dominio de atrac¢do nao standard (Dy).

X1+ + X,
X € Dg(Y,) sse Ani/a T:@Ya
enquanto,
X+ + X,
X € Do(Y,) sse o Ay,

nt/a L(n) n—oo

com L de variagao regular tal que L(x) - ¢ € (0,00).

Por exemplo, todas as variaveis aleatdérias com variancia finita estao no dominio de
atraccao standard da gaussiana.

As condicoes de atraccao podem ser expressas usando a teoria de variacao regular de
Karamata (1930):

Teorema 4.2.4. A varidvel aleatéria X € D(Y,) se e s6 se o seu segundo momento
x
truncado, s(x) = / w?dFx(w), for uma funcdo de variacdo lenta. No caso em que

—T

0<a<2,XeDY,) seesdse

1-— Fx(l‘)
. —————=—ke|0 .
Fx(—t 1—Fx(t
2. x(tw) + x(t ) — 7%, ou seja, a soma das caudas P(|X| > z) é uma

Fx<—(13) +1-— Fx<1‘> t—o0
fungdo de UaTiCL§dO T@gUlCLT com expoente —Q.

A demonstragao pode ser consultada em Galambos (1995, pp. 257-262).

Como se disse atras, o dominio de atracgao de uma lei estavel pode ser particionado
num “dominio de atraccao standard”— em que as constantes de atraccao sao da forma
An'* onde a é o indice da estdvel —, e num “dominio de atraccio nao—standard”, em
que as constantes de atraccao sdo necessariamente da forma L(n) n'/%, com L uma funcao
de variacao lenta no sentido de Karamata, isto é,

L(n) — K €]0, +o0|

r—00

e 0 < o <2 éo indice caracteristico da variavel aleatéria limite Y .
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4.3 Velocidades de Convergéncia em Caudas com
Condicao de Regularidade de 2% ordem

Considere-se agora uma sucessao { X }ren de varidveis aleatérias simétricas independentes
e identicamente distribuidas no dominio de atrac¢ao nao standard de uma estavel simétrica
Y, , com funcao caracteristica

oy, (t) =exp{—clt|}, a€(0,2) e ¢>0. (4.2)

Entao, as caudas da funcao distribuicao comum das varidveis X,k = 1,2,... tém o

seguinte comportamento assintotico

c1 +o(1)
(—z)”

onde ¢, ¢cg > 0, ¢1 + ¢ > 0 e L é uma funcao de variagao lenta em infinito. Como

estamos a considerar variaveis aleatdrias simétricas tem-se c¢; = cs.

L(=z), 2<0 o 1-F<@:%§<DL<$>, c>0  (4.3)

F(—z) =

Calculando a funcao caracteristica obtemos

ex(t) = /_OO eimf(a:) dx = /_OO cos(tx)dF(z) + i /OO sin(t z)dF(z)

[e.9] o0 —0o0

=1- 225/000 sin(tx)[1 — F(z)] dz (4.4)

que é uma funcao real uma vez que F' é simétrica.

Para qualquer distribuicao no dominio de atraccao de uma estavel com expoente ca-
racteristico a é valido o seguinte resultado

Teorema 4.3.1. Uma funcdo distribuicdo com funcdo caracteristica ¢, pertence ao
dominio de atraccao de uma estdvel cuja fungao caracteristica tem logaritmo da forma

et [1 _ w%wuw]

onde «, B, c,w(|t|, ) estao definidos em (4.1) se e sé se numa vizinhanga da origem se
tem

log(p(t)) = iat — |t (1) [1 il aﬂ

onde a € uma constante real, ¢ L € uma funcao de variacao regqular lenta quando t — 0.

A demonstragao deste resultado utiliza as seguintes aproximacoes vélidas quando
t—0
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)0<a<lAl<a<?2

/000 sin(x) Lix/t dx ~ [2-qa) cos <%> L(1/t) e

e 11—«

(i) a=1

/0 " sin() 25 4y ~ /t " sin(@) 25 g 4 o) =

X x

_ L(l/t)/OOOSiI;ﬁ da + O(?)

A demonstragao do resultado encontra-se completa em Linnik (1959), pp. 85-86.

Considere-se uma sucessao { Xy }ren de varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas no dominio de atrac¢ao de uma estéavel de indice «, Y, . Para simpli-
ficar vamos supor que estamos a trabalhar apenas com variaveis aleatérias simétricas.

O caso a = 2 isto é, quando se esta a trabalhar no dominio de atraccao da gaus-
siana, foi ja muito explorado, sabendo-se, por exemplo, que quando as variaveis aleatérias
X tém terceiro momento finito, denotando por F),, a funcao distribuicao das somas
padronizadas e por ® a fungao distribuigdo da gaussiana (0, 1) se tem

mgx‘Fn(x) — ®(z)|= O(n=1/?).

Quando 0 < o < 1 o problema torna-se um pouco mais complexo, mas existem alguns
resultados no campo dos dominios de atracgao standard. Por exemplo, num trabalho de
Cramér de 1963 onde se mostra o seguinte resultado:

Teorema 4.3.2. Seja ' uma dada funcao distribuicao, satisfazendo as sequintes
condicoes:

1. F' € simétrica,

it. para x — oo tem-se 1 — F(x) :x%jtx%—l—()(x_ﬁ), com (0 < a<f<2,eq uma
constante

iii. se 3 <1, O(x=%) é mondtona para todo x > 0 suficientemente grande.

. limsup |f(t)| < 1.

[t|—o0
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Entio F,(z) = [F (n'/* (m))}n — Gu(x), com G, uma fungdo distribuicdo estdvel e
simétrica, com

F.(z) — Gu(z) = —Qrg‘f—ﬁ(f) +o(nt=hl) se  B<2a

F.(z) — Go(z) = P2 Goun(@) 4 on™') se 2a<pf <2

2n
onde -
pP— p/ ST) 40 > 0,
o ¢
Q=2q/ sin(z) d.
0 ?
e
1 [T
Gop = —/ 771 exp(—Pt™) sin(tx)dt.
T™Jo

No caso limite, quando 3 = 2a, a ultima relacdo verifica-se com P? substituido por

P? 4 2Q.

Nos dominios de atraccao nao standard, refere-se aqui o trabalho de Iglésias Pereira
et al. (1996) por ser especialmente interessante para nds: se {Xy}reny for uma sucessao
de variaveis aleatérias simétricas independentes e identicamente distribuidas, com funcao
distribui¢do comum dada pela expressao (4.3) onde se substituiu L por In, entao

_k In(x)

1— F(x) o

+7r(z), onde r(x)=0(n"%), z>0.

A fungao caracteristica de F' é p(t) =1 — 2tf0+°° sin(tz)[1 — F(z)]dx.

Usando as seguintes igualdades

/000 sin(,r)L(x/t) de =T(1 — a)cos <%> L(1/t) + o[L(1/t)],

‘%-CV

/000 sin(x) dz =T(1 — a)cos (%) )

xOé

tomando ¢ na vizinhanca de zero, e considerando 0 < o < 2, conclui-se que
In(p(t)) = —c|t|* L(?),
onde ¢ = —2kT(1 — a)cos (Z2) e L(t)=1—1Int|.

Atendendo as propriedades do logaritmo pode-se escrever

(o) ~ —elf* (1),

En



122 Distribui¢oes Conjugadas e Aproximacoes

. Lo Xi+--+X
onde resulta que a funcao caracteristica de S = . " tomando

Ay

A, = 1In(n)n'/e, é tal que

~ [ +
ln((pS,*L) ~ _C|t| " (079 > 0.
n—oo
Considere-se uma funcao de distribuicao F' de uma varidvel aleatéria X no dominio
de atraccao (para somas) de uma estavel de indice a. Suponha-se que X é simétrica,
absolutamente continua e que, para x > 0,

L(x) A

1—F(z)= —1—?—1—7"(3:)

xa
com 0 < a< 2,0 <f <v,L uma fungao de variagao lenta, r(z) = o(z™") e A uma
constante. A funcao caracteristica de X é

ot) =1 — 2t /Ooosin(t:x) (Lﬁ +%+r(x)) dz.

Fazendo y = z |t| e efectuando algumas simplificacdes’) tem-se

QD(t):l—Qt/Ooosjn(sgn(t)y) (% |t|a+y%|t|ﬁ+r(|7y|>) %dy

() oo { -t (™) oo b (e ) |-

O estudo de velocidades de convergéncia no que se refere ao dominio de atraccao da
gaussiana “parece” uma teoria com um alto grau de sofisticacao e complexidade. Porém,
quando se aborda o estudo da velocidade de convergéncia nos dominios de atracgao de
estdveis nao gaussianas é que as dificuldades emergem em todo o seu esplendor.

Tentamos, com o uso de parametros de segunda ordem — a exemplo do que se tem
feito nos dominios de atraccao de estaveis para extremos — controlar a velocidade de
convergéncia. Os resultados parcelares a que chegamos dependem de condig¢oes porventura
artificiosas, e a sua extensao para dominios de atraccao nao-standard traz complexidades
ainda maiores.

4.4 Convolucoes de Leis Estaveis

No que respeita a convolucoes de leis estaveis recordamos os seguintes resultados que
julgamos ser mais relevantes para o nosso trabalho, e cujas demonstragoes podem ser
encontradas, por exemplo, em Feller, 1960, pp. 271.

(WA deducio sem omissao de passos é apresentada em apéndice.
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Teorema 4.4.1. Sejam Fy e Fy duas fungoes de distribuicao tais que para x — oo
a;
- o)~ 2 L),

com L(z) wuma fungdo de variagdo lenta. Entdo a convolugao G = Fy x Fy tem uma
cauda de variagao regular tal que 1—G(x) ~ 952 [(z). Se 1—F(z) ~ ™" L(x) entdo
1—F™* ~ra = L(z).

Mais geralmente, é possivel mostrar (cf. Tucker, 1968, pp. 1382-1383) o seguinte re-
sultado:

Teorema 4.4.2. Sejam Fy,---,F,, ,m > 2, funcoes de distribuicao tais que, para
xr — 00,
1—Fi(x)~M, 1<i<m,
TPi
onde para algum k € {1,--- m} firo, 0 < p; = = pr < ppr1 < -+ < pm, € onde
Ly, , Ly, sdo fungoes mensurdveis de variagao lenta. Entao 1 — (Fy x--- % Fy,) € de

variacao reqular de expoente —py e, para r — 00,

k
1= (Fy%-ox F)(x) ~ ™™ Z Li(z).

Consideremos agora F' e G duas fungoes de distribui¢ao e suponhamos que

l1—F(z)~ax ™+ A2 4+0@™), 0<a<pm < <2

1-G(z) ~x™ 2+ A4+ 0x™), 0<a<py<iry<2,

com A; e Ay constantes reais. Interessa-nos saber como se comportam as caudas da
convolucao de F' com G isto é, como se comporta 1 — F'x G

Tem-se que
Ly(z)

T2

- L1 ($)

Tt

1— F(x) e 1-G(x)~

?

onde
Ll(l‘) =1+ A oM + O(;L‘Oq—lq) e LQ(:L‘) =14 Ayx®@H2 4 O(xocg—l/g) ‘

sao funcoes de variacio lenta(?.

Como L; e Ly sao funcoes de variacao lenta podemos aplicar o resultado do teorema
(4.4.2) para m = 2, tendo-se que

1 —(FxG)(x) ~ g~ min(en02) (Ly(x) + La(x)) ,

(2)Demonstracao feita em apéndice.
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com
Ly(x) + Lo(z) = 24+ Ajx™ ™" + Apz® ™12 4 O™ ™) + O(2*272) .

Supondo, sem perda de generalidade, que a; < ap temos

1— (F * G) (.1') ~ N (2 + AT+ A, ;L-O‘Q*#Q) 4 O(l.*(OQ*OLI*I/Q)) ‘



Conclusao

A teoria da adicao de varidveis aleatorias moldou o desenvolvimento da teoria da proba-
bilidade moderna. Mas sé recentemente, com o advento de disponibilidade generalizada
de meios computacionais eficientes, conceitos como o de modelo estavel comecaram a
evidenciar potencialidades praticas efectivas. Mesmo assim, a modelacao usando a lei
“normal” (porventura a mais anormal de todas, tantas sdo as propriedades relevantes que
dela sao caracteristicas) continua a dominar o panorama das aplicagoes, tal a facilidade e
eficiencia das metodologias estatisticas que lhe estao estreitamente associadas.

Importa por isso investigar condigoes gerais que esclarecam em que situacoes a aproxi-
macao por uma gaussiana — e, mais geralmente, por uma estavel para somas — é
aceitavel. Condigoes genéricas, como as desenvolvidas por Berry e Esséen sao bem conheci-
das, e existe uma teoria coerente de aproximacoes na zona dos grandes desvios. Cramér,
inspirando-se no uso de distribui¢oes conjugadas de Esscher, e Daniels, importando as
técnicas de aproximacao usando pontos sela, introduziram ideias seminais na area de con-
vergéncias estocasticas. Aquelas duas abordagens sao afinal equivalentes, e em trabalho
conjunto com Sequeira mostramos que num nivel mais profundo estao associadas a teoria
das somas aleatérias de varidveis aleatorias, permitindo inclusivamente uma re-obtencao
da férmula de Khintchine-Pollaczeck.

A apresentacao coerente é facilitada usando expansoes de Edgeworth e de Cornish-
-Fisher, a teoria dos polinémios ortogonais, por um lado, e restringindo a aplicacao a
distribuigoes da familia exponencial, por outro (atendendo a rela¢ao que tém com a desi-
gualdade de Cramér-Rao, a sua preponderancia na teoria das aplicacoes de Estatistica sé
pode ser considerada natural). A subfamilia de Morris ganha, neste contexto, um papel
de relevo, que porventura esta relacionado com o facto de a simetrizacao das densidades
dessa familia serem fungoes caracteristicas (um angulo que nao tivemos oportunidade de
explorar).

O aspecto mais notavel da abordagem de aproximacao na zona de grandes desvios
usando distribuigoes conjugadas e pontos de sela é que se obtém convergéncias O (%),
quando na abordagem classica nao se esperava melhor do que O <\/iﬁ> Este resultado

por si s0 justifica a importancia das expansoes de Edgeworth diferidas, e de toda a area
de small sample asymptotics que inspirou. Mostra, também, a relevancia dos cumulantes
de terceira e quarta ordem, ou seja o papel da assimetria e achatamento nas velocidades
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de convergéncia.

A explicagao deste espectacular progresso para convergéncias O (%) encontra-se afinal
na apresentagao do Teorema Limite Central via teoria da informagao. Anote-se, alids, que
a caracterizagao através da entropia maxima, que no caso de variaveis com suporte numa
semi-recta e valor médio finito conduz a exponencial, cuja simetrizacao é a Laplace, que
oportunamente referimos ser a N-gaussiana no caso de somas aleatérias subordinadas por
uma geométrica. Ha, assim, explicacoes muito profundas, e que reclamam uma re-ligacao
da Probabilidade a Fisica, no que se refere a comportamentos assintoticos.

Curiosamente o uso de expansoes de Edgeworth diferidas (tilted, isto é recorrendo
a distribui¢oes conjugadas) mostra que podemos encontrar excelentes aproximagoes nas
situagoes mais inesperadas, nomeadamente no que se refer a estavel de Lévy (uma possivel
explicacao, que nao conseguimos provar, terd porventura que ver com a relacao entre as
estaveis com expoente caracteristico a e com expoente caracteristico 1/«).

Mas o estudo genérico de aproximagoes de somas de variaveis aleatérias no dominio
de atraccao de uma estavel com expoente caracteristico a pela lei limite é mais complexo.
Apresentamos alguns passos na tentativa de uma teoria geral de avaliar velocidades de con-
vergéncia usando parametros reguladores de segunda ordem, restringindo assim a variagao
regular que caracteriza a soma das caudas das varidveis no dominio de atraccao de uma
estavel; este trabalho inspira-se nesse aspecto, do que tem vindo a ser feito em teoria
de valores extremos (nomeadamente entre nés por de Haan, Fraga Alves, Gomes e seus
colaboradores), mas tem a dificuldade acrescida de no caso de estaveis para somas nao
haver forma explicita simples (salvo os casos excepcionais que sdo a Lévy, a Cauchy e a
Gaussiana) para as densidades assintéticas.

Tal como Fisher e Tippet observaram para extremos, Iglésias Pereira, Oliveira e Pes-
tana mostraram que ha aproximagoes pré-assintéticas na teoria de somas, e que analoga-
mente sao regra nos dominios de atraccao nao-standard. Neste caso, o estudo de velo-
cidades de convergéncia impondo parametros de segunda ordem conduz a expressoes de
grande complexidade. Mais uma vez, a anormal “normal” sai reforcada como modelo por
exceléncia, uma vez que, como Draper tao justamente afirmou, os modelos sao para ser
usados, nao sao para se acreditar neles.



Apeéendice A

Alguns Calculos

Considere-se uma funcao de distribuicao F' de uma variavel aleatéria X no dominio de
atracgao de uma estavel de indice ov. Suponha-se que X ¢é simétrica, absolutamente
continua e que para x > 0

L(z) A

s +ﬁ+’f’(l’)

1—F(x)=

com 0 < o< 2,0 <f <v,L uma fun¢do de variagao lenta, r(z) = o(z™") e A uma
constante. A funcao caracteristica de X é

o(t)=1-2t /OOO sin(t x) (Lm + A +r(x)) dz .

Fazendo y = x |t| tem-se

o) =12t [“sintsgnio) (ZL e S (L)) Sy

tl) ) It
=1-2[" /000 sin(y)yl;(y/t) dy—2A |t|ﬁ /0 su;( v) dy — 2 /000 sin(y) r <y> dy.

i

Para o # 1 tem-se
p(t) =1 - 2|t {F(f_aa) cos (W;‘) L <“;) +0 [L Q;)] } - 2A|t|ﬁr<12__§) cos (”’f) _
(Z)
°w{ra L () (1) o[ ()] - ()t

1
=1—|t|/*aL <\t\> — > r1(t) — [¢P b+ ra(t)
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11—«

com a = 25222 ¢og (%) eb= QAN%%B) cos (ﬁ) ,r1(t) =o0 [L (ﬁ)] e ro(t) = o(|t|”) .

: ;
T sl momelien ()]

e )

resulta, ) =1 oL (‘1‘) +m(t)

=2 (1)

Usando

In(1 —z) = —z 4 Opo(2?) = —z + 0, 0(2?) ,¥5 € (0,2),

vem, para t numa vizinhanga de zero tal que ¢(t) > 0

In(p(t)) = —|t* a L (1) ()

i

onde p3(t) = p1(t) + p2(t) = o (|t|"‘ L (ﬁ)) . Substituindo ¢ por BLn onde L; é

uma funcao de variagao lenta, e multiplicando por n,

t _ t[*a n'/® Li(n) " t
”lw<n1/aL1<n>> - L?<n>L< t >+ & <n1/aL1<n>)’

n t . [t|* a n'/*Ly(n) " t
4 <n1/aL1(n)> - p{ L‘f‘(n)L ( |t] ) + s <n1/O‘L1(n)>}'

Para o = 1 irfamos obter uma expressao andloga.

_ t
T nl/eLi(n)’

ou seja,




Apeéendice B

Mais Alguns Calculos

Vamos provar que Li(z) = 1+ Ajx® " 4 O(xz*~") é de variacdo lenta, onde
0<oz1<,u1<V1<2.

Tem-se
1 A a1 —p1 a1—vy
g LAz 1+ A (M) + O[N]
z—o0 [ (ZL’) T—00 14+ A zea—m 4 O(.%'al*l’l)
Mas,
. 1 )
lim =1 pois a;—pu <0Aa;g —11 <0,

oot T4 Ay 211 £ Oz 1)

: Ap (A x)x—m ' ~
lim = lim (A z)**™ " = 0.
zLoo 1+ Al rX—H 4 O([L’alf’jl) zl oo( ZL‘)

Além disso,

. O(zr—) 0
| —— =0
xl_)r{.lo 1+ A xz—m 4 O(Ial_”l) 1 )

tendo em atencgao que

ap—1r1 <0 e ag—pu <0.
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Entao,
a1 —p1 a1 —vy
lim Li(\x) — Im 1+ A (Ax) + O(x )
T—00 L1 (J?) T—00 1+ Al ro1—HL | O(qu—ul)
: 1 . Al ()\ l’)alf‘“
=1 1
a:1—>nc}o 1+ A1 xR O(xal—lq) + xl_{go 1+ Al T—HL O($a1_yl)
. O(z*—)
1
+ :I:l—>Igo 1 + Al rOLTHL | O(Z‘al_l’l)
=14+0+0=1,

ouseja, Ly(z) = 1+ A; 2* M 4+ 0O(x* ) ¢é de variagao lenta, e por um processo analogo
ao anterior, prova-se que também Lo(z) = 1+ Ay x**7#24+0(2*?7"2) ¢ de variagao lenta.
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