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Principais notacoes

R Conjunto dos numeros reais

N Conjunto dos nimeros naturais

M+ Complemento ortogonal do subconjunto M
(*,*)2 Produto interno em L2[0,1]

I Norma definida a custa do produto interno ¢:,*),

A Medida de Lebesgue



INTRODUCAO

A convergéncia fraca de medidas de probabilidade em espacos de funcgdes, tem
sido objecto de estudo de muitos autores, como por exemplo Billingsley [3], Yu [23],
Oliveira ([12] a [15]), Suquet ([12] a [15]), Parthasarathy [16], entre outros. O espaco
C[0,1] das func¢des continuas e o espa¢o D[0,1] das func¢Bes continuas a direita e com
limites a esquerda munido da topologia de Skorohod, sdo sem duvida os mais
utilizados para este estudo. No entanto, tanto um como outro apresentam algumas
desvantagens: o espaco C[0,1] ndo permite o estudo da convergéncia de funcbes
aleatorias com descontinuidades; o espaco D[0,1] ndo sendo um grupo topoldgico (e
por isso ndo é também espaco vectorial), ndo permite a adicdo pontual de funcdes.
Para além disso, uma condicdo importante para estabelecer a convergéncia fraca de
uma sucessao de medidas de probabilidade, € a compacidade relativa desta sucessao,

condicdo esta que é, muitas vezes, dificil de verificar nos espagos mencionados.

Neste trabalho pretende-se estudar a convergéncia fraca de um processo
estocastico muito particular - o processo empirico. Para isso vamos considera-lo como
uma sucessdo de funcdes aleatdrias num outro espaco, 0 espacgo L2[O,1] das funcdes de
quadrado integraveis a Lebesgue. Apesar disso, apresentamos no capitulo Il deste
volume, o estudo desenvolvido por dois autores Billingsley [3] e Yu [23], relativo a
convergéncia do processo empirico no espaco D[0,1]. Esta apresentacdo servira para
dar uma ideia de como se trata este problema no espaco D[0,1], e também para
podermos estabelecer alguns aspectos comparativos deste estudo com o estudo
realizado no espaco L2[0,1]. Veremos, por exemplo, um processo empirico particular,
cuja convergéncia fraca podera ser estabelecida usando os resultados em L2[0,1], mas
para o qual os resultados em D[0,1] ndo poderdo ser utilizados. Veremos também que
0 espaco L2[0,1] se adapta com facilidade ao estudo de algumas funcionais estatisticas
importantes. Por exemplo, o teste estatistico de Cramer-Von Mises é, de facto, a
norma em L2[0,1] do processo empirico, e portanto os resultados assimptdticos

seguem-se da convergéncia em L2[0,1] deste processo. Algumas das funcionais de



Von Mises constituem outro exemplo de aplicacdo para o qual é suficiente a
convergéncia do processo empirico em L2[O,1]. Esta andlise é feita no capitulo 111,
onde também se apresenta o estudo da convergéncia do processo empirico em L2[0,1].
Este capitulo é baseado no artigo [13] de Oliveira e Suquet. No capitulo | encontram-

se as nocdes e resultados necessarios a compreensao dos capitulos seguintes.



CAPITULO |

DefinicOes Basicas e Nogoes Preliminares

1. Convergéncia fraca em espacos métricos

Com o objectivo de inserir o leitor no campo de trabalho, apresentamos nesta
seccdo um resumo dos resultados basicos, relativos a convergéncia fraca de sucessoes
de medidas de probabilidade em espagos métricos. Pretendemos também, estabelecer
condicdes suficientes para a convergéncia fraca num espaco métrico particular - o
espago D[0,1] com a topologia de Skorohod. Estes assuntos sdo tratados com detalhe
nos capitulos 1 e 3 de (Billingsley [3]). Aqui limitamo-nos a enunciar alguns
resultados e defini¢cBes, com o Unico objectivo de facilitar a compreensdo do capitulo
.

No que se segue, S representa um espaco métrico qualquer e S a tribo de Borel

que Ihe esta associada.

Definicdo 1.1: Sejam P, ,neN, e P medidas de probabilidade em (S, S).

Dizemos que {P,} converge fracamente para P e escrevemos P,———>P, se j f dP,

converge para J. f dP, para toda a funcéo f real continua e limitada definida em S.

Consideramos agora uma sucessdo {X,} de elementos aleatérios em (S,S) e {Pn}

a sucessao das respectivas distribuicoes.

Definicdo 1.2: Dizemos que {X,} converge em distribui¢cdo para o elemento

aleatério X e escrevemos X,—=>> X, se {P,} converge fracamente para a distribuicdo
de X.

Tendo em conta a definicdo anterior, todos os resultados que se seguem,
relativos a convergéncia fraca, podem ser rescritos em termos de convergéncia em
distribuicdo. Por isso, a expressdo “convergéncia fraca” serd muitas vezes utilizada

tanto para medidas como para elementos aleatérios.



Seja agora h uma funcdo mensuravel de S num outro espaco métrico S.
Representamos por Ph™ a medida imagem de P por h. E facil verificar que se h for
uma funcdo continua e se {P,} for uma sucessdo de medidas de probabilidade
fracamente convergente para P em (S,8), entdo P,h*—2 5 Ph™ em (S',S). O seguinte

teorema permite-nos enfraquecer a condicdo de continuidade de h.

Teorema 1.1 [3]: Seja h uma funcdo mensuravel de S em S e {P,} uma
sucessdo de medidas convergindo fracamente para P em (S,S). Se o conjunto de
descontinuidades de h tiver medida P nula, entdo a sucessio {P,h™} converge

fracamente para Ph™ em (S',S).

Introduzimos de seguida dois conceitos basicos para o0 estudo da convergéncia

fraca em espacgos métricos.

Definicdo 1.3: Um conjunto [] de medidas de probabilidade em (S,S) é
relativamente compacto se, de toda a sucessao de elementos de [, se pode extrair uma
subsucessdo fracamente convergente para alguma medida P, ndo necessariamente um

elemento de [].

Definicdo 1.4: Uma conjunto [] de medidas de probabilidade em (S,S) é fino se,
para todo o € positivo existe um conjunto compacto K tal que P(K) >1-¢ , para todo o

Pdell.
O seguinte teorema devido a Prokhorov relaciona os dois conceitos anteriores.

Teorema 1.2 [18]: Toda o conjunto fino de medidas de probabilidade em (S,S)
é relativamente compacto. Se S é separavel e completo, entdo um conjunto de medidas

de probabilidade em (S,S) é fino se e s6 se for relativamente compacto.

Notemos que no presente trabalho consideramos apenas espacos Métricos
completos e separaveis, portanto sempre que nos referimos a um dos conceitos o outro

deve ser entendido como equivalente.



Particularizemos agora 0 nosso estudo, considerando o espaco métrico D[0,1].
Definimos para cada keN e ty,..., t € [0,1] a projeccdo [1g, . 1, de D[0,1] em R* da
forma habitual:

[ty,..., t(X) = (X(t2),-...X(8))-

Chamamos distribuigdes finitas de P as medidas imagem de P por [t . ¢ €

representamo-las por PH'ltl,...,tk . Por Billingsley [3], se To € um conjunto denso em

D[0,1] que contém {1}, entdo P € completamente determinada pelas suas distribuicdes

finitas PH'ltl,...,tk com ty,..., t« e To. Isto significa que ndo existe em D[0,1] uma outra

medida de probabilidade com aquelas distribuicdes finitas.

O teorema que se segue estabelece condicOes suficientes para a convergéncia
fraca de uma sucesséo de medidas de probabilidade em D[0,1]. Representamos por T,

0 conjunto dos pontos te[0,1] para os quais [t é continua, excepto num conjunto de
medida P nula. Notemos que os pontos O e 1 estdo sempre em T, , pois [Iy e [1; séo

continuas em D[0,1]

Teorema 1.3 [3]: Se {P,} € uma sucessao fina de medidas de probabilidade em

D[0,1] e se PnH-ltl,...,tk converge fracamente para PH'ltl,...,tk para cada keN e ty,..., t

e Tp, entdo {P,} converge fracamente para P.

Por este teorema, para demonstrar a convergéncia fraca de uma sucessdo {P.}, é
suficiente mostrar que {P,} € fina e que as suas distribuicdes finitas convergem
fracamente. O seguinte teorema estabelece condigdes suficientes para a fineza de uma

sucessdo {P,}. Trata-se de uma versdo do teorema 15.5 de Billingsley [3].

Teorema 1.4 [3]: Seja {Pn}. uma sucessdao de medidas de probabilidade em
D[0,1]. Suponhamos que:
(1) Vn>03aeR : Pp{x: |x(0) | >a}<mn , paran=1,;

(1) Vem>0 38€(0,1), IngeN : P{x: sup \x(s)-x(t) | >e}<nd, paran>nge

t<s<t+d

para todo te[0,1]. Entdo, a sucessdo {P,} é fina.



Salientemos mais uma vez, que estes resultados podem ser traduzidos em termos
de convergéncia em distribuicdo de uma sucessao de elementos aleatdrios {X,}, tendo
em conta que esta sucessdo se diz fina se a sucessdo das respectivas distribuicdes o
for. No teorema 1.3 a convergéncia fraca das distribuices finitas € equivalente a

convergéncia em distribuicdo da sucessdo da vectores aleatorios (Xn(ty),...,Xn(tk)).

2. Convergéncia fraca em espacos de Hilbert separaveis

Para o estudo a apresentar no capitulo 11, referente a convergéncia do processo

- 2 . -~ ..
empirico em L°[0,1], necessitamos de estabelecer condigdes suficientes para a
convergéncia fraca num espaco de Hilbert separavel. Nesta seccdo expomos um

resumo sobre este assunto, para o qual nos baseamos em Parthasarathy [16].

Representamos por X um espaco de Hilbert separdvel e por M(X) o espago das

medidas de probabilidade sobre a tribo de Borel Bx de X.

Definicéo 2.1: Para cada P de M(X), a funcéo caracteristica de P, @p(x) com
xeX, é definida por:

9p09 =] €Y Pdy) , xeX |
onde (-,*) representa o produto interno em X.

As funcBes caracteristicas, caracterizam completamente as medidas a que estdo
associadas, isto é, ndo pode haver duas medidas diferentes em M(X) com iguais

funcdes caracteristicas ( pag. 152 de [16]).

O seguinte teorema fornece condicdes suficientes para a convergéncia fraca de

uma sucessdo de medidas {P,} em M(X).



Teorema 2.1 [16]: Se a sucessdo {P,} de medidas em M(X) é relativamente

compacta e se (ppn(x)—”> ¢@(x) para todo 0 xeX, entdo existe uma medida P em M(X)

tal que @p(x) = @(x) para todo 0 xeX e Py———P.

Demonstracao:

Por hipdtese, a sucessdo € relativamente compacta, logo toda a subsucesséo de
{P,} contém outra subsucessdo fracamente convergente para uma medida em M(X).
Para demonstrar que {P,} é fracamente convergente, temos de provar que todas as
subsucessoes de {P,} convergem fracamente para o mesmo limite. Vamos faze-lo por
reducdo ao absurdo. Suponhamos que {P,} ndo € fracamente convergente. Entdo,
existem duas subsucessdes {P.,} e {P.-} que convergem fracamente para duas

medidas diferentes, P; e P, em M(X). Por defini¢do de convergéncia fraca vem:

Iei<x,y> Pn’(d)’)—n—ﬂf elxy) Pi(dy) , VxeX

J e Pray) s [ 0 patdy) | wxex .
isto é:

Pp, () ——> Pp (), ¥XxeX

Ppe(X)——>p (X) , VXX,

Por hipotese (ppn(x)—"> ¢@(X) para todo o x de X. Entdo (ppl(x) = (ppz(x) = @(x) para

todo o x de X. Como as fungBes caracteristicas caracterizam as medidas, vem Py = P,

em M(X) o que é uma contradi¢do. Fica assim provado o teorema. W

Definimos funcao caracteristica de um elemento aleatorio Z de (X,Bx), como a



funcdo caracteristica da sua distribuicdo Pz em M(X). Assim:
P,(x) = (PPZ(X) =E{ gHéx }  xeX,

donde concluimos que os produtos internos (Z,x), xe X, caracterizam completamente a
distribuicdo Pz de Z. Notemos ainda, que se {Z,} for uma sucessdo de elementos
aleatorios em (X,Bx), a convergéncia pontual das funcGes caracteristicas para a funcao
caracteristica de um elemento aleatério Z, é equivalente a convergéncia em
distribuicdo dos produtos internos (ZnXx) para (Z,x), V xeX. Sendo assim, pelo
teorema 2.1, para estabelecer a convergéncia em distribuicdo da sucessdo {Z,}, basta
provar a convergéncia em distribuicdo das varidveis aleatdrias (Z,x) com xeX e a

compacidade relativa de {Z,}.

Para o estudo da compacidade relativa iremos utilizar a condigéo de Prokhorov
(teorema 1.13 de [18]), convenientemente modificada para evitar contra-exemplos

triviais.

Teorema 2.2 [20]: Seja (&;)ien Uma base ortonormada de X e IT um subconjunto
de M(X). Para todo o x de X definimos:

ne(X) = D, (xen’
i=N
Suponhamos que :
(i) sup _[ IX|I* dP(X) < +0 ;
Pell

(ii) lim supj rv’(x) dP(x) = 0.

Entdo IT é um subconjunto relativamente compacto de M(X).

Demonstracéo:

Seja ¢(N) = sup _[ rv’(X) dP(X). Por (i) ¢(0)< +o e por (ii) ,Lij;d)(N) =0, 0que

Pell

impede que ¢(N) = +oo para 0s primeiros valores de N.



Seja £>0, escolhemos uma sucessdo de inteiros (Ni)T+oo tal que N; = 0 e uma

sucessao de reais estritamente positivos (Ax)—+oo , tais que: Z Ak &(Ny) < e.
k=1

Seja K = ﬁ Ex com Ex = {xeX : ny2(X)< A} Vamos ver que K assim
k=1

definido € um conjunto compacto. Notemos, para j&, que K sendo interseccdo de
fechados é um conjunto fechado. Além disso, atendendo a que N;1=0 e representando
por B(0, A% a bola fechada de centro em zero e raio A; ™2, temos: K < E;= B(0,

A ™M), Portanto K é um conjunto limitado.

Fixemos meN arbitrariamente. Seja M o subespaco de dimensao finita gerado
pelos primeiros Ny, vectores da base ortonormada (g;) icn. Consideremos a aplicacao,
projeccdo ortogonal P:X——M, que sabemos ser um operador linear limitado,
portanto, transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados. Representemos por
K: a projeccdo ortogonal de K sobre M. Pelo que acabamos de dizer, K; é limitado
num subespaco de dimenséo finita M, entdo o seu fecho é compacto em M, logo em
X. Isto €, K; € relativamente compacto em X. E sabido que um conjunto num espago
de Hilbert é relativamente compacto se e s6 se for totalmente limitado, isto €, se e s6
se para todo £>0 existir um numero finito de pontos 1={yi,...,yx} tal que as bolas
abertas B(yi, €) i=1,...,k , constituam uma cobertura finita desse conjunto. Ent&o para

K, existe um namero finito de pontos {yx,...,yk,} tal que:
kn 1/2
i=1

Como (&j) icn € uma base ortonormada de X, temos para todo 0 xeK,

N

X = Z (X,ei) 6i = X1 + X2 com Xp= 2 x,epei e Ky
i1 i=1

e Xp = i (X,ee; .

i=N,+1

10



00

Seja Ky = {x; = z (x,eiej : xeK}, vamos verificar que K; esta contido numa
i=N+1

bola de centro zero e raio A 2. De facto, se x, for um elemento qualquer de Ko,

temos:

00

IXl2= D, (xe?  com xeK.

i=N,+1

Entdo, por definigédo de K, vem:

XalP= D, (%) < Mg A(X) < A
i=N,+1

pois XeEn , donde se segue que Xze B(0, Am ™).
Considerando agora x um elemento arbitrario de K, temos:

X=X+ Xo,  €OM  XieB(yi,Am™?) paraalgumie{l,... kn}

e XZE E(O, Am-llz)a

-1/2

o que implica que |[x-yil| < |[Xi-Yill*|[X2ll < 2Am™2. Isto &, xeB(y;,2Am ?) para algum

e
ie{l,..kn}. Entdo Kc U B(yi,2An™?). Da escolha arbitraria de meN, podemos
i=1

concluir que K é totalmente limitado em X, ou seja, K é relativamente compacto em

X. Como K é fechado, entdo fica provado que é compacto.

Seja agora P<IT, utilizando a desigualdade de Tchebycheff vem:

P(X\K) si P(X\E)) = i P{ xeX : ni(X)> A<
si Ai_[ v, (X) dP(x) < i Aj sup j I, 2(X) dP(x)

= i Ai o(Nj) <e.

i=1

11



Podemos entdo concluir que, para todo o >0 existe um conjunto compacto K, tal que
P(K)>1-¢ para todo PeIl, isto &, IT é um subconjunto fino de probabilidades em
(X,Bx). Como X é completo, por ser de Hilbert, o conceito de fineza é equivalente ao

de compacidade relativa, donde concluimos que IT € relativamente compacto.

3. Processo empirico

Vamos iniciar esta seccdo com a definicdo de fungéo de distribuicdo empirica e
de processo empirico. Para isso consideramos uma sucessdao {X,} de variaveis

aleatorias igualmente distribuidas, com funcdo de distribuicdo F concentrada em [0,1].

Defini¢do 3.1: Chama-se fungdo de distribuicdo empirica de Xj,...,X, & funcéo

definida por:

n

Fa(X) = %Z I(Xi<x), x €[0,1]

i=1
onde 1(X; < x) representa a indicatriz do conjunto {weQ: Xj(w) < Xx}.

Definicdo 3.2: O processo empirico associado & sucessdo {Xn} seréd

representado por {Z,} e é definido da seguinte forma:
Zn(x) = Vn (Fa(¥)-F(x)) , xe[0,1].

Neste trabalho consideramos sempre que F é uma funcdo de distribuicdo
continua. Vamos ver que no estudo da convergéncia do processo empirico, 0 caso
mais importante € o do processo empirico uniforme, ou seja, 0 processo empirico
associado a uma sucessao {X,} de variaveis aleatorias uniformemente distribuidas no

intervalo [0,1]. Para tal, definimos a funcéo Quantil Q(y), 0<y<1, por:

Q(y) = inf{x: F(x)>y}, O<y<1

12



Notemos que, como F é uma funcdo continua, F(Q(y))=y para todo o ye[0,1].
Da continuidade de F, resulta ainda, que as variaveis aleatérias U,=F(X,), neN, sdo

uniformemente distribuidas no intervalo [0,1].

Seja entfio F, (y), 0<y<1, a funcio de distribuicdo empirica de Us,...,U, e {Z, }

0 processo empirico associado a {U,}. Para cada y<[0,1], temos por defini¢&o:
. 13
Fo'(y)=— 2. 1(Ui).
i=1

Como (Ui y)= I(Xi<Q(y)) com probabilidade 1, vem para cada neN:

Fa'(y) = Fa(Q(y)) com probabilidade 1,

donde concluimos que F, (y) e Fo(Q(y)) tém a mesma distribuicdo: F, (y) Z Fa(Q(Y)),
paraye[0,1].

Relativamente aos processos empiricos, podemos da mesma forma concluir que,
para cada neN e para cada y<[0,1], as variaveis aleatorias Z, (y) e Z,(Q(y)) tém a
mesma distribui¢do por serem iguais com probabilidade 1. Entdo, é facil verificar que,
quando consideradas como fungdes aleatérias em D[0,1] ou em L?[0,1], Z,'() e
Z,(Q(+)), vao ter a mesma distribuicdo. O que significa que basta estudar a

convergéncia de {Z, } , pois a partir deste é possivel deduzir resultados analogos para

{Zn}.

Ao longo deste trabalho, preocupamo-nos apenas em deduzir resultados que
estabelecam a convergéncia fraca do processo empirico uniforme. Citamos de seguida
um resultado classico que estabelece a convergéncia deste processo, supondo a
independéncia das varidveis aleatorias X,. Este resultado é uma versdo do teorema

16.4 de Billingsley [3] adaptada ao caso uniforme.

13



Teorema 3.1 [3]: Suponhamos que as varidveis aleatérias X, neN, sdo
independentes e uniformemente distribuidas em [0,1]. Seja {Z,} 0 processo empirico
associado & sucessdo {X,}, entdo Z,—>>Z, onde Z é um elemento aleatdrio

Gaussiano de D[0,1] tal que:
E{Z(1)}=0;
e E{Z(t)Z(s)}=s(1-t) para s<t.

Neste trabalho, pretendemos estabelecer a convergéncia do processo empirico
uniforme, relaxando a condicdo de independéncia das variaveis aleatorias {Xn}.
Teremos trés formas de medir o grau de dependéncia entre as variaveis aleatdrias

{Xn}, que séo apresentadas seguidamente.

Definicdo 3.3: Dizemos que uma sucessdo {X,} de variaveis aleatorias
estritamente estacionérias é ¢-misturadora, se para cada neN e para cada keN, se

tem:

sup{| P(BIA)-P(A)|: AcF!, BeF. }=¢n,

com lime, =0,

n—oo

onde P(B|A) é a probabilidade de B condicionada a A, Flka c-algebra gerada pelas

variaveis aleatorias X, i=1,...k e |7, gerada por X;, i=k+n, k+n+1,.... .

Definicdo 3.4: Dizemos que uma sucessdo {X,} de varidveis aleatorias
estritamente estacionarias é a-misturadora, se para cada neN e para cada keN, se

tem:
sup{ | P(A~B)-P(A)P(B) | : Ac ., Be [, }=au,

com lima, =0,

n—oo

k 0 ~ .. .
onde |, e [, sdo definidas como anteriormente.

14



Definicdo 3.5: Dizemos que uma sucessdo {X,} de varidveis aleatdrias é

associada, se:
CoV(f(Xi, yeey Xi ),0(Xi, -y Xi ))=0,

para todo o subconjunto finito de indices {i,...,in}<N e para todo o par de funcdes f e

g ndo decrescentes em cada variavel, para as quais aquela covariancia exista.

Notemos que na Ultima definicdo é indiferente escolher f e g ambas ndo
decrescentes ou ambas ndo crescentes em cada variavel. E de notar, também, que se a
sucessao {X,} de variadveis aleatorias reais € associada, entdo para cada par de indices

i,jeN e para quaisquer a;,3eR, escolhendo f(X,y)=I;+1(X) € 9(X,y)=1fa+1(y), vem:
P(Xi>ai,X,->a,-)- P(Xi>ai)P(Xj>aj)20,
ou equivalentemente:

P(Xi<a;, Xj<aj)-P(Xi<ai)P(X;<a;)>0.

15



CAPITULO Il

Convergéncia Fraca do Processo Empirico em D[0,1]

Neste capitulo vamos fazer o estudo da convergéncia do processo empirico
uniforme {Z,}, encarando-o como uma sucessdo de funcdes aleatdrias no espaco de
Skorohod DJ[0,1]. Para isso, vamos considerar dois graus de dependéncia entre as
variaveis aleatérias X, neN, as quais esta associado o processo empirico uniforme
{Z.}: p-misturacéo e associacao (ver seccdo 3 do capitulo I). Dividimos este capitulo
em duas partes: a primeira trata o problema para variaveis aleatorias ¢-misturadoras,
para a qual nos baseamos em Billingsley [3]; o estudo apresentado na segunda parte é

devido a Yu [23] e trata 0 problema para variaveis aleatorias associadas.

N&o se pretende explorar este assunto exaustivamente, mas apenas, dar uma
ideia das tecnicas utilizadas neste espaco para estabelecer a convergéncia fraca do
processo empirico uniforme. Teremos oportunidade de verificar que estas técnicas séo

bastante mais complicadas do que as utilizadas no espaco L2[0,1].

1. Convergéncia do processo empirico em D[0,1] para variaveis

¢-misturadoras

Nesta sec¢cdo consideramos sempre, salvo mengdo em contrario, uma sucessao
{Xn} e-misturadora de variaveis aleatorias estritamente estacionarias. Pretendemos
obter condicdes suficientes para a convergéncia do processo empirico uniforme {Z.}.
Comegamos por enunciar alguns resultados que serdo necessarios para estabelecer a

convergéncia deste processo no espaco D[0,1].
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O teorema que se segue é devido a Billingsley.

Teorema 1.1 (teorema 20.1 de [3]): Suponhamos que a sucessdao {X.} &

estritamente estacionaria e ¢-misturadora, cujos coeficientes de misturacdo o,

satisfazem a: Z on?< 0. Se X, tiver esperanca nula e variancia finita, entéo a série
i=1

em:

Gl = E{on} + Zi E{Xo Xi}

2

é absolutamente convergente. Se ainda o° > 0, entdo a sucessdao de elementos

aleatdrios de D[0,1] definida por:

Yo(t) = 0<t<1,

1
—5 ,
oyn ™

onde [nt] representa 0 maior inteiro ndo superior a Nt e Spy = X1 +..+ Xy

converge em distribuicdo para 0 movimento Browniano W.

Deste resultado decorre um teorema limite central, invocando a continuidade da

projeccdo IT; (ver seccdo 1 do capitulo I). Isto é, nas condicGes do teorema anterior a
. o1 o .
variavel aleatoria T(X1 +...+ X;) converge em distribuicdo para uma variavel

n

aleatdria Gaussiana centrada com variancia dada por:

o? = E{Xo’} + 2, E{Xo Xi}.
i=1
E de salientar que Ibragimov tinha demonstrado este teorema limite central em
[7]. Mais, Davydov demonstrou em [5] o mesmo resultado que Billingsley

independentemente dele.

O teorema de Cramér-Wold (teorema 7.7 de [3]) permite reduzir a convergéncia
em distribuicdo de vectores aleatorios a convergéncia em distribuicdo das variaveis

aleatorias obtidas por combinacdo linear das coordenadas dos vectores. Aplicando
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este resultado prova-se que, se {XnM}..., {X."} forem r sucessbes de variaveis

aleatorias que verificam as condi¢des do teorema 1.1, entdo a sucessdo de vectores
aleatorios \/—Z X, X) converge em distribuicdo para um vector aleatério

Gaussiano centrado com covariancia dada por:

Gij = E{Xo(i) Xo(j)} + Z E{Xo(i) Xk(i)} +Z E{Xk(i) Xo(j)},
k=1

k=1
onde as séries sdo absolutamente convergentes.

Enunciamos de seguida um lema que estabelece uma majoragcdo que

utilizaremos para demonstrar a convergéncia fraca do processo empirico uniforme.

Lema 1.1 (Billingsley [3], lema 1, pag.195): Suponhamos que {X,} é uma

sucessdo o-misturadora de varidveis aleatorias estritamente estacionarias, tal que

| Xo| <1 com probabilidade 1, E{X¢}=0e Y, K’pi’*< o0. Entdo:
k=0

x 2
E{S: < K [n? EXXo} + n EQGH [ X (k+ 12 0] (L1)

k=0

onde K; é uma constante positiva.

Para dar-mos uma ideia de como este lema se demonstra, necessitamos da

desigualdade estabelecida no lema seguinte.

Lema 1.2 (Billingsley [3], lema 1, pag.170): Seja {X,} uma sucessdo
¢-misturadora de varidveis aleatorias estritamente estacionarias. Suponhamos que Y3

, -/ ;- . . k .
é uma varidvel aleatéria mensuravel relativamente a [, e Y, mensuravel

. 11
relativamente a [, (n>0). Se E{|Y4}< o e E{[Y2[}< o onde rs>1 e —+=l

.entdo:

|E{Y1 Y2} - EQYEQY} < 2 o EY{Y4} EV{Y,}.
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Tendo em conta a estacionaridade da sucessao {X,} é facil verificar que:

E{S*}<4tn X, [E{Xo Xi Xisj Xisju} . (1.2)
i,j.k>0
i+j+k<n

As trés desigualdades que se seguem decorrem da desigualdade estabelecida no lema
1.2.

| E{Xo (Xi Xisj Xisj)} | < 20112 E{Xo’}; (1.3)
| E{(Xo Xi Xis)) Xisjri)} | < 2062 E{Xo}; (1.4)
| E{(Xo Xi) (Xisj Xirjer)} | < 4012 @i E{Xo"}+20"2 E{Xo’}. (15)

Aplicando (1.3), (1.4) e (1.5) de forma adequada a (1.2) obtém-se:

E {Sn4} <Kn (Ez {on} Z (Pi1/2 (Pk1/2 +3E {on} Z (pll/z ) ’

ik<j jok<i

onde K é uma constante positiva e os indices dos somatérios obedecem a: i,j,k >0 e
i+j+k < n. A desigualdade (1.1) segue-se imediatamente da desigualdade anterior e do

facto da série envolvida ser convergente.

Os resultados anteriores vao-nos permitir estabelecer condigdes suficientes para
a convergéncia fraca do processo empirico uniforme {Z,}. O teorema que se segue é

uma versdo do teorema 22.1 de Billingsley [3] adaptada ao caso uniforme.

Teorema 1.2: Seja {Xp} uma sucessdo ¢-misturadora e estritamente

estacionaria de varidveis aleatorias uniformemente distribuidas em [0,1], cujos

coeficientes de misturacio ¢, satisfazem a: Y, n?p,*?< o. Entdo, o processo
n=1

empirico uniforme {Z,} converge em distribuicdo para um elemento aleatério Z em

D[0,1], Gaussiano centrado com func¢édo de covariancia dada por:

['(s,1) = E{9s(Xo) 9:(Xo)} + i E{9s(X0) ge(Xi)} + i E{09s(Xk) 9((X0)},  (1.6)

k=1 k=1

onde g«(X) = I54(X) - X e as séries sdo absolutamente convergentes.
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Demonstracao:

Ja sabemos que a convergéncia fraca de {Z,} para Z em D[0,1], decorre da
convergéncia em distribuicdo de (Z,(t1),...,Zn(t)) para (Z(t1),...,Z(t)) para cada
subconjunto finito {ty,...,tsx}< [0,1] e da fineza da sucessao {Z,}. Resolvemos primeiro
0 problema da convergéncia em distribui¢cdo dos vectores (Z,(ty),...,Zn(tx)). Para isso,

rescrevemos, para se[0,1], Z,(s) da seguinte forma:

Zy(s) = \/— Z 9s(Xi).

As hipoteses deste teorema garantem que as sucessdes {0, (Xn)},..., {0 (Xn)} verificam

as condi¢bes do teorema 1.1. Logo, atendendo a versdo multidimensional deste

teorema, a sucessao de vectores aleatorios

(Zn(t2) - Zn(1)) = IZ CHEOMENEO):

converge em distribuicdo para um vector aleatério Gaussiano centrado com

covariancia dada por:
0= E{040X0) 840X} + 20 ELGX0) 85060} + 2 EL 010 040X}

onde as séries sdo absolutamente convergentes. Notemos que o =I'(ti,tj) onde I' €
dada por (1.6).

Resta-nos demonstrar que {Z,} € uma sucessao fina em D[0,1]. Para isso vamos
utilizar o teorema 1.4 do capitulo I. Isto &, precisamos de mostrar que as duas

condigdes seguintes se verificam:
(C1): Vn>03aeR : P{ | Z,(0) | >a}<n , paran=>l;

(C2): Vem>0 3F6€(0,1), IngeN : P{ sup \Zn(t)-Zn(s) | >e}<nd, paran>nge

S<t<s+d

para todo te[0,1].
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A condicdo (C1) é facilmente verificada pois para cada neN, Z,(0) = 0 com
probabilidade 1.

Para verificar a condi¢do (C2), fixemos gn>0 arbitrariamente. Como X, é

uniformemente distribuida em [0,1], temos:

E{|g¢(Xo) - 9s(Xo)["}< [t-s] . (1.7)

Aplicando o lema 1.1 a sucessdo {g:(Xx) - gs(Xn)}, segue-se que:

e{

zl (9(Xi) - gs(xi))|4}s Ki [0 E*{0i(Xo) - 0s(Xo)’} + n E{19:(Xo) - gs(Xo)/}H] *

x [Z k+ 17 02]"

onde K; é uma constante positiva. No que se segue K; denotard sempre uma constante

positiva, embora possa assumir valores diferentes ao longo da demonstracdo. Por

hipbtese a série de termos ndo negativos Z n’p,"% é convergente, o que implica que
n=1

a série envolvida na tltima desigualdade também converge. Entédo, por (1.7) vem:

e

Z (@0%) - 5:00) | F< Ka(n?(t-5)2 + 1 ),

onde K; depende apenas dos coeficientes ¢y, .

Se %s t-s (assumimos que &< 1) entdo:
1 0 2K,
e{1z0201% = 7 e{|X - a0} Tresr ay

Seja agora pe[0,1] tal que HS p . Consideramos as variaveis aleatdrias

Zn(s+ip) - Zn(s+(i-1)p) com i=1,...m, sendo m um inteiro positivo. Aplicamos o
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teorema 12.2 de Billingsley [3] sendo as condigOes deste teorema verificadas por (1.8)

1/2_-1/2
/8/

tomandoy=4,a=2 e u;=p2 Ky , iI=1,...,m. Entdo por este teorema vem,

para todo o A>0:
. Kl 2 .2
P{r@x \Zn(s+|p)-Zn(s)|27\}sw m-p°. (1.9

Em seguida vamos verificar que:
| Zo(0)-Zu(s) | < | Za(s+p)-2a(s) | +p/n , s<t<s+p. (1.10)

Para isso, tomamos s = 0 para simplificar as notacGes. Seja U,(t) o nimero de X;’s
entre Xg,...,Xn que verificam Xi< t, isto é: Up(t) = z I(Xi< t). Entdo (1.10) para s=0
i=1

é equivalente a:
| Un()-nt| < [Un(p)-np| +np, O<t<p, (1.11)

jaque Jn Z(t) = Up(t)-nt , para cada te[0,1] e tanto Z,(0) como U,(0) s&o nulos com
probabilidade 1. Para provar (1.10) basta ent&o verificar (1.11). Ora, por defini¢do de
Un(t) vem:

Un(t)-nt < Un(p)-nt = Un(p)-np + n(p-t) < | Un(p)-np | + np

Un()-nt>-nt>-np>-np- [Un(p)-npl,
donde sai (1.11).
Por (1.10) e para te[s+(i-1)p,s+ip] para algum i=1,...,m, vem:
| Z0(®)-Za(s) | < 1 Za()-Zo(s+(-1)p) | + | Za(s+(i-1)p) - Zu(s) |
< | Zy(s+ip)-Zo(s+(i-1)p) | + pvn +] Zo(s+(i-1)p) - Zo(s) |

< | Zy(s+ip)-Za(s) | + 2| Zo(s+(i-1)p) - Zn(s) | ) |+ p/m,
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donde se segue que:

sup | Zn(t)-Zn(s) | < 3max | Zo(s+ip)-Za(s) | + pv/n. (1.12)

s<t<s+mp

Se % <p <% , entdo (1.9) verifica-se e segue-se da desigualdade anterior que:

: K,m?
P{ sup [Z(0)-Zo(s) > 4e}< P{nilgnx\zn(Sﬂp)-Zn(s)\zg}g ;T p?.

s<t<s+mp

K
85

Escolhemos & de forma a que < m. Para n suficientemente grande, existe um

inteiro m tal que (8/8)\/ﬁ< m < (8/e)n . Isto € equivalente a dizer que existem p e m

taisque e/n<p< eln e mp = 3. Ent&o da desigualdade anterior vem:

P{ sup |Zy(t)-Za(s) | = 4e}< s,

S<t<s+d

que é a menos de uma constante a condi¢do (C2). Concluimos entdo que {Z,} € uma

sucessdo fina terminando assim a demonstracdo. M

Para terminar esta sec¢do, notemos que a funcdo de covariancia de Z dada por

(1.6), pode ser rescrita da seguinte maneira:

F(s,t)=min{s,t}-st+i Cov (I(Xogs),l(xkst))+i Cov (I1(Xe<t), 1(Xk<5)).

2. Convergéncia do processo empirico em D[0,1] para variaveis

associadas

Nesta seccdo consideramos {X,} uma sucessdo estritamente estacionaria de

variaveis aleatérias associadas e uniformemente distribuidas em [0,1]. Para
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demonstrar o teorema que estabelece a convergéncia fraca do processo {Z,} associado

a sucessao {X,}, necessitaremos dos resultados que se seguem.

Lema 2.1 [3]: Se {X,} € uma sucessdo estritamente estacionaria de variaveis
aleatdrias associadas e uniformemente distribuidas em [0,1], e se existe uma constante

v tal que:

D nB¥*Cov (Xo,Xn)< 0,

n=1

entdo, para todo o n>1, tem-se:
\ 4
E{z (I(S<X|St) - (t'S))} < K]_ n2 (n-]‘/z'vl + (t'S)G/S),
i=1

onde v = min{v/3,1/5} e K; é uma constante positiva.

Para demonstrar este lema, Yu recorre a uma série de outros resultados, cujas
demonstragdes envolvem manipulagdes bastante técnicas, e onde se obtém majoractes
de esperancas e desigualdades sobre probabilidades de conjuntos, a custa
essencialmente da estacionaridade e do facto de que, por associagéo, para todo o i,jeN
e a,aeR, P(Xi>a, Xp>q) - P(Xi>a;) P(Xj>a;)= 0.

A desigualdade estabelecida no lema seguinte, foi demonstrada por Yu em [23]
e mais tarde, com argumentos mais simples, por Oliveira e Suquet em [14]. A

demonstracdo que expomos aqui € devida a estes dois Ultimos autores.

Lema 2.2 [14]: Se U e V sdo varidveis aleatorias associadas e uniformemente

distribuidas em [0,1], entdo:

Cov (I(U<5),1(V< 1)) < (3/2)YCov®(U,V) , (s,t)e[0,1]°.
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Demonstracao:

Seja g(s,t)=Cov(I(U< s),I(V< 1)) com (s,t) €[0,1] . Esta funcdo é néo negativa

por associacdo. Pela igualdade de Hoeffding [10] temos:

Cov(UV) = [ . g(st) dsdt. 2.1)

[0.1]

Tendo em conta que as margens do vector aleatério (U,V) sdo uniformemente

distribuidas em [0,1], é fécil verificar que, paras,s’,t e t” em [0,1], vem:
9(s,t) - g(s". ) < [s-87[ + [t-t] .

A funcdo g é continua num compacto, logo atinge ai um maximo m. Seja (So,to) 0
ponto onde g atinge o seu maximo. Utilizando a desigualdade anterior, vem para todo
(s,t) €[0,1]%:

g(s,)> m - [s-Sq| - [t-to].
Usando esta desigualdade no quadrado
S = {(s,t) €[0,1]% |s-So| + [t-to| < m},

encontramos um minorante para o integral em (2.1). De facto,
Cov(U,V) > _[S g(s,t) ds dt > L M - |s-So| - [t-to| ds dt = 1/3 (M~/2)?m,

pois o ultimo integral é o volume de uma piramide de base S e vértice (So,to,m).

Concluimos o que pretendiamos, isto é:
Cov(I(U< s),I(V< 1)) = g(s,t) < m < (3/2)Y2 Cov3(U,V). =

Sabemos que a convergéncia fraca de {Z,} em D[0,1], decorre da fineza da
sucessdo {Z.,} e da convergéncia em distribuicdo dos vectores aleatorios
(Zn(t1),...,Zn(t)) para cada keN e ty,...,txe[0.1]. Para estabelecer a ultima condic¢do, Yu

recorre a um teorema devido a Burton [4], o qual faz uso da definicdo que se segue.
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Definicdo 2.1: Dizemos que uma sucessdo {Y,} de vectores aleatrios em R? ¢
fracamente associada, se para todo o subconjunto finito de indices {is,...,in}< N e para

todo o k tal que 1<k <m, setem:
Cov(f(Yi,--, Yid 9(Yieyor Yin) 2 0,

para quaisquer fungbes f:R“— >R e g:RMY__5R ndo decrescentes em cada

varidvel para as quais aquela covariancia exista.

O teorema que se segue € uma versdo simplificada do teorema devido a Burton a
que nos referimos anteriormente, e trata-se de um teorema limite central para vectores

aleatorios.

Teorema 2.1 [4]: Se {Y.} é uma sucessdo de vectores aleatérios em R’
estritamente estacionaria e fracamente associada, cujos vectores aleatérios sao

centrados e tal que:

E|Yo|[< oo

o d . .
F=EIYolf+2 DY E{Yo? Y} < +o0

i=1 j=1

entdo nV(Y1+..+Y,) converge em distribuicdo para um vector aleatério Gaussiano

centrado com matriz de covariancias I'=[cj;], onde:
oi= E{Yo" Yo"+ Y (E{Ve® YO} + E{Ye® v,}) .
k=1

Finalmente, apresentamos o teorema de Yu que estabelece a convergéncia do

processo empirico uniforme {Z,}.
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Teorema 2.2 [23]: Se {X,} é uma sucessdo estritamente estacionaria e
associada de variaveis aleatorias uniformemente distribuidas em [0,1], e se existe uma

constante v positiva tal que

D B Cov(Xo,Xn)<

n=1

entdo o processo empirico {Z,} associado a sucessdo {X,}, converge em distribuicdo
para um elemento aleatério Z em DJ[0,1], Gaussiano centrado com covariancia

definida por:
F(s,t):min{s,t}-st+i Cov(I(XOSS),I(XkSt))+i Cov (1(Xo<t),1(Xk=5)) (2.2)

onde as séries sdo absolutamente convergentes.
Demonstracéo:

Tomemos um subconjunto finito {t;,... ty)c [0,1]. Para provar a convergéncia
em distribuicdo de (Z,(t1),..., Zn(t)) para (Z(ty),...,Z(tx)) utilizamos o teorema 2.1,
considerando Yy, = (1(Xn<ty)-t1, 1(Xn<to)-t,..., 1(Xn<ti)-tk).

Das condicGes impostas a sucessdo {Xn} segue-se a estacionaridade e a
associacao fraca da sucessdo de vectores {Y,}. E também fécil verificar que E||Y|*<
o e que Yo € centrado. Para aplicar o teorema 2.1 precisamos ainda verificar que, para

todo 0 je{1,...,d}, a Série:

i E{Y" Yi}= i Cov (I(Xo<t)-tj, 1(Xist)-t;)

i=1

é convergente. Notemos que, esta é a série envolvida em (2.2), e que é de termos nao
negativos por associacdo da sucessdo {X,}. Para provar a convergéncia desta série

recorremos ao lema 2.2. Por este lema, para todo o neN temos:

Cov (1(Xo<s), 1(Xa<t)) < (g)l’3 Cov3(Xo,Xn).
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Entdo para estabelecer a convergéncia da série envolvida em (2.2) basta mostrar que a

sériez Cov'®(Xo,X,) é convergente, jA que S&o ambas Séries de termos nao

n=1

negativos por associacdo. Por hipétese:

D B Cov(Xo,Xn)< o,

n=1

0 que implica que:

D n?log?*¥(n+1) Cov(Xo,Xn)< .

n=1

Pela desigualdade de Holder com p=3 e q=3/2 vem:
N 113 N 22 B Ay @) 2R
> cov¥(XoXn)<(D nPlog?(n+1)Cov(Xo X)) x(D nlog®2(n+1))”
n=1 n=1 n=1

As duas séries envolvidas no segundo membro da desigualdade anterior sdo

convergentes, donde decorre a convergéncia da série Z Cov3(Xo,Xn).
n=1

Verificadas as condi¢des do teorema (2.1) podemos concluir que,
YY1+ 4 Y ) = (Za(t),e., Zn(t))
converge em distribuicdo para um vector aleatério Gaussiano centrado com

covariancia dada por:

Gii = E{Yo" Y9} +2 (E{Yo(” Y3 + EQY,0 Yk(‘)})
k=1

= min{t;,t;}- tit; +Z (P(Xoﬁti,xkﬁtj)- titj)+z (P(XoStj,XkSti)- titj)
k=1

k=1

= min{t, -t + > (Cov(I(Xo<ti), I(Xk<t)) + Cov(I(Xost), I(Xi<ty)))

que é exactamente a covariancia entre Z(t;) e Z(t;) dada por (2.2). Esta entéo provado
que  (Zo(t), Zo(t))—— (Z(ty),....Z(t)) para todo o subconjunto finito
{t1,....ti}<[0,1].
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A técnica que vamos usar para demonstrar que a sucessdo {Z.} é fina, € a
mesma que seguimos na demonstracdo do teorema 1.2 deste capitulo. Relembramos
que é suficiente verificar a seguinte condicao:

(C2): Ven>0 36€(0,1), IngeN : P{ sup \Zn(t)-Zn(s) | >e}<nod, paran>nge

S<t<s+d

para todo te[0,1].

Pelo lema 2.1 temos, para todo n>1:

E

g [1(s<Xi<t)-(t-5)] |4£ Ky nz(n'l’z'vl + (t-s)6’5) . (2.3)

No que se segue K; é sempre uma constante positiva, embora possa tomar valores
diferentes ao longo desta demonstracdo. De (2.3) segue-se, para todo n>1 e 0<s<t<1,

que:

e{ 1 Z:)-2:() |4}:n—12 E{Z [I(s<Ui£t)-(t-s)]}4s Ky n2(n 2 + (t-5)%%).

Seja €€(0,1) e rn:%. Se r,<t-s vem da desigualdade anterior:

Kl 1+v
S (9 (2.4)

e{1z:)-z:5)| '} <

Consideramos as variaveis aleatorias: Zn(s+i ry) - Zn(s+(i-1)ry ), i=1,...,m, onde
m é um inteiro positivo. Vamos aplicar o teorema 12.2 de Billingsley [3], tal como

fizemos na demonstracdo do teorema 1.2 deste capitulo. Por (2.4) as condi¢des do

1 (14+v;)
teorema 12.2 de Billingsley séo verificadas tomando y=4, a=1+v; e ui:m M
€

,comi=1,...m . Entdo por este teorema vem, para todo A>0:

. K “
P{max | Zn(s+ir)-Zn(s) | = A} <55 (m 1), (2.5)
i<m AeTh
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21+v1 K 8\}1
Para qualquer valor de n>0 escolhemos um >0 tal que: —=—< 1 €
Fes 1

my=[d/r,]. Entdo para n suficientemente grande, temos m,>1 e

rMp<8<(My+1)r,<2mnr,<23 , 0 que nos permite escrever:

sup | Zu(t)-Za(s) | = sup. | Zo()-Z:(9) |,

s<t<s+(m,+1)r, S<t<s+

pois d< (m,+1)r, . Utilizando agora a desigualdade (1.12) verificada na secc¢édo

anterior vem:

3_r<nax1 | Zn(s+irp)-Zn(s) \ +r, Jn> sup |Zn(t)-Zn(s) |

s<t<s+(m,+1)r,

Tendo em conta as duas Ultimas desigualdades e (2.5), vem:

P{ sup

S<t<s+d

Z,(0-Z,(9)]> 4e}< P{3 max | Zo(s+irn)-Za(s) | + € >4e}
Kl 1+v,
< T [(Mp+1)r,]

K
< 85+—21V1(25)1+V1 <ns,

0 que verifica a condicédo (C,), estabelecendo assim a fineza de {Z,}. W
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CAPITULO I

Convergéncia Fraca do Processo Empirico em L?[0,1]

1. Espacos auto-reprodutores

Para o estudo da convergéncia do processo empirico, encarado como uma
funcdo aleatoria no espago L°[0,1], vamos utilizar a teoria dos espagos
auto-reprodutores, introduzida em 1943 por Aronszajn em [1] e complementada pelo

mesmo autor em 1950 em [2].
Seja X um espaco topolégico e Bx a tribo de Borel que Ihe esté associada.

Definicdo 1.1: Uma funcdo real K definida em X x X diz-se um ndcleo

reprodutor se é simétrica e semi-definida positiva, isto é:

(i) vVxyeX K(xy)=K(yX)

(i) VneN,Vay,..are R V Xy XneX D, aa K(XiX) =0

ij=1

Definicdo 1.2: Um espaco Hk de aplicacdes f de X em R, diz-se um espaco de

Hilbert de ndcleo reprodutor K ou espa¢o auto-reprodutor associado a K, se:

(i) VxeX,afuncdo K(x,))eHk ;

(i) VxeX,VfeHk, f(x) = K(X,")x, (propriedade de auto-reproducéo)
onde (-,*)k representa o produto interno em Hg.

Por Aronszajn [1] sabemos que a todo o nucleo reprodutor K podemos associar
um espaco de Hilbert auto-reprodutor Hx. A construcdo deste espaco € feita definindo
no espaco Hy, das combinagdes lineares finitas de K(x,:), um produto interno pondo:

(K(x,*),K(y," )k = K(x,y). O espaco Hk ¢ pois o completamento de Ho, que pode ser
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construido juntando as funcBes de X em R que sejam limites simples de sucessdes de

Cauchy em Ho.

Por outro lado, vamos ver que, se H é um espaco verificando a defini¢do 2.2, a
funcdo K que lhe esta associada €, de facto, um ndcleo reprodutor e alem disso Unica.
Veremos também que o espacgo Ho, das combinages lineares finitas de K(x,*), é denso
em H. Comegamos por provar que K é simétrica. Para isso consideramos X e y dois
elementos quaisquer de X. Da definicdo 2.2 sabemos que as fungdes fy,=K(y,-) e

fx=K(x,*) pertencem a H, logo da propriedade de auto-reproducédo segue-se:
K(y:x) = fy(x) = (. K(X, )k = (KX7) By e = FaK LY )k = x(y) = K(xy),
donde K é de facto uma funcgéo simétrica.

Para concluirmos que K é um nucleo reprodutor, falta apenas verificar que é

semi-definida positiva. Sejam neN, ay,...,aneR € Xi,...,X,e X, entdo temos:

Zn: ai aj K(xi,xj) = Zn: ai gy <K(Xil')vK(Xii')>K:<_an: aj K(Xi,'),znl: aj K(Xj,"))x =0,

i,j=1 i,j=1
portanto K € semi-definida positiva, logo é um ndcleo reprodutor.

Finalmente, vamos verificar que K é unico. Se de facto ndo o for, isto &, se
existirem dois ndcleos reprodutores K e K™ aos quais est4 associado 0 mesmo espago

auto-reprodutor H, vem pela propriedade de auto-reproducéo:
VfeH, VxeX f(x) = (f,K(X,"))x = (F,K (X,))k.
Fixemos xe X arbitrariamente, entdo para todo o f de H, vem:
K 6)-K(%,))=0 = K(x,*)-K(%,°)=0 = K(x,")=K"(x,"),

isto é, K(x,y)=K (x,y) para todo 0 yeX. Da escolha arbitraria de x segue-se que K=K

Esta assim provado que K é unico.
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Falta ainda verificar que Ho € denso em H. Para isso vamos precisar do lema que

se segue.

Lema 1.1 [9]: Para qualquer subconjunto M= de um espacgo de Hilbert H, o

subespaco gerado por M é denso em H se e s6 se M- ={0}.

Por este lema Hy é denso em H, pois o Unico elemento ortogonal a todas as

fungdes K(x,*) é a fungdo identicamente nula. De facto: f(x) = (f,K(x,*))x =0, VxeX.

A propriedade de auto-reproducdo permite a transmissdo de certas propriedades
de K a todos os elementos de Hk. Por exemplo, se K for um ndcleo reprodutor
limitado, todos as fun¢des do espaco Hk que lhe esta associado, sdo também limitadas.

De facto, se feHk,

sup | f(x) | =sup [(FK(x, )| < U (] [ 1<)

xeX xeX X

= sup (|| f [l K(x.x)"2)

xeX

12
< | llsup [ ™.
X2

1/2 , .. \
Portanto || f ||, = sup \f(x) | < || T lsup | K| onde Il * Il € a norma definida a custa
xeX X2

do produto interno (-,),.. Daqui concluimos que f € limitada.

Para 0 nosso estudo, vamos considerar X=[0,1] e o nlcleo K que admite a

representacado integral que se indica:
K(s,t) = 1-max(s,t) = I[O' . lis.23(U) 15 4,(U) A(dlu) . (1.2)

Para verificar que K é de facto um ndcleo reprodutor, basta mostrar que ¢é

semi-definida positiva, pois a sua simetria é evidente. Tendo em conta que as fungdes
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do tipo 1 4(*) estédo em L2[0,1] e, representando o produto interno neste espaco por

(*,"),, VEM:

vneN, Vay,...,.aneR, VXi,...,Xn€[0,1]

> aa Ka) =2 aid ]| T Ly W) A =

ij=1 ij=1

= Z ai g <I[Xi,1](.)’I[Xj,l](.)>2:

ij=1

= <Z aj I[Xiyl](.)’_z aj |[xj,1](’)>2 >0,
i=1 =1

donde K é semi-definida positiva.

Sabemos que a funcdo K definida em (1.1) podemos associar um espaco de
Hilbert auto-reprodutor Hgk. Pretendemos agora, encontrar uma forma de explicitar
qualquer funcdo de Hg. Antes disso, notemos que o espaco F gerado por

M={l4;(*),s€[0,1]} € denso em LZ[O,l]. Pelo lema 1.1 s6 precisamos de verificar que

0 Unico elemento ortogonal a todas as fung¢Ges do conjunto M € o zero de L2[0,1]. De

facto, para se[0,1], (f, 1,53())2 = I ] f(u) Ijs15(U) 2(du) = 0. Atendendo a que se[0,1]

[0,1

é arbitrario, segue-se que f = 0.
O teorema que se segue € uma versao de um resultado de [21] devido a Suquet.
Teorema 1.1 [21]:

(1) héuma funcdo de Hg se e so se existe uma funcédo g de L2[0,1] tal que:
h() =, 0 A(du) ;

('1i) esta representacdo € unica e define uma isometria W de Hg sobre LZ[O,l].
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Demonstracao:

Definimos uma aplicacdo ¥ de Ho em L2[0,1] por:
P @ K) =2 aily i)
i=1 i=1

Como a expressdo depende da representacdo escolhida para o elemento de Hy,
comecamos por verificar que W é, de facto, independente desta representacdo. Seja

heHjy tal que:
n=3 K =2 BiKO,)
e g,, 9, elementos de L2[0,1] tais que:
glziznl: a; '[xi,l](') , gZ:JZml: bj '[y,-,l](‘) .

Pretendemos mostrar que g,= g,= ¥(h). Ora para todo o xe[0,1] temos:

n

(GulpfMz =2 8 g @) e (0) M)

=20 &Ko) =2 by Ky
- -[ [0.4] ; bj 11y;.13(U) T 13(U) A(dU)

=40, |[x,1](')>2 .

Donde concluimos que:
(91792,9:-0,)2 ZZ ai <91'92’|[xi,1](')>2 } Zl: bj <gl'gzyl[yj,1](')>2 =0,
i=1 i=

isto €, g,=g, em L2[0,1].
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E evidente que ¥ é um operador linear de Hy em L2[0,1], e 0 seu contradominio

Y(Ho) é o subespaco F introduzido atras, logo denso em LZ[O,l]. Temos ainda:

n n 2
| h “K2 = (hh)k :Z ai aj K(xi,xj) = J.[OJ] (Zl: a I[xi,l](u)) A(du)

ij=1

= [y LEONOP 2000 = [,

0 que prova que ¥ é uma isometria.

Por ser uma isometria, W € continua, logo trata-se de um operador linear
limitado. Como tal, ¥ admite uma extensdo Gnica a Ho = Hk , que denotamos também
por W [9]. Facilmente se verifica que esta extensdo é uma isometria bijectiva de

L°[0,1] em Hi.

Seja agora h um elemento arbitrario de Hx. Vamos ver que h admite uma
representacdo do tipo assinalado em (i). Sabemos que para todo o xe[0,1],

h(x)=(h,K(X,*)). Como ¥ € uma isometria vem:
() = (B, Loy (N2 = ) O Ty 2() = || #(h)(w) A(cw)

Se esta representacdo ndo for Unica, deve existir em LZ[O,l] outra funcdo g tal que,

para todo o xe[0,1], se tenha:
h(x) = (¥(h), I[x,l](°)>2 =40, I[x,l](°)>2 :

Temos entdo, para todo o X<[0,1]: (¥'(h)-g, I, ;;(*)). = 0. Ja vimos que a unica funcao
ortogonal a todas as funcdes I, ,,(*) com xe[0,1], € a fungdo nula de L2[0,1], logo

Y(h)=g em L2[0,1], donde concluimos que aquela representacao € Unica.

36



Falta provar a condicdo necessaria de (i). Para isso consideramos g um elemento
qualquer de L2[0,1]. Entdo pela sobrejectividade de P, existe uma funcdo h em H tal

que W(h)=g. Assim:
Jio 9000 L @) 200 = [ PO 1) 2c0) = ),

0 que prova a condicdo necessaria da alinea (i) deste teorema. W

O teorema que acabamos de demonstrar permite-nos descrever o conjunto Hy da

seguinte maneira:
He = {h: h(o= jm g(u) A(du), geL0,1}.
Nas sec¢des gque se seguem consideramos muitas vezes a inversa de YV:
¢l L0,1] — Hx

g — he=[, o) Adu).

Para finalizar esta seccdo, notemos que por K ser limitada, toda a funcéo h de

Hg é também limitada.

2. Consideracoes gerais

Vimos no capitulo I, que a convergéncia fraca de uma sucessdo {Z,} para um
elemento aleatério Z em L2[0,1], decorre da compacidade relativa da sucessédo e da
convergéncia em distribuicdo das variaveis aleatorias (Z,,g), para (Z,g), com

geL’0,1].
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Neste capitulo interessa-nos estudar a convergéncia fraca do processo empirico
uniforme, que denotamos por {Z,}, associado a uma sucessdao {X,} de variaveis
aleatorias uniformemente distribuidas no intervalo [0,1]. Da definicdo de processo

empirico (seccao 3 do capitulo I) vem, para te[0,1]:

Zx(t) =v/n (Fa(t) -1[0,1])

n

1
onde Fn(t) = Hz I[Xi,l](t) é a funcao de distribuicdo empirica de Xg,...,Xn.

Pela teorema 2.2 do capitulo I, se (ej)ien for uma base ortonormada de L2[0,1] e

Se.

(i) sup E{1Zul, }< +oo ; 2.1)

(i) Jim sup e{> (I[o,l] & Zo dk)2}=0, 2.2)

entdo {Z,} é relativamente compacta.

A base ortonormada que consideramos € o sistema de Haar (ep)nen definida a

custa de 0(X) = 11 1/5(X)-1;1,17(X), da seguinte maneira:
eo(X) =1
en(X) = 2"20(2! x - k) onde n=2l+k e 0<k<2'.

Para estas funcoes I[O 1y Em en dA éigual a 1 se m=n e igual a 0 se m=n.

Definicdo 2.1: Uma base de Schauder num espago normado X, é uma sucessdo

(en)nen de elementos de X, tal que, para todo o xeX, existe uma unica sucessdo de

n
escalares (on)nen que verifica a seguinte condigdo: || X - Z ai & ||——0.
i=1
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O sistema de Haar é uma base de Schauder e para toda a funcdo continua f

definida em [0,1], as séries de Haar de f sdo uniformemente convergentes, isto €, se

feC[0,1] entdo z (fen) en & uniformemente convergente para f (capitulos 1 e 2 de
n=1

[19]).

Para cada meN, seja K, 0 nlcleo de Dirichlet definido por:

m

Ko(y) = 2, &) efy),  (xy) <[0,11

i=0

Designamos por Cp, 0 suporte de Ky. As figuras que se seguem, mostram oS

suportes C1,C,,C3,C4, Cs e Cq € 05 respectivos valores de Ky, nesses suportes:

C1 C2

Cs Cs
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C5 CG

Como se pode verificar, para cada meN, C;, € um conjunto de quadrados
dispostos ao longo da diagonal de [0,1]>. De Cn para Cms1 , um dos quadrados é
dividido em quatro e rejeitam-se os dois quadrados mais pequenos que estdo fora da

diagonal. Além disso, K, é constante em cada um dos quadrados de C, e

J.Cme(x,y)dxzzl para cada meN. Temos ainda, para p>m:

Km(X,Y)<Kp(X,y), (X,y)eCp. (2.3)

Notemos que se f for uma funcéo continua em [0,1], o integral

oKm(y) T(¥) A(dy) = > | o026iY) T(y) Mdy) &) = Z @h ()

i=0

converge uniformemente para f, por se tratar da série de Haar de f.

40



3. Compacidade relativa do processo empirico
No que se segue, (en)nen representa a base de Haar definida na secgédo anterior,
que €, como ja dissemos, uma base ortonormada em L2[0,1].

Nesta sec¢édo pretendemos estabelecer condicGes suficientes para a compacidade

relativa do processo empirico uniforme {Z,}.

Teorema 3.1 [13]: Se a sucessdo de funcdes (Ln)nen definida por:

n

La(xy) = % Y [POXi< XXk < y) - POK < X)P(Xk< Y],

j k=1

converge uniformemente em [0,1]%, entdo a sucessdo {Z,} é relativamente compacta

em L°[0,1].
Demonstracéo:

Para cada neN, L, é uma funcdo continua em [0,1]. De facto,

1 n
La(xy) = = 2. [Fogao(xy) - X Y],

k=1

onde Fx;xy), a fungdo de distribuicdo do vector (X;j,Xy), é continua, pois X;j e Xy tém
fungdes de distribuicdo continuas, ja que sdo uniformemente distribuidas no intervalo
[0,1].

Sendo L o limite uniforme da sucessdo (L,)n>1 de fun¢Bes continuas, entdo L é
também continua. Além disso, L é definida no compacto [0,1]?, logo é limitada, donde

vem: ||L|| < o. Por outro lado,
ILn - Lll,——0 = [lLall,—— I L [L,,,

donde se conclui que a sucesséo ||L||, € limitada, isto e, sup||Ln]| <+.

neN
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Para estabelecer a compacidade relativa de {Z.} precisamos de verificar as
condigBes (2.1) e (2.2) assinaladas na secgdo anterior. Comegamos pela condicdo

(2.1). Por aplicacdo do teorema de Fubini, temos:

EQ1zal, 3= E{ [, 2o M) } = [, ECZa3A ().

Mas,
E{Zo(u)’}= E{[Vn (Fa(u) - I} = nxn—lz_zn: P(Xi<u,Xi<u) - n U2
= %Zn: [P(Xi<u,Xj<u) - P(Xi<u)P(Xj<u)]
= Ly(u,u).
Donde vem:

EQ1Z0l,"} = [ gy L) 2(u) <

< J 5 Il A(c0)

< SUP||Laf| < +o0.

nx1

Entdo sup E{||Zn||22}< +oo, isto é, a condicdo (2.1) de compacidade relativa é

nx1

verificada.

Para verificar a condigéo (2.2) consideramos:

an = sup E{iN: (I[O,l] & Zy dk)2}= sup E{i <ei,Zn>zz}-
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Para ja, vamos mostrar que a sucessao de termos geral ay € de Cauchy. Para p>m vem:

|am+1 - ap+1‘ < Sli? | E{ i <ei,zn>22}' E{i <eilzn>22} |

i=m+1 i=p+1

= Snli? | E{ig;l (.[[0,1] e Zn dk)2 | .

Basta portanto mostrar que, para todo £>0, existe mpeN tal que, se p>m>my tem-se,

para todo o n>1:
E{_il (J oy Zodn) F<c. (3.1)

Aplicando o teorema de Fubini, vem:

e{(,, 02 i) =e{] o €0) €i(Y) Zo(x) Za(y) A@A(dx.dy) }
- I o Ei(X) i(Y) E{Za(X) Zn(y)} 1®1(dx,dy)

= [ €100 9) La(xy) A@A(Ex)

donde,

E{il (I[o,l] 02 6.) ) :f of 3 () (y) La(xy) A@A(dx.dy)

i=m+1

:I oar (Ke(xY) - Ki(xy)] La(Xy) A@2(dx,dy).

Dado &>0 arbitrario, a convergéncia uniforme de L, para L, permite-nos

escolher ngeN tal que, para todo o X,y<[0,1] se tenha:

n>ng = L(Xy) - &< La(X)y) <L(Xy) +¢.
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Usando as propriedades dos nucleos de Dirichlet K, mencionadas na sec¢do

anterior deste capitulo vem, para n > ny,
E{i_%1 (Jouezedt)} =[. (- Ke) L2
= oy Km La @37 4] (Kp - K) Ly o2
<. o, Kn (L) 01 +ij(}<p - Kn) (L+e) d)2
<Jor KnLda? ] Ky La? + 6 K dh2+f Ky d?

— 2 2
= KnL @i+ Ky Ldd?+ 26 (3.2)

[0.1]

Como L € uma fungéo continua, o integral
J 2y Kmx,y) L(xY) 2d)
converge uniformemente para L(x,x) (ver sec¢do 2 deste capitulo). Tanto Ky, como L

sdo funcdes limitadas. Podemos portanto, majorar aquele integral por uma constante,

0 que nos permite aplicar o teorema da convergéncia dominada e obter:
f o1 Km0GY) L(x.y) kz(dx,dy)—J[O’l] L(x,X) A.(dx) . (3.3)

Entdo existe mpeN tal que para p>m=>mj:

: |
| Joupknl a2 [ Lan|<en

: |
| JoupkoL 2] Lan|<e2.
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Donde se segue, somando e subtraindo I ] L dA em (3.2) que, para n>ng:

[0,1

E{i_%l (J o @20 02) F<3e.

Falta ainda controlar as esperancgas correspondentes ao nimero finito de indices
n< np. Fixemos um destes indices arbitrariamente. Entdo, uma vez que L, é também
uma funcdo continua e limitada, a convergéncia assinalada em (3.3) verifica-se com
L, em vez de L. Podemos entdo escolher mg(n)eN tal que, para p>m>mg(n), se

verifique:
E{é}+l (Joueizodn)}=

- 2 2
_I[0’1]2 Kp Ln d}\, = -[[0,1]2 Km Ln }\,

:(j[oyl]z Ko Lodn2-[ L) - (jm]z K Ln 32 [ ) Lo )

<el2+¢l2=¢.

Entdo, tomando me=max{mo(1),mo(2),...,mo(no-1)}, vem para todo o n<ng e p>m=>my:
2
E{i_%l (J oy zodn) F<ce.

Com isto fica estabelecido que a sucessdo de termo geral

an = sup E{g (I[Oyl]ei Zy dk)z}

nx1

é de Cauchy, logo convergente, 0 que é 0 mesmo que dizer que

an(n) = E{iN: (I 048 Zn dk)z}
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é uniformemente convergente relativamente a n. Como para cada neN fixo, se tem:
lim an(n) =0,
N—o

pois an(n) € o resto de ordem N de uma série convergente, entdo ay(n) converge

uniformemente para zero, isto é:

lim sup E{Z (j[o 1, & Zn dx)z}: 0. m

N—o0 n>1

A condicdo de compacidade relativa do teorema que acabamos de demonstrar,
pode ser rescrita para sucessdes estacionarias da forma que nos indica o seguinte

teorema.

Teorema 3.2 [13]: Seja {X,} uma sucessdo estritamente estacionaria de

variaveis aleatorias uniformemente distribuidas em [0,1]. Se,

Z \P(XHSX,XOSy)-xy\

n=0

é uniformemente convergente em [0,1]%, entdo a sucessdo {Z,} é relativamente

compacta em L2[0,1].
Demonstracéo:
Pelo teorema 3.1 basta mostrar que L, é uniformemente convergente.
Seja Qjk(X.y) =P(X; <X, Xk <y) - P(Xj <x) P(Xk <y)
=P(Xj <X, Xk <y) - Xy.

E facil verificar que Ln(x,y) se pode rescrever da seguinte maneira:

La(xy) = = Z Qik(xy) = = Z Qj(x, y)+ > Quix, y)+— > Quxy).

jk 1 1<J<k<n Lk<]<n
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Atendendo agora a estacionaridade de {X,},obtém-se:

Lx)= 120 Quliy) + 2 (-)Q6(xy) + 72 (1-)Qulxy)

n—.

= Qulxy) + 2. (1 )(Quibxy) + Qulxy))

i=1

Como Qoi(x,y) = Qio(y,X), a convergéncia uniforme de z \Qio(x,y)| em [0,1]?

i=0

implica a convergéncia uniforme de z \Qo.(x y)| e de Z |Qo.(x y ) + Qio(X, y)\

i=0

Entéo,

Z ﬁ(Qio + Qoi) |

i=1

| Ln - Qoo -g (Qio + Qoi) | =

<Z _‘Q|0+Qo||+ Z ﬁ'QiO"'QOi‘

i<vn Jn<i<n-1

|Q|0+Qo|‘+z |Q0+Q0|‘
i>/n

IA

5
L

s%i;m Q.o(xy)\+\/—z | Quo(y,x) | +

|<n

+Z \Q.o<xy)|+2 | Qio(y. )|

|>n |>n

SUpZ | Qo(x.y) |+ 2sup 2 [ Qio(x.y) .

N (xy) i=0 (%) izv/n

A funcéo Z \Qio(x,y)l é continua por ser limite uniforme de uma sucessdo de
i=0

funcBes continuas, além disso esta definida num compacto, logo ¢ limitada. Entéo,

LSUpi | Qio(x.y) | —>0.

(xy) i=0
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Por outro lado, da convergéncia uniforme da sériez |Qio(x,y)
i=0

, Segue-se

imediatamente:

2sup z | Qio(X,y) | —" 0.
(x.y) izv/n

Portanto L, € uniformemente convergente. H

4. Convergéncia do processo empirico

Na seccdo anterior estudamos condicGes suficientes para a compacidade relativa
do processo empirico uniforme. Resta-nos estabelecer condicdes suficientes para a

convergéncia em distribuicdo das variaveis aleatérias (Z,,g), com geLz[O,l].

Antes de mais, notemos que para geLZ[O,l], temos por aplicacdo do teorema de
Fubini:

| o0y 9O MO A = | [o,lJ[o,u 9(0) 110(s) Mdls) ()
= | [o,lJ[s,u g(t) A(dt) A(ds)

= {[ .00 M@0},

pois a distribuicdo das variaveis aleatdrias X; coincide com a medida de Lebesgue A

em [0,1]. Temos entao:

.[[0,1] tg(t) Ady) = E{J[xiyl] 9(®) Mdt)}- (4.1)
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Dado geLZ[O,l], se definirmos h=¥"(g), onde ¥ é a isometria entre Hy e L2[0,1]

introduzida na secgdo 1, temos:
1 n
(9Zn), =n [<g,;§ Ly ()2 - QA0 ]

n

5=
z
T

Jy 80 20 -1 | 0 210,72t

h(X) - v/n Im] t g(t) A(dt) .

5w
D

T
[N

Por (4.1) vem:

0.Zo)s = %Z h(X) - ¥ E(h(X)) =

i=1

1 n
= Ez [h(Xi) - E(h(X)].

i=1

Assim o problema de provar a convergéncia em distribuicdo dos produtos
internos (ZnQ),, reduz-se a demonstracdo de um teorema limite central para as
variaveis aleatorias h(Xj) com heHg. Vimos na sec¢do 1 que as fungbes de Hy sdo
todas limitadas, entdo existe uma constante positiva C, que depende apenas de h, tal
que | h(X;) | < C para todo jeN, isto é, as variaveis aleatorias h(X;) sédo uniformemente

limitadas.

Pretendemos nesta seccdo, demonstrar dois teoremas que estabelecem a
convergéncia fraca do processo empirico uniforme, considerando para isso dois tipos
de dependéncia entre as varidveis aleatorias X,: o-misturacdo e associacdo (ver
seccdo 3 do capitulo I). Comecamos por tratar o problema para variaveis
aleatorias o-misturadas. Para isso vamos usar um teorema limite central de Doukhan,
Massart, Rio [6], que aparece aqui numa versdo reduzida, adaptada ao caso de

variaveis aleatérias uniformemente limitadas.
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Teorema 4.1: Seja {Y,} uma sucessdo estritamente estacionaria e o-

misturadora de variaveis aleatdrias centradas e uniformemente limitadas. Se Z o <
n=1

+00 entdo,

P=E(Y) +2 Y E{Ys Y}

n=1

é convergente e, se >0, entdo n?(Y,+...+Y,) converge em distribuicdo para uma

variavel aleatéria Gaussiana centrada e com variancia o°.

Teorema 4.2 [13]:Suponhamos que as varidveis aleatérias X, n>0 sdo
estritamente estacionarias, a-misturadoras e uniformemente distribuidas no intervalo

[0,1]. Se:
i Oy < +o0, 4.2)

~ ;o . . 2
entdo o processo empirico uniforme associado a {X,} converge fracamente em L"[0,1]

para um processo Gaussiano centrado e com funcao de covariancia dada por:
T(s,t) = mis{s,t} - st + 2> [P(Xo<s,X<t) - st] . (4.3)
k=1

Demonstracéo:

Como heHyx é limitada, as variaveis aleatorias Y;=h(X;)-E(h(X;)) sdo
uniformemente limitadas. Além disso, segue-se das hipdteses do teorema que {Y.} é
uma sucessdo estritamente estacionaria de variaveis aleatérias centradas. Como cada
Y; depende apenas de X, entdo a sucessdo {Yy,} € também a-misturadora. Podemos

entdo aplicar o teorema 4.1 a sucessao {Y}, donde se segue que a sucessao
Y,)= h(Xi) - E(h(X;
Z )= IZ[() (X))
converge para uma variavel aleatoria Gaussiana centrada cuja variancia é dada por:
o%(h) = Var (h(Xo)) + 22 Cov(h(Xo),h(Xy)),
k=1

onde a série envolvida é convergente.
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Pelo teorema 3.2 a compacidade relativa segue-se da convergéncia uniforme da
série:
Z ‘ QnO(ny) | ]

n=1

com Qno definido como anteriormente. Da definicdo de Qno e dos coeficientes de

o-misturacdo segue-se que, para todo o x,y<[0,1]:

Z ‘ Qno(X,y) | < Z Ol < 00,
n=1 n=1

donde se conclui que a série Z |Qn0|é uniformemente convergente em [0,1]%
n=0

ficando assim estabelecida a compacidade relativa.

Para verificar que a expressdo para a covariancia do processo limite é dado por

(4.3), tomamos g =¥(h). Entdo utilizando o teorema de Fubini,

et =] e an= [ ([ 06 1@9) 1)

= [0 010D o) 0(5) 0t) 2 () (e

= J oz Min{s.t} 9(s) 9 2(ds,d)

e por (4.1) vem:

Exh(xo} =E{] 00 a@n}
= ([ .yt 2(a0)’

= .[[0,1]2 stg(s) g(t) kz(dS,dt),
isto e,

Var (h(X0) = [ | - (min {6} - st) g(s) g(t) 2%(ds, o).
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Por outro lado, usando o mesmo tipo de raciocinio:

E{NOXOIELN(} = [, ta(6) () 23

EONOW} = [y, PPOoSS, Xie<t) 9(s) g(t) 22(ds, )
donde

Cov (NXo(X) = [ P(Xe<s, Xic<t)- st] g(s) g(t) 22(ds,d).

[0.1]

Finalmente vem:
o(h) = | ;- T(s) 9(s) o0 A%(ds. ).

Seja agora Z um processo Gaussiano em [0,1] com funcdo de covariancia T'.

(Z,9), € uma variavel aleatéria Gaussiana com variancia:
2
E{J 01,26 90 1@} = [, ECZ6)Z0} 96) 000 23, ) = ().

Entdo a sucessdo de varidveis aleatorias (Z,,9), converge em distribuigcdo para (Z,g),,

0 que com a compacidade relativa de {Z,} implica que {Z,} converge fracamente para
zZn

Tratemos agora 0 caso em que as variaveis aleatrias da sucessdo {Xp} sdo
associados. Para provar a convergéncia dos produtos internos, vamos usar 0 seguinte

resultado devido a Newman [11].
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Teorema 4.3 [11]: Seja {X,} uma sucessdo de variaveis aleatorias estritamente

estacionérias e associadas e Y, = f(X,), sendo f uma funcdo absolutamente continua.

Seja Y, =f (X,) onde ?:I |f'(u)] du. Se

0.4
o 00 ) T0xy) 2% dy) < +o0, (4.4)
onde I é definido por (4.3), entdoY ; é de quadrado integravel e
=2 (Y- E(Y)
Jns i
converge fracamente para uma variavel aleatdria Gaussiana e centrada com variancia

GZ:LM]Z f'(x) F'(y) T(x,y) A2(dx,dy).

Teorema 4.4 [13]: Seja {X,} uma sucessdo de variaveis aleatorias estritamente
estacionérias e associadas com distribuicdo uniforme em [0,1]. Se a série em (4.3)
converge uniformemente em [0,1]% entdo o processo empirico associado a {Xi}
converge fracamente em L2[0,1] para um processo Gaussiano e centrado com funcgéo

covariancia dada por (4.3).
Demonstracao:

Pelo teorema 3.2 a compacidade relativa do processo empirico decorre da
convergéncia uniforme da série

+0

D [P x, Xo< y) - xy .

k=1

Como por hipotese a sucessdo {X,} € associada, o termo geral desta série é ndo
negativo, e portanto, trata-se da série envolvida em (4.3), que é uniformemente

convergente por hipdtese. Esta assim provada a compacidade relativa do processo
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empirico uniforme {Z,}. Resta-nos provar a convergéncia dos produtos internos.

Notemos que:
@ge= =2 [ f,00 000 - {00 raw}]

1

n
Jn 3

[ o 0000 20 - E{ o) e},

pelo que iremos aplicar o teorema anterior com Y ,=f(X,)= I[O %] g(u) A(du).

A funcéo f € absolutamente continua em [0,1], por ser o integral indefinido de
uma funcdo g integravel a Lebesgue em [0,1]. Para aplicar o teorema 4.3 falta

verificar a condicao (4.4):

J‘[OJ]ZQ(X) g(y) T(x,y) A2(dx,dy) < + oo

Ora, I'(x,y)=min{x,y} - xy +22 Qok(x,y), onde Qu(+,) € a funcdo continua definida
k=1

anteriormente. Além disso a fungdo 06(x,y)=2_ Quk(X,y) € continua por ser o limite

k=1
uniforme de funcBes continuas. Portanto T'(X,y) é continua, logo é limitada no

compacto [0,1]% isto &, existe uma constante ¢>0 tal que sup I'(x,y)< c. Tendo ainda
(xy)

em consideracao que ge L2[0,1], a condicao (4.4) decorre com facilidade. De facto,
J 2 900 9) T(xy) 22(dxdy) <cf | - 0x) a(y) 23(dx.dy) <on

Verificadas as condicdes do teorema 4.3, podemos concluir que (Zn0),
converge em distribuicdo para uma varidvel aleatoria Gaussiana centrada com

variancia dada por:

62=I[0,1]z g()g(y) T(x.y) A%(dx,dy).

O resto da demonstracdo prossegue exactamente como no teorema 4.2. H
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Salientemos que os resultados demonstrados nesta seccdo e na anterior, relativos
ao processo empirico uniforme, podem facilmente ser estendidos ao caso geral, desde
que seja imposta a condi¢do de que as variaveis aleatorias X,, neN, as quais esta
associado 0 processo empirico {Z,}, tenham uma fungdo de distribuicdo continua e

concentrada em [0,1]. A funcdo de covariancia do processo limite passaria a ser:
I'(s,t) = p[0,min(s,t)] - n[0,s] u[O,t] + 22 [P(Xo<S, Xi<t) - P(Xo<S)P(Xk<9)]
k=1

onde p é a distribuicdo das varidveis aleatorias X;.

5 - Apresentacao de um exemplo concreto

Vimos nas secgdes anteriores deste capitulo, condi¢cbes suficientes para a
compacidade relativa e para a convergéncia fraca do processo empirico, no caso em
que as variaveis aleatorias (Xn)n=o tm uma distribuicdo uniforme em [0,1]. Como ja
sabemos, este € 0 caso mais importante, pois esta é a distribuicdo das variaveis

aleatorias F(X,), onde F é a funcdo de distribuicdo continua de X, .

Vamos apresentar uma classe de sucessbes, para as quais a condi¢do de
compacidade relativa do teorema 3.2 (que é tambem condicdo suficiente para a
convergéncia do processo empirico quando (Xn)nen € associada), € equivalente a uma
condicdo mais fraca que a obtida por Yu e apresentada no teorema 2.2 do capitulo I1.
Daremos também um exemplo de uma sucessao pertencente a esta classe que verifica

a condicdo do teorema 3.2, mas ndo a condicao obtida por Yu.

No que se segue, consideramos sempre sucessdes de variaveis aleatorias

estritamente estacionarias e associadas.
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A condicdo do teorema 3.2 aplicada a sucessdo (F(Xn))ns0 €Xige a convergéncia

uniforme em [0,1]° da série:
2. [P(F(Xn)< X, F(Xo)<y) - P(F(Xn)<X) P(F(Xo) <y) . (5.1)
n=0

Antes de mais, vamos ver que esta condigdo implica que:

3 Cov (F(Xo), F(Xs)) < o0 52)

n=1

Utilizando a igualdade de Hoeffding, temos:

> CoFOXOFO) =2 Jipup PFOGISYF(X)<H) - PEOXR)SX) PFOG)SY) dx

n=1
dy.
Podemos agora aplicar o teorema da convergéncia monoétona, pois a fungédo

integranda € ndo negativa por associacdo. Assim:

i Cov (F(Xo), F(Xp)) = Lo,u?i | Huo(X,y) | dxdy,

n=1

onde Hno(X,y) = P(F(Xn)< X, F(X0)< Y) - P(F(Xn)< X) P(F(X0)< y) > 0.

Mais uma vez, a convergéncia uniforme da série integranda e a continuidade das
funces Hno(+,) implicam que a dita série é uma funcéo limitada em [0,1]%, logo (5.2)

é verificada.

Por outro lado, é evidente, atendendo a associacdo, que a condi¢do obtida por

Yu também implica a condicéo (5.2). Isto é:

i 32+ Cov (F(Xo), F(Xy)) < +o0 = i Cov (F(Xo), F(Xn)) < +o0.

n=1
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Seja agora (Xn)n=0 UM processo estocastico Gaussiano, centrado, estacionario e
associado. Por Pitt [17] a associacdo deste processo é equivalente a: Cov(X;,X;j)> 0,
Vi,j > 0.

Suponhamos que Var(X,)=1, n>0, e denotemos par p, 0 coeficiente de

correlagdo entre X, e Xy, . Suponhamos ainda que p, —— 0.

A funcéo densidade de (Xo X,) pode escrever-se:

(1 )
expl (X2 +y? -2p,x,yl,
2n1-p,7  \21-p,) )

fon(x,y) =

e portanto temos:

Cov (F(Xo),F(Xn)) =

1 2
:IRZ FOOF(Y)  fon(xy)dxdy - -[R F(X)E exp(—szdx XJ.R F(y)

1 2
T exp[_ yzjdy

| 1 24y )]
:I r2 FOOF(Y) Lfm(x,y)—zexp(—x Zy jjdxdy.

x2+y2J

1
Facamos: An(X,y) = fon(X,Y) - o &P (— >

Utilizando a regra de Cauchy e tendo em conta que p,——> 0, vem:

A , 2 2
lim M=:—yexp(—x +Yy ] (5.3)
T

n—w P, 2

Pretendemos mostrar que as séries Y. Cov (F(Xo), F(Xn) € 2. Cov (XoXn)
n=1 n=1

sdo da mesma natureza. Para isso basta mostrar que o quociente entre 0s respectivos

termos gerais converge para um limite finito e estritamente positivo, atendendo a que
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se tratam de séries de termos ndo negativos, ja& que as varidveis aleatdrias
intervenientes sdo associadas. Para o estudo do quociente referido necessitamos de

invocar o teorema da convergéncia dominada, 0 que nos obrigard a majorar

uniformemente o0 quociente Para estabelecer essa majoracdo, vamos

An<x,y)‘
Pn

considerar a fungéo:

X2+ 2
Bn(X,y) = 2nAn(X,Y) exp( 2y ]

e procurar para esta um majorante uniforme e um minorante uniforme. Notemos que

Bn(X,y) pode ser rescrito da seguinte maneira:

[ (x+y?)p?  poxy |
| - ~|-1.

1
Bn(X,y) =
)= e T

Atendendo a convergéncia para zero de p,, € facil verificar que a sucesséo de

(5.4)

1 1 . : - :
termo geral —————-——; € convergente. E por isso limitada, donde se conclui
Pn 1- Pn Pn

que existe uma constante C;> 0 tal que:

L <C.pl+1
T =4, tL
\ll_pn2 '

Por outro lado, se p,——> 0, entdo existe uma ordem noeN a partir do qual se verifica

sempre 1-p, 2> 0. Entdo, para n > n, temos:

[ (Xz _’_yz)pnz\

P\~ pe) )t

Estas consideragdes permitem-nos deduzir que existe uma constante C;> 0 tal que:

X
Bn(X,y) < (Cip,” +1) exp (%j -1, n>n.

Agora, usando a desigualdade e" < 1 + m e'“', vem para n>no:

r |
Bi(xy) < Cup,” + )| 1+ f_z 2 exp[l_p; : \XVUJ—L
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isto é:

1+ Clpn2
1- pn2

( NI
Bn(x,y) < p, Lclpn + XY‘ exp W‘Xy‘ J

1
Notemos que podemos escolher noeN de forma a que, para n>no, 0<p, < 3 0 que

implica: P <1 Entdo:
p " 1_ n2 - 2' -
Bn(xly) 1+C1pn2 (‘Xy‘\
——<C ———|xylexp| — |, n=no.
Py P g el XpL 2 J ’
l—I_C:lpnz

Finalmente, do facto das sucessdes p, e EErE serem convergentes, logo
—-p

n

limitadas, é possivel escolher constantes C, e C3 positivas tais que:

ALY | o) ( : +y2]
S SLCZ +C,|xylexp > Jexp - (5.5)

Para encontrar um minorante, consideramos mais uma vez, que existe uma

1 1
ordem ngeN a partir da qual 0 < p, < —. Entdo, para n>no, temos: >1ede
3 ‘\Il_ pn2

(5.4) vem:

[ x x2+y?)p. )
Y )P
Ba(x.y) 2 exp| p, — > p, ( )
K 1- Pn

Usando agora a desigualdade " >1+u, ueR, segue-se que:

( Xy (Xz +y2)p”\
Bn(xay) 2 anl_ pn2 - 2(1_ pnz) )|

0 que implica que:
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X
Atendendo a que xy > — > vem:

2 2 2 2
An(x,y)>_ Xy (1+pn)exp(—X Y ]xi
P, 2(1-p,?)

2 271

TP

Mais uma vez, da convergéncia de 2(1 . 2) segue-se a existéncia de C,>0 tal que:
— Pn
A_(X,y) X% +y?
——"5>-C,(x* +y*)exp - 5 . (5.6)

Pn

De (5.5) e (5.6) obtém-se a seguinte majoracao uniforme:

2

A, (x,Y) < C1+xHy?) exp(_x Zyzj_ (5.7)

n

Relembremos que 0 nosso objectivo é provar que as séries Z Cov (Xo,Xy) €

n=1

Z Cov (F(Xp),F(Xn)) sdo da mesma natureza. A majoragdo obtida em (5.7)
n=1
permite-nos entdo usar o teorema da convergéncia dominada. Tendo em conta (5.3)

vem:

Cov(F(X,), F(X,))
5 Cov(X,, X,)

= lim [ 2FOOR(Y) —A"f)x'y) dx dy

n

X2 +y?

= .[RZ F(X)F(y) %exp(— > J dx dy
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= [ _[R F(x)%exp(—xéjdx ]2

= EX{X,F(Xp)} #0,
0 que mostra que as séries sdo da mesma natureza.

De seguida vamos provar gque a condicao:
D Cov(Xo,Xn) < +0, (5.10)
n=1

implica a convergéncia uniforme da serie referida em (5.1). Temos:

Hno(xy) = P(F(Xn) <X, F(Xo) <y) - P(F(Xn) < X) P(F(Xo) <)

= E{I(F(Xn) < %) 1(F(Xo) <y} - E{I(FOG) < %) JE{I(F(X0) <y}
Considerando a funcdo Q(x) = inf{y: F(y)>x} introduzida no capitulo I, tem-se:
I(FOK) <x)=1(Xi<Q(x))  com probabilidade 1.

Entao,

Hno(x,y) = E{I(Xo< x?) 1(Xn < y") } - EfIo < ) FE{I(X < v},

com x’=Q(x) e y’=Q(y). Portanto, podemos escrever:

Hno(X,y) =IR2 | ox1(8) T oyy (1) fon(s,t) ds dit -
I | L ?I2)d I | (D)——exp(- 2/2)dt
“Jr [—oo,X'](S)meXp(- $7/2)ds x | 1,y ( )meXp(' )

:IRZ | er(8) 1y (®) An(sit) s clt.
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Utilizando a majoracéo (5.7) obtemos:

SZ

tZ
0 < Hyo< p, IRZ C(1+s*+t?) exp[— Z ]ds dt.

Ent&o existe uma constante C’ tal que:

i Hno(x,y) < C’ i Py V(X,y)e[O,l]z.

Como por (5.10) a série Z p, € convergente, entdo a série Z Hno(X,y) €

n=1 n=1

uniformemente convergente como pretendiamos demonstrar.

Temos entdo o seguinte esquema de implicacdes:

Z Hno(X,y) uniformemente convergente em [0,1]°

n=1

N
- N
D Cov(F(Xo), F(Xn)) < % (5.2)

n=1 /'\

N

Cov(XoXn)) < 0 (5.1)

+00

n=1

Resumindo:

+00

Z Cov(F(Xo), F(Xn))<00<:> Z Hno(X,y) uniformemente convergente

n=1 n=1

/H\ em [0,1]2

+00

Y. 2% Cov(F(Xo), F(Xn))< 0 (condigéo obtida por Yu).

n=1
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Obtivemos entdo uma classe de processos estocasticos de indice discreto, para
0s quais a condicdo do teorema 3.2 é equivalente a uma condi¢do mais fraca que a
obtida por Yu. Isto permite-nos encontar dentro desta classe, exemplos de processos
estocasticos que verificam a condicdo do teorema 3.2, mas ndo a condi¢do obtida por

Yu. E o caso, por exemplo, do processo estocastico Gaussiano e centrado (Xp)nso COM

funcdo de covariancia dada por: Cov(X;,X;) = ﬁ , 1,jeN.

Segundo Pitt [17], as variaveis aleatorias sdo associadas pois Cov(X;,X;)=0 para
todo i,jeN. Além disso, € um processo estacionario cuja sucessdo p,= Cov(Xo,Xn)
converge para zero. E portanto um elemento da classe de processos estocasticos em
Cov(F(X,), F(X,))

Cov(X,,X,)

estudo. Provamos anteriormente que o limite de € uma constante
real positiva, entdo claramente:

Cov(F(Xo), F(Xn)) = ¢ Cov(Xo,Xy) = ¢ (1+n?)?

onde ceR".

A série i Cov(F(Xo), F(Xn) = ¢ > L

2
n=1 n=1 1 +Nn

é convergente. Isto equivale a

dizer, como vimos anteriormente, que a série z Hno(X,y) € uniformemente

n=1

convergente em [0,1]%, logo a condicdo do teorema 3.2 é verificada.

Da implicacdo que se segue,

i r113/2+v COV(F(XO), F(Xn))<+00 = i I’ll/3 COV(F(XO)v F(Xn))< +o0,

n=1

resulta, que se a série do lado direito da implicagdo ndo for convergente, a condicdo

obtida por Yu ndo é verificada. De facto, utilizando o critério da razdo para séries de
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termos ndo negativos, € facil verificar que a série,

1

i n*® Cov(F(Xo), F(Xy)) = c** i—m
n=1 (1+ n’ )

n=1

é divergente, logo a condicdo de Yu ndo € verificada por este processo estocastico.

Acabamos de apresentar um exemplo de uma sucessao de variaveis aleatorias
(Xn)n=o cuja convergéncia fraca do processo empirico que lhe esta associado, pode ser
estabelecida pelos teoremas apresentados neste capitulo, mas ndo pelos teoremas
apresentados no capitulo Il. Na seccdo seguinte apresentam-se algumas aplicaces do

estudo feito neste capitulo.

6. Algumas aplicacoes

Para apresentar uma das aplicacOes, necessitamos de recorrer a alguns
resultados devidos a Suquet, relativos a espacos auto-reprodutores e medidas

aleatdrias [22]. Por isso, expomos de seguida, uma sintese desses resultados.

Seja X um espaco topoldgico, Bx a tribo de Borel que Ihe estd associada e M o
espaco das medidas com sinal, limitadas, definidas sobre o espa¢o mensuravel (X,
Bx). Seja Hk 0 espaco auto-reprodutor associado a um nucleo K. Por Suquet [22], a

aplicacdo @ definida por:

d: M —— Hg
il ——><D(u)=J K(,t) p(dt)
é injectiva desde que a seguinte implicagdo se verifique:

_[ K(s,t) u®u(ds,dt) =0 = p=0. (6.1)
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Se considerarmos X=[0,1], K o nucleo definido em (1.1) e M o0 espago das
medidas com sinal, limitadas e que ddo massa zero ao ponto 1, entdo a implicacéo

(6.1) verifica-se o que garante a injectividade de ®.

A aplicagdo @ permite-nos obter o produto escalar de Hx sob a forma de um
integral, se pelo menos um dos elementos envolvidos no calculo do produto escalar

pertencer a ®(M) [22]:

V feHy YueM  (f, d(w)y :J.[Oyl]fdu. 6.2)
Entdo para todas as medidas peM temos, por aplicacdo do teorema de Fubini:
D)) = Jpq, KL p(d) =
= [ oo To(0) T ) () (et
= [ o) o roui(® () A(du)

= | L 0] A(du) 6.3)

Estamos agora em condigOes de apresentar a primeira aplicagdo do estudo feito

nas seccdes anteriores.

Seja F uma fungéo de distribuicdo concentrada em [0,1]. Definimos a funcional:
T(F) = [ 900 F(ev),

para alguma funcédo g para a qual aquele integral exista qualquer que seja a funcao de

distribuicdo F. Seja F, a funcdo de distribuicdo empirica associada a F, entdo por (6.2)
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vem para geHg:

[T - TEN =0 ) 00F - F(A) = V@ @(ues e, (6.4)

[0,1

onde prr, € a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a (F - Fn). Mas por (6.3), para

todo 0 s<[0,1]:
D)) =], wre, [0, WA = [ (FF() A(du) = ¥EF-F)()

onde W é a isometria entre Hx e L2[0,1] introduzida na seccdo 1 deste capitulo.

Retomemos a igualdade (6.4):

A [T(F) - TENI=VN (@ ¥ (F-Fo) = Vn(-g', (F-Fv) ), = (@', Zoz,
onde Z, é o processo empirico associado a F e g(s) = .[[s,l]- g'(t) A(dt) = ¥(-g").

Entdo os teoremas (4.2) e (4.4) podem ser usados para estabelecer a
convergéncia fraca de \/ﬁ[T(F) - T(Fn)] para (g', Z),, onde Z € o limite em L2[0,1] do
processo empirico. Estas funcionais sdo casos particulares das funcionais de Von

Mises.

Outra aplicacdo do estudo feito neste capitulo é o teste estatistico de Cramer-
Von Mises o? Este pretende testar a hipotese de Fo ser a funcéo da distribuicdo das

varidveis aleatorias X,,neN, e é definido por:

o =n [ (Fa(t) - 7 dit,

[0,1

onde F, é a funcdo da distribuicdo empirica de Fo(Xy),...,Fo(Xn). Da definicio de w,?, é
imediato que este é a norma em L?[0,1] do processo empirico uniforme. Portanto,

verificadas as condi¢cdes dos teoremas (4.2) ou (4.4), podemos concluir que ®n?
converge em distribuicdo para w’= j B%(t) dt, onde B é o limite em LZ[O,l] do

processo empirico uniforme.
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Seguindo agora Khmaladze [8], suponhamos que temos uma familia de funges
{F(x,0), 6c®} e pretendemos fazer um teste de identificacdo da funcdo de distribuicéo

F dentro dessa familia. O teste estatistico estudado em [8] é:
6,2 =n ] Fal) - 6(6,) 6(d16,),

onde G(t,0) = F(F(t,00), 0), @n € um estimador do parametro 6 e 6o 0 valor a ser
testado. Entdo, impondo algumas condi¢Ges técnicas, indicadas em [8], e
considerando pa(t) = v/n[Fa(t) - G(t,0,)], é possivel verificar que a convergéncia do

processo empirico, implica a convergéncia em distribuicdo em L2[0,1] de pn(t) para o

processo B(t) + g(t) f I'(t) B(t)dt, onde g(t):g—ce;(t,eo) e 1()=1(F(t,80), 60)) para

alguma fungéo I(x,0) verificando as condi¢es impostas em [8].
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