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RESUMO 

O reforço de estruturas de betão armado com Compósitos Reforçados com Fibras de 

carbono – Carbon Fiber Reinforced Polymer (CFRP) tem sido amplamente utilizado 

desde a década de 1980 devido às suas propriedades mecânicas, como elevada resistência 

à tração e durabilidade. A técnica de colagem externa – Externally Bonded Reinforcement 

(EBR) apresenta uma solução leve e eficiente, podendo ser aplicada em diferentes 

superfícies sem comprometer a eficácia estrutural. No entanto, para garantir um 

desempenho adequado, é essencial uma interface forte e estável entre o reforço e o 

substrato. 

Este estudo tem como objetivo modelar numericamente, por meio do Método dos 

Elementos Finitos – Finite Element Method (MEF), lajes de betão armado reforçadas com 

CFRP, avaliando a influência das leis constitutivas dos materiais. Foram analisados três 

tipos de lajes: betão armado (FSRC), betão armado reforçado com manta (FSBM) e betão 

armado reforçado com laminado (FSBL). A modelação permite comparar os resultados 

numéricos com dados experimentais, identificando a necessidade de calibração das leis 

constitutivas para aproximar o comportamento simulado ao observado em ensaios. 

O estudo destaca que a modelação numérica de estruturas reforçadas com CFRP 

enfrenta desafios significativos, especialmente na calibração das leis constitutivas, na 

representação de roturas frágeis e na dificuldade de convergência em modelos não 

lineares. Foram analisadas curvas carga-deslocamento, padrões de fendilhação e 

distribuição das extensões nos sistemas de CFRP, tendo-se concluído que o modelo 

numérico captou de forma adequada o comportamento observado experimentalmente. 

Para isso, utilizou-se o programa computacional Femix, que possibilitou a análise da 

resposta estrutural e a identificação dos principais desafios na modelação. 

 

 

 

 

 

Palavras-chave: Reforço estrutural; CFRP; Modelação Numérica; Betão Armado; 

Método dos Elementos Finitos 
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ABSTRACT 

The strengthening of reinforced concrete structures with Carbon Fiber Reinforced 

Polymers (CFRP) has been widely used since the 1980s due to its mechanical properties, 

such as high tensile strength and durability. The externally bonded reinforcement 

technique (EBR) provides a lightweight and efficient solution, which can be applied to 

different surfaces without compromising structural effectiveness. However, to ensure 

proper performance, a strong and stable interface between the reinforcement and the 

substrate is essential. 

This study aims to numerically model, using the Finite Element Method (FEM), 

reinforced concrete slabs strengthened with CFRP, evaluating the influence of material 

constitutive laws. Three types of slabs were analyzed: reinforced concrete (FSRC), 

reinforced concrete strengthened with CFRP sheets (FSBM), and reinforced concrete 

strengthened with CFRP laminates (FSBL). Modeling makes it possible to compare 

numerical results with experimental data, identifying the need to calibrate the constitutive 

laws in order to bring the simulated behavior closer to that observed in experimental tests. 

The study highlights that the numerical modeling of reinforced concrete structures 

strengthened with externally bonded CFRP systems faces significant challenges, 

particularly in the calibration of constitutive laws, the representation of brittle failures, 

and the difficulty of convergence in nonlinear models. Load-displacement curves, 

cracking patterns, and distribution of extensions in CFRP systems were analyzed, 

concluding that the numerical model adequately captured the behavior observed 

experimentally. The Femix computational program was used to analyze the structural 

response and identify the main challenges in modeling. 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Structural Strengthening. CFRP; Numerical Modeling; Reinforced Concrete; 

Finite Element Method. 
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1. INTRODUÇÃO 

As estruturas de betão possuem um papel essencial na construção civil, sendo 

projetadas para garantir segurança, condições operacionais e para serem duráveis. Mas 

com o passar do tempo uma série de fatores pode acabar comprometendo a integridade 

dessas estruturas. Isso pode ser resultado de erros de projeto, erros de conceção, uso 

inadequado, condições ambientais desfavoráveis ou simplesmente envelhecimento dos 

materiais. Nesses casos é possível que surja a necessidade de reforçar e reabilitar tais 

estruturas para atender aos novos padrões de segurança e durabilidade. 

O envelhecimento das estruturas de betão armado pode originar uma série de 

problemas críticos, que variam desde a degradação superficial do material até à perda 

significativa da capacidade de carga desses elementos. Estes problemas são agravados 

por condições ambientais agressivas ou pela exposição a cargas superiores às inicialmente 

previstas, o que coloca em risco a segurança e a funcionalidade das estruturas. Para 

diminuir esses riscos e garantir que as construções durem mais, as técnicas de reforço e 

reabilitação têm se tornado essenciais na engenharia civil. 

Entre as diversas técnicas de reforço existentes, destaca-se o uso de materiais 

Compósitos Reforçados com Fibras de Carbono - Carbon Fiber Reinforced Polymer 

(CFRP), os quais que vem ganhando destaque no reforço de estruturas de betão armado. 

Segundo Juvandes (2001) os CFRP possuem propriedades ideais para reforço de 

estruturas de betão armado, pois possuem elevada resistência à tração, baixa densidade, 

alta rigidez e alta resistência à corrosão. Este material também pode ser considerado 

versátil já que se adapta em diferentes superfícies, como em elementos curvos, sendo uma 

grande vantagem em comparação com as técnicas tradicionais de reforço, como o uso de 

chapas de aço por exemplo. 

A técnica de colagem exterior de armaduras conhecida como Colagem Exterior de 

Armaduras - Externally Bonded Reinforcement (EBR), surgiu como uma solução eficaz 

para o reforço à flexão de elementos de betão armado, como pilares, vigas e lajes. Essa 

técnica foi inicialmente desenvolvida para o uso com chapas de armadura, mas a 

aplicação de sistemas de CFRP tem se tornado cada vez mais predominante devido às 

suas propriedades mecânicas, à sua capacidade de aderência ao betão e à facilidade 

construtiva. O CFRP em reforços EBR melhora o desempenho estrutural e também reduz 

as intervenções arquitetónicas, uma vez que a quantidade de material de reforço 
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necessário é menor, diminuindo assim o impacto visual e as mudanças na geometria 

original da estrutura (Dalfré et al, 2021; Dias e Barros, 2005). 

O uso dos sistemas de CFRP tem sido amplamente estudado e desenvolvido em todo 

o mundo, gerando um avanço significativo na compreensão do comportamento estrutural 

de elementos reforçados. A modelação numérica é fundamental nesse processo, 

permitindo simulações mais precisas e o desenvolvimento de métodos de análise que 

ajudam a prever o desempenho de estruturas reforçadas com CFRP ao longo do tempo. 

Estas inovações tecnológicas não só aprimoram o entendimento teórico sobre o 

comportamento dos materiais compósitos, mas também oferecem soluções práticas que 

podem ser implementadas em campo com maior confiabilidade e facilidade. 

A modelação numérica também oferece uma série de vantagens destacando-se pela 

sua capacidade de fornecer resultados precisos com um investimento relativamente baixo. 

Essa abordagem facilita a análise de estruturas complexas com simulações detalhadas que 

antecipam o comportamento dos elementos estruturais sob diversas condições de carga. 

Além do mais, a flexibilidade e facilidade de uso de ferramentas computacionais 

constituem uma opção atraente para engenheiros e pesquisadores, ajudando-os a 

desenvolver soluções de reforço cada vez mais eficientes e ajustadas às necessidades 

específicas de cada projeto.  

A presente dissertação trata da modelação numérica de lajes de betão armado 

reforçadas com sistemas de CFRP pela técnica EBR, com foco na análise do 

comportamento estrutural desses elementos quando submetidos a um carregamento 

monotónico até à rotura. Utilizando modelos numéricos com comportamento não linear, 

a dissertação busca contribuir para a definição e calibração dos modelos de 

comportamento do betão fendilhado quando reforçados com sistemas de CFRP colados 

externamente ao betão e para analisar o desempenho da interface entre o betão e os 

compósitos. 

1.1. Enquadramento 

O reforço de estruturas de betão armado com materiais CFRP tem crescido 

significativamente, destacando-se a técnica EBR. Estudos experimentais e analíticos têm 

sido conduzidos ao longo dos anos para investigar e validar essas técnicas (Juvandes, 

1999; Sena Cruz, 2005; Costeira Silva, 2008, Mostofinejad et al., 2014, Torabian et al., 

2020, Ghaleh e Mostofinejad, 2022).  
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A maioria dos estudos experimentais realizados tem-se focado no comportamento de 

vigas reforçadas ao corte e/ou à flexão com estes materiais compósitos e com recurso à 

técnica EBR. Porém, a sua aplicação a lajes de betão armado é relevante, pois na maioria 

dos casos estes elementos estruturais possuem suficiente resistência ao corte e é possível, 

se necessário, a adoção de ancoragens externas ou a aplicação de pré-esforço aos sistemas 

laminados de CFRP. 

O Método dos Elementos Finitos (MEF), desenvolvido por Zienkiewicz e Taylor 

(2005), tem sido amplamente empregado em análises computacionais numéricas para 

avaliar o comportamento de estruturas de betão armado reforçadas à flexão com CFRP. 

A simulação numérica do comportamento desses elementos estruturais reforçados é 

crucial devido aos custos reduzidos em comparação com campanhas experimentais, além 

de proporcionar a validação dos resultados, quando realizadas análises comparativas com 

metodologias experimentais, bem como a análise de condições de carregamento e 

deformação diversas.  

Neste contexto, este estudo visa contribuir para a simulação numérica da resposta 

estrutural de lajes de betão armado reforçados à flexão com CFRP. Utilizando modelos 

numéricos disponíveis no programa Femix (Azevedo et al., 2003; Ventura-Gouveia, 

2011), bem como resultados de estudos experimentais (Costeira Silva, 2008) para 

validação das análises, o objetivo é simular o comportamento não linear do elemento 

estrutural de lajes desde o início do carregamento até à sua rotura. Este trabalho busca 

fornecer insights valiosos para a modelação e análise de estruturas reforçadas, 

contribuindo para avanços na aplicação prática dessas técnicas na engenharia civil. 

1.2. Objetivos da Investigação 

Com essa dissertação pretende-se: 

• Efetuar uma revisão bibliográfica sobre o comportamento à flexão de 

elementos de betão armado reforçados com sistema de CFRP pela técnica 

EBR e sobre a modelação numérica deste comportamento;  

• Calibrar as leis constitutivas dos materiais e da interface de colagem;  

• Simular numericamente o comportamento experimental das lajes por meio de 

modelos não lineares, utilizando o programa Femix. 
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1.3. Abordagem Metodológica 

A abordagem desta dissertação emprega o Método dos Elementos Finitos (MEF) para 

modelar numericamente o comportamento à flexão de uma laje de betão armado reforçada 

com sistemas CFRP pela técnica EBR. O software Femix 4.0 desempenha um papel 

crucial na implementação dos modelos desenvolvidos. O MEF é escolhido pela sua 

capacidade de capturar a complexidade do comportamento estrutural desses elementos, 

enquanto o Femix 4.0 proporciona uma plataforma robusta e versátil para análise 

estrutural avançada. A metodologia inclui a modelação detalhada dos elementos, a 

calibração das propriedades dos materiais e da interface de colagem com base em dados 

experimentais, além da validação do modelo numérico. 

1.4. Estrutura da Dissertação 

A presente dissertação está organizada de maneira a cumprir os objetivos 

estabelecidos de forma abrangente e estratégica, sendo composta por seis capítulos 

distintos. 

O Capítulo 1 (Introdução) estabelece o contexto da pesquisa, define os objetivos do 

estudo e descreve a estrutura da dissertação. 

O Capítulo 2 (Revisão Bibliográfica) realiza uma análise detalhada da literatura 

existente sobre o tema abordado, iniciando pelas técnicas de reforço com CFRP. A seguir, 

é discutido o comportamento das lajes reforçadas com CFRP utilizando a técnica EBR, 

incluindo estudos experimentais sobre o reforço de lajes. Também é apresentada a 

modelação numérica, com foco no Método dos Elementos Finitos (MEF) e na modelação 

do comportamento não linear dos materiais. O capítulo explora ainda as leis constitutivas 

da interface betão-CFRP, e finaliza com uma análise das dificuldades encontradas nas 

modelações. 

O Capítulo 3 (Caso de Estudo) resume os estudos experimentais realizados por 

Costeira Silva (2008). Este capítulo descreve os ensaios experimentais realizados nas 

lajes que foram utilizadas neste estudo. 

No Capítulo 4 (Modelação Numérica da Laje de Betão Armado), são apresentados os 

modelos numéricos utilizados para a modelação do comportamento estrutural das lajes de 

betão armado, utilizando o programa computacional de elementos finitos Femix 

(Azevedo et al., 2003; Ventura-Gouveia, 2011). Detalham-se, ainda, as leis constitutivas 
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consideradas e procede-se a uma análise de sensibilidade para definição da malha de 

elementos finitos a considerar neste estudo. Este Capítulo termina com a apresentação e 

discussão dos resultados obtidos. 

No Capítulo 5 (Modelação Numéricas das Lajes Reforçadas com CFPR) são 

apresentados os modelos numéricos utilizados para a modelação do comportamento 

estrutural das lajes de betão armado reforçadas com sistemas CFRP pela técnica EBR, 

utilizando o software Femix. Neste Capítulo é detalhado o modelo de aderência adotado 

para simular o comportamento da interface betão-CFRP e são comparados os resultados 

obtidos numericamente com os experimentais. 

O Capítulo 6 (Conclusões Gerais e Desenvolvimentos Futuros) apresenta as principais 

conclusões derivadas da pesquisa e sugerem-se possíveis direções para trabalhos futuros. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Neste capítulo serão abordadas as técnicas de reforço estrutural, com ênfase na técnica 

EBR aplicada com CFRP, direcionando para a análise numérica do reforço de lajes, que 

corresponde a uma aplicação de grande relevância na engenharia estrutural. Serão 

analisados os estudos experimentais e discutidos os aspetos numéricos, com foco na 

modelação das estruturas reforçadas. Além disso, serão apresentadas as dificuldades 

associadas à modelação numérica, incluindo desafios relacionados à precisão dos 

modelos e à calibração das leis constitutivas dos materiais nas simulações. 

2.1. Técnicas de Reforço com CFRP 

Uma das técnicas mais comuns de reforço estrutural em estruturas de betão armado é 

a utilização de CFRP fixados ao betão por meio de adesivos epóxi, uma abordagem 

estudada desde a década de 1980 devido às suas vantagens, como alta resistência 

mecânica, baixo peso, durabilidade e resistência à corrosão (Fernandes et al., 2014; Dalfré 

e Parsekian, 2021). Além disso, a aplicação de CFRP não exige grandes intervenções na 

estrutura existente, tornando-se uma opção atrativa para projetos de reabilitação. 

Entre as principais abordagens, destacam-se as técnicas EBR, NSM (Near Surface 

Mounted), EBROG (Externally Bonded Reinforcement On Grooves) e EBRIG 

(Externally Bonded Reinforcement In Grooves). Além dessas, há variações como EBR 

com pré-esforço, NSM com pré-esforço e EBR com sistemas de ancoragem.  

A técnica EBR teve a sua origem na década de 1980, com estudos conduzidos pelo 

EMPA (Swiss Federal Laboratories for Materials Testing and Research), na Suíça. 

Inicialmente introduzida por Meier (1987) e posteriormente desenvolvida por Kaiser 

(1989) buscando substituir a colagem exterior de chapas de aço por sistemas de CFRP no 

reforço de estruturas de betão armado. A técnica consiste na colagem de mantas ou 

laminados de CFRP diretamente na superfície do betão, sendo amplamente utilizada 

devido à sua simplicidade e aplicabilidade para reforços à flexão, corte e torção (FIB, 

2019; Dalfré e Parsekian, 2021). No entanto, a sua eficácia pode ser limitada pelo 

destacamento precoce do CFRP. 

A classificação das técnicas de reforço estrutural com CFRP deve-se ao método de 

aplicação e à eficiência da aderência desses sistemas ao betão. Com relação ao método de 

aplicação, o reforço pode ser externo como na técnica EBR (ver Figura 2.1), inserido em 
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entalhes, como em NSM (ver Figura 2.2), ou híbrido, como nas técnicas EBROG e 

EBRIG (ver  Figura 2.3 e Figura 2.4), que combinam as características anteriores. 

 

 

Figura 2.1 - Técnica de reforço EBR (Dalfré e Parsekian, 2021) 

 

A técnica de NSM envolve a inserção do CFRP em entalhes feitos na superfície do 

betão. Esse método apresenta maior eficiência na aderência do reforço, reduzindo o risco 

de destacamento precoce, além de proporcionar melhor proteção contra fatores 

ambientais adversos (De Lorenzis e Teng, 2007). 

 

 

Figura 2.2 - Técnica de reforço NSM (Dalfré e Parsekian, 2021) 

 

A técnica EBROG, por sua vez, combina elementos da EBR e NSM, onde entalhes 

são realizados na superfície do betão e preenchidos com resina epóxi antes da aplicação 

do CFRP. Essa técnica ajuda a melhorar a ancoragem do reforço e a reduzir as chances 

de destacamento pela colagem (Mostofinejad et al., 2014).  
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Figura 2.3 - Técnica de Reforço EBROG (Dalfré e Parsekian, 2021) 

 

A técnica de reforço EBRIG segue um princípio semelhante ao EBROG, mas com a 

diferença de que as mantas ou laminados de CFRP são aplicados tanto na superfície do 

betão quanto no interior dos entalhes, garantindo maior aderência e eficiência estrutural 

(Mostofinejad et al., 2014). Ambas as abordagens buscam mitigar os problemas de 

descolamento do FRP, ampliando a durabilidade do reforço (Dalfré e Parsekian, 2021). 

 

 

Figura 2.4 - Técnica de Reforço EBRIG (Dalfré e Parsekian, 2021) 

 

Quanto à eficiência na aderência do CFRP, a técnica EBR é considerada menos 

eficiente devido ao maior risco de descolamento, a técnica NSM apresenta desempenho 

intermediário, enquanto as técnicas EBROG e EBRIG oferecem melhor fixação e 

ancoragem. 

O sucesso da técnica EBR depende diretamente da qualidade da aderência entre o 

CFRP e o betão. Para garantir a eficiência do reforço, é essencial a realização de rigoroso 

controle de qualidade na preparação da superfície, aplicação do adesivo e monitoramento 
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das condições ambientais durante a instalação (Juvandes, 1999, Mostofinejad et al., 

2014). A aderência inadequada pode comprometer a capacidade de carga da estrutura 

reforçada, tornando imprescindível a adoção de protocolos rigorosos de controle e 

inspeção. Assim, quanto melhor a aderência entre o betão e o CFRP, melhor será o 

desempenho da estrutura reforçada (Dalfré e Parsekian, 2021). Por esse motivo, a norma 

EN 1504-3 estabelece um valor mínimo de tensão de aderência de 1.5 N/mm², obtido 

através de ensaios de pull-off, garantindo que o betão possua resistência suficiente para a 

aplicação do reforço. 

Para além das técnicas apresentadas, também existem variações como a EBR com 

pré-esforço, a NSM com pré-esforço e a EBR com sistemas externos de ancoragem (ver 

Figura 2.5). Essas técnicas apresentam vantagens adicionais no aumento da eficiência do 

reforço e da durabilidade das estruturas. A técnica EBR com pré-esforço, por exemplo, 

busca otimizar a capacidade de carga ao introduzir uma força inicial no sistema e assim 

obter um maior aproveitamento da capacidade resistente do CFRP, enquanto a NSM com 

pré-esforço visa melhorar a aderência e a distribuição das tensões. Já a técnica EBR com 

sistemas externos de ancoragem visa aumentar a segurança do sistema ao garantir uma 

melhor fixação do reforço, minimizando o risco de descolamento (Coelho et al., 2011). 

 

 

a) 

 

b) 

Figura 2.5 - Técnica de reforço EBR: a) com pré-esforço e b) com sistema de ancoragem 

externo (S&P Clever Reinforcement, 2025) 

 

2.2. Reforço de Estruturas de Betão Armado com CFRP Através da Técnica EBR 

Apesar das limitações de emprego da técnica EBR, destacadas em Dalfré e Parsekian 

(2021), a mesma continua a ser uma das mais empregadas na engenharia estrutural. Sendo 
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assim, no presente trabalho, serão adotados exemplos para validação numérica que 

empregam a técnica EBR sem pré-esforço, considerando o uso de mantas e laminados de 

CFRP, para a qual será dada enfase neste trabalho. 

2.2.1 Comportamento das estruturas reforçadas com CFRP 

O desempenho mecânico das estruturas de betão armado ao longo da sua vida útil, 

tem vindo a degradar-se continuamente devido aos efeitos combinados do 

envelhecimento do betão, da corrosão da armadura, do aumento de carga, entre outros 

fatores. Analisando essa degradação, (Zhou et al., 2023) ressalta a importância de 

implementar medidas adequadas de reforço para garantir a continuação da utilização 

segura dessas estruturas.  

Analisando investigações experimentais realizadas, Costeira Silva (2008) identificou 

oito tipos de modos de ruína de elementos estruturais reforçados à flexão com CFRP, 

conforme esquematizado na Figura 2.6. 

 

 

a) Esmagamento do betão 

b) Rotura pela armadura ordinária 

c) Rotura por corte 

d) Rotura do CFRP 

e) Destacamento do CFRP na zona de 

ancoragem 

f) Destacamento do CFRP na zona de flexão e 

de corte 

g) Destacamento do CFRP na zona de flexão 

máxima 

h) Destacamento do CFRP por delaminação do 

betão ao nível da armadura ordinária 

Figura 2.6 - Principais modos de ruína de vigas reforçadas à flexão com CFRP (Costeira Silva, 

2008) 

 

Em ensaios conduzidos por pesquisadores do EMPA, como Kaiser (1989), Deuring 

(1996) e Meier (1987), foram observados diversos modos de ruína em vigas reforçadas 

com laminados de CFRP. O primeiro tipo de falha corresponde à rutura brusca na secção 

mais tracionada do laminado, precedida por ruídos característicos e fissuração no betão. 

Outro modo clássico de colapso é o esmagamento da zona comprimida da viga, 

caracterizando uma falha típica do betão armado. Além disso, o escorregamento de uma 

secção de betão por esforço transverso pode levar ao colapso da estrutura, especialmente 

quando combinado com outros efeitos de degradação (Azevedo, 2008).  

(e)

(c)

(h)

(d)

(a)

(g)(f) (b)
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Nos reforços estruturais com colagem de laminados, segundo Triantafillou et al. 

(1992), os modos de ruína podem ser agrupados em três categorias principais: (i) Ruínas 

clássicas das estruturas de betão armado ou pré-esforçado, identificadas como: a) 

Esmagamento do betão, b) Rotura pela armadura ordinária e c) Rotura por corte. (ii) 

Ruínas dos novos materiais que são adicionados à estrutura, identificas como: d) Rotura 

do CFRP. Esses materiais podem falhar devido a mecanismos coesivos no adesivo ou por 

falha de tração no CFRP. No entanto, esses modos de ruína geralmente ocorrem em 

conjunto com outros, como a falha do betão ou da interface entre o laminado e o betão, 

resultando em uma falha mais complexa. (iii) Ruínas de cedência da ligação na interface 

betão-adesivo-laminado, comumente chamadas de "efeito de peeling" ou destacamento, 

causando uma cedência prematura do reforço da estrutura em três zonas especificas da 

estrutura, identificada como: e) Destacamento do CFRP na zona de ancoragem, f) 

Destacamento do CFRP na zona de flexão e corte, g) Destacamento do CFRP na zona de 

flexão máxima e h) Destacamento do CFRP na zona do betão ao nível da armadura 

ordinária (Juvandes, 1999). Esse modo de rotura pode ser causado por vários fatores, 

incluindo imperfeições na aplicação do adesivo, fendas de flexão no betão ou 

destacamento devido a movimentos verticais e horizontais nas secções reforçadas 

(Triantafillou et al., 1992). 

Portanto, a identificação e compreensão dos três grupos de modos de ruína — ruínas 

clássicas de betão armado, falhas nos materiais adicionados (adesivo e CFRP) e o 

destacamento da interface betão-adesivo-laminado — são fundamentais para garantir a 

eficiência e segurança dos sistemas de reforço estrutural com CFRP. Segundo Azevedo 

(2008), cada um desses modos pode ocorrer de forma isolada ou em combinação com 

outros, dependendo das condições de aplicação e das características específicas da 

estrutura reforçada. Ainda destacando que todas essas roturas são indesejáveis e devem 

ser evitadas, uma vez que ocorrem de modo repentino e abrupto. 

Estudos experimentais e numéricos têm demonstrado a eficácia do uso de materiais 

compósitos de CFRP no reforço de elementos estruturais de betão armado em diversas 

situações, como corte, flexão e confinamento de pilares. No entanto, conforme apontado 

por Barros e Fortes (2005) e Mhanna et al. (2019), a eficiência desses métodos de reforço 

está fortemente relacionada à qualidade da ligação da interface entre o compósito de 

CFRP e o substrato de betão, destacando a importância do tratamento adequado da 

superfície para garantir uma adesão adequada. 
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Para Juvandes et al. (1996) existem 3 princípios básicos de projeto e execução de um 

reforço à flexão com CFRP que são necessários conhecer para compreender o 

comportamento geral nesta zona: (i) Princípio da compatibilidade de deformações entre 

os materiais que se traduz em admitir que os materiais estão perfeitamente solidarizados 

entre si (onde a aderência inadequada poderia levar ao deslocamento do CFRP ou 

destacamento prematuro do reforço); (ii) Verificação do princípio de Navier-Bernoulli, 

onde estabelece que as secções transversais do elemento estrutural permanecem planas 

após a deformação assim as linhas normais da superfície da viga não se deformam e 

continuam planas após a aplicação de cargas de flexão; (iii) Equilíbrio de forças na secção 

de betão armado com reforço estrutural com CFRP, onde se admite que as forças são 

distribuídas de maneira equilibrada entre o CFRP e o betão. 

Os principais aspetos condicionantes que influenciam o comportamento das interfaces 

em reforços incluem o estado inicial do betão, como a classe e a deterioração do material, 

que afetam a resistência à tração e ao corte, além da transferência de forças para o 

compósito (Juvandes et al., 1998). A preparação da superfície também é crucial, pois é 

necessário controlar a rugosidade, a humidade e a temperatura para garantir uma boa 

adesão do compósito. A qualidade do adesivo é outro fator importante, pois ele deve ser 

resistente à tração e ao corte, evitando falhas na interface betão-adesivo-compósito. O 

padrão de fendilhação, com fendas preexistentes ou novas, pode gerar tensões no adesivo 

e levar ao destacamento do compósito (Meier, 1997). Além disso, as características da 

armadura de reforço, como o tipo de laminado ou manta, devem ser aplicadas conforme 

especificações rigorosas para garantir a adesão e evitar destacamentos. Por fim, o efeito 

de extremidade, que ocorre quando há a interrupção do reforço e a criação de 

descontinuidade estrutural, pode afetar a transferência de esforços e gerar concentração 

de tensões nas zonas de ancoragem (Azevedo, 2008). 

A maioria das pesquisas sugere que os sistemas externos de ancoragem, como os 

sistemas metálicos padrões e os sistemas compósitos, devem ser aplicados principalmente 

na zona de ancoragem do CFRP, onde o destacamento é mais comum, enquanto outros 

defendem a aplicação ao longo de toda a junta de colagem para antecipar destacamentos 

em diferentes secções. A utilização de sistemas de ancoragem pode também contribuir 

para melhorar a ductilidade, a resistência ao esforço transverso e o comportamento ao 

fogo das estruturas. Quanto à forma, os sistemas de ancoragem são variados, sendo mais 

comuns os sistemas metálicos "standard" e sistemas compósitos, estudos como os de De 
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Oliveira (2023) e Ferreira et al. (2019) sugerem a utilização de laminados de CFRP com 

ancoragens metálicas comprovadas. 

2.2.2 Estudos experimentais de lajes reforçadas com CFRP 

Embora o estudo do reforço com CFRP tenha começado ainda no século XX, nos dias 

atuais essa técnica continua a ser investigada com o objetivo de aprimorar a sua aplicação 

e compreender melhor os seus efeitos nas estruturas de betão armado. Uma das questões 

mais relevantes nesse contexto é a identificação de danos por fadiga, um desafio 

significativo na durabilidade dessas intervenções. Zou et al. (2023) observaram que lajes 

reforçadas com CFRP podem ter a sua resposta de vibração significativamente alterada. 

Além disso, em ensaios de fadiga cíclica de alta intensidade, o principal mecanismo de 

falha identificado foi uma combinação do plastificação da armadura com o descolamento 

do CFRP, evidenciando a complexidade do comportamento estrutural dessas lajes. 

A eficácia do sistema de reforço pela técnica EBR depende diretamente da qualidade 

da interface entre o CFRP e o betão, além do tipo de material utilizado. Estudos 

conduzidos por Aljidda et al. (2024) e Lee et al. (2013) reforçam essa questão, destacando 

que uma boa aderência é essencial para garantir a eficiência do reforço. A influência 

desses fatores também é evidenciada nos resultados experimentais que demonstram 

ganhos significativos de capacidade de carga. Sharaky et al. (2023) relataram um aumento 

superior a 161% na resistência de lajes reforçadas com mantas de CFRP com esta técnica, 

enquanto Aljidda et al. (2024) verificaram que o uso de laminados CFRP resultou em 

incrementos quer na carga de cedência quer na de rotura, variando de 46% a 107% e 45% 

a 177%, respetivamente, com a mesma técnica. No entanto, apesar desses ganhos 

expressivos, a resistência à tração dos laminados não foi plenamente explorada, atingindo 

apenas 29% a 36% de sua deformação máxima devido ao descolamento precoce. 

Além das investigações recentes, estudos mais antigos já indicavam as vantagens do 

reforço de lajes com CFRP. Teng et al. (2002), Shahawy et al. (1996) e Erik e Heffernan 

(1995) demonstraram que o uso de mantas ou laminados colados na face de tração de 

lajes de betão armado resulta em melhorias expressivas no desempenho estrutural. 

Embora o foco inicial da pesquisa sobre CFRP estivesse voltado principalmente para 

vigas, a aplicação em lajes tem se mostrado altamente promissora, especialmente com a 

evolução das técnicas de colagem e do entendimento das interações entre os materiais. 
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Diante dessas evidências, os estudos experimentais realizados até ao momento 

indicam que o reforço de lajes de betão armado com CFRP pela técnica EBR é uma 

estratégia eficaz para aumentar a capacidade de carga e a rigidez estrutural. No entanto, 

para otimizar o seu desempenho e garantir a sua durabilidade, é fundamental considerar 

fatores como a qualidade da interface, o tipo de material utilizado e os métodos de 

aplicação. A continuidade das investigações nessa área permitirá um melhor 

entendimento dos mecanismos de rotura e contribuirá para o desenvolvimento de 

soluções mais eficientes e duráveis no reforço de estruturas de betão armado. 

2.3. Modelação Numérica desta Técnica de Reforço 

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica amplamente 

utilizada na engenharia para a análise estrutural, permitindo simular o comportamento de 

estruturas e materiais de forma precisa e eficiente. Consiste na subdivisão de um modelo 

contínuo em uma malha de elementos finitos interconectados, facilitando a resolução de 

equações diferenciais parciais por métodos numéricos que descrevem o comportamento 

da estrutura sob diversas condições de carga. A escolha da malha, ou seja, o número de 

elementos, desempenha um papel crucial na precisão dos resultados; quanto maior a 

quantidade de elementos, mais refinada será a solução obtida (Zienkiewicz e Taylor, 

2005). 

A simulação numérica, por meio do MEF, tem se consolidado como uma ferramenta 

poderosa no auxílio à compreensão e à resolução de problemas complexos. Com o avanço 

das ferramentas computacionais, as possibilidades de aplicação do MEF se expandiram 

significativamente, tornando a modelação numérica uma alternativa eficiente para estudar 

o comportamento estrutural de forma detalhada e económica. A modelação 

computacional permite a análise de uma variedade de cenários, com a vantagem de 

reduzir a necessidade de ensaios experimentais, que muitas vezes podem ser caros e 

demorados. 

Petrauski (2016) afirma que para um modelo numérico ser realmente útil, é necessário 

que ele seja devidamente validado, e quando isso ocorre, o modelo pode representar com 

alta precisão a realidade de uma estrutura sob diferentes condições de carga e resposta. 

Nesse contexto, a escolha e o desenvolvimento de modelos constitutivos adequados são 

fundamentais. Estes modelos, que descrevem o comportamento do material, devem ser 

capazes de capturar os fenómenos não lineares mais relevantes, como o comportamento 
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de materiais sujeitos a tensões elevadas, deformações plásticas e roturas. Em particular, 

no caso das estruturas de betão armado, a aplicação de modelos constitutivos apropriados 

é essencial para prever com precisão o seu comportamento sob diferentes condições de 

carga. 

Portanto, a utilização do MEF tem-se mostrado uma abordagem eficiente para o 

desenvolvimento e análise de projetos de engenharia, proporcionando ferramentas mais 

rápidas e eficazes para a previsão do desempenho estrutural. 

2.3.1 Modelos constitutivos dos materiais 

Como mencionado anteriormente, a modelação numérica não linear do betão armado 

é fundamental para prever o seu comportamento estrutural sob diferentes condições de 

carregamento. As leis constitutivas baseadas na Lei de Hooke descrevem a relação entre 

tensões e deformações do material, permitindo representar tanto a sua resposta em 

compressão quanto em tração de forma linear. Para obter uma análise precisa, é necessário 

considerar a fissuração, a interação entre o betão e as armaduras e os efeitos do 

endurecimento por tensão (Roberts e Li, 2015). 

Na modelação de lajes de betão armado, a complexidade do comportamento estrutural 

exige também a consideração da resposta não elástica do elemento estrutural. A aderência 

e o deslizamento entre as armaduras e o betão desempenham um papel essencial na 

redistribuição dos esforços e influenciam diretamente a rigidez e a capacidade de carga 

da estrutura (Póvoas, 1991). Estudos demonstram que a formulação adequada dessas 

interações permite obter resultados mais próximos do comportamento real das lajes 

(Barros et al., 1994). 

Devido à não linearidade do problema, a modelação numérica frequentemente recorre 

a métodos iterativos para a solução das equações governantes. O método de Newton-

Raphson é amplamente utilizado nesse contexto, pois transforma equações não lineares 

em uma sequência de aproximações lineares até alcançar a convergência. Esse método é 

especialmente relevante para capturar fenómenos como a fissuração e a redistribuição das 

tensões ao longo da estrutura (Alva et al., 2010). 

A fissuração é um dos principais aspetos que influenciam o desempenho das 

estruturas de betão armado. Inicialmente, as fissuras surgem devido à baixa resistência à 

tração do betão, propagando-se conforme a carga aplicada aumenta. A evolução das 

fissuras altera significativamente a rigidez da estrutura e deve ser considerada na 
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modelação numérica para que o comportamento real seja representado com maior 

precisão. Além disso, os efeitos do endurecimento por tensão são determinantes na 

capacidade de carga e na resposta pós-fissuração da estrutura (Tiwary et al., 2021). 

Portanto, a modelação numérica não linear do betão armado exige um tratamento 

rigoroso das propriedades do material, da interação entre os seus constituintes e dos 

métodos de solução adotados. O uso de modelos avançados permite análises mais 

confiáveis, fundamentais para o dimensionamento e avaliação de estruturas em condições 

reais de utilização. 

i. Betão 

Para compreender e prever o comportamento do betão, é essencial o estudo das leis 

constitutivas que regem as suas propriedades mecânicas e estruturais. Entre os principais 

parâmetros que influenciam esse comportamento, destacam-se a resistência à 

compressão, resistência à tração, módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, energia 

de fratura e massa específica. 

A massa específica do betão, geralmente em torno de 2500 kg/m³ para o betão armado, 

influencia diretamente a resposta da estrutura ao peso próprio e às cargas aplicadas. A 

energia de fratura (Gf) é um parâmetro fundamental para entender o comportamento do 

betão após o início da fendilhação, pois quantifica a energia necessária para propagar uma 

fissura no material. Esse parâmetro é particularmente importante na análise do 

comportamento pós-fissuração, quando o material começa a se deformar de forma não 

linear. O fib Model Code 2010 (2013) oferece um modelo detalhado para a relação entre 

a energia de fratura e a abertura da fissura, permitindo uma avaliação mais precisa do 

comportamento do betão sob carregamentos elevados. Segundo o CEB-FIP Model Code 

1990 (1993), o Gf pode ser estimado a partir da resistência do betão e do tamanho máximo 

do agregado. 

O coeficiente de Poisson (ν) representa a relação entre a deformação transversal e a 

longitudinal. De acordo com a norma ABNT NBR 6118 (ABNT, 2023), para tensões de 

compressão menores que 0.5 da resistência à compressão do betão, fc, e tensões de tração 

menores que a resistência à tração do betão, fct, o coeficiente de Poisson pode ser 

considerado igual a 0.2. O coeficiente de Poisson é utilizado para determinar o módulo 

de elasticidade transversal, Gc, conhecido o módulo de elasticidade longitudinal do betão, 

Ec. Este módulo pode ser calculado utilizando a equação (2.1). 
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𝐺𝑐 = 
𝐸𝑐

2(1 + ν)
 (2.1) 

 

As leis constitutivas estabelecem a relação entre tensões e deformações no betão 

quando este é submetido a cargas, permitindo a previsão do seu comportamento tanto em 

tração quanto em compressão. 

No caso da compressão, o comportamento do betão é geralmente representado por um 

diagrama tensão-deformação não linear. Esse diagrama caracteriza-se por uma relação 

parabolicamente linear até o ponto de escoamento, seguida por uma resposta quase linear 

até a rotura. 

A Figura 2.7 ilustra a resposta típica tensão-deformação de um provete de betão 

submetido à compressão uniaxial. Inicialmente, o betão apresenta um comportamento 

linear até atingir aproximadamente 30% da sua resistência de pico, fc. A partir desse ponto 

e até ao valor máximo de tensão, observa-se uma diminuição gradual da rigidez. Após o 

pico de tensão, a rigidez torna-se negativa, e o ramo descendente da curva tensão-

deformação caracteriza o amolecimento do betão sob carga compressiva uniaxial (Sena-

Cruz, 2005).  

 

 

Figura 2.7 - Resposta tensão-deformação do betão sob carga de compressão uniaxial (adaptado 

Sena-Cruz, 2005) 

 

Vários modelos elasto-plásticos foram propostos para simular o comportamento do 

betão, diferenciando-se principalmente pela forma da superfície de cedência e pelas leis 
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de endurecimento e fluxo. Desde a década de 1980, a teoria da plasticidade tem sido 

amplamente aplicada na modelação do comportamento do betão sob tensões 

compressivas (ASCE, 1982; Chen e Han, 1988). Baseada em dados experimentais, essa 

teoria proporciona um modelo construtivo que reflete diretamente as características do 

material. 

Para representar a dissipação de energia na propagação de fissuras e o comportamento 

microestrutural, foram desenvolvidos modelos híbridos que combinam a mecânica da 

fratura com a teoria da plasticidade. Enquanto a mecânica da fratura é utilizada para 

simular o comportamento do betão armado sob tensões de tração após a fissuração, a 

teoria da plasticidade descreve o comportamento do material sob compressão (Sena-Cruz, 

2005). 

A Figura 2.8 apresenta a relação entre a tensão de cedência, 𝜎, e o parâmetro de 

endurecimento, κ, utilizado para simular as fases de endurecimento e amolecimento do 

betão. A transição entre os diferentes ramos da curva é definida por três pontos, cujas 

localizações são determinadas a partir de ensaios de compressão uniaxial: 

• 𝜎̅0 = 𝛼0𝑓𝑐 ; 

• 𝜎̅𝑝 = 𝑓𝑐 ; e 

• 𝜎̅𝑙𝑖𝑚 = 0.5 𝑓𝑐. 

 

 

Figura 2.8 - Relações de endurecimento e amolecimento para o betão (Sena-Cruz, 2005) 

A deformação plástica equivalente correspondente à resistência máxima à 

compressão, κp, é obtida a partir da deformação total no pico de resistência, εc1. O 
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parâmetro α0 define o início do comportamento plástico, sendo comum a adoção do valor 

0.3. Para a fase de endurecimento, 𝜎1̅̅̅(𝜅), foi utilizada a relação proposta por Lourenço 

(1996). Já para a fase de amolecimento, σ2̅̅ ̅(κ) e 𝜎3̅̅ ̅(𝜅), adotou-se a relação pós-pico 

recomendada pelo CEB-FIP Model Code 1990 (1993) para o comportamento do betão 

sob compressão uniaxial conforme a equação (2.2) (Sena-Cruz, 2005). 

 

κ𝑝 = 
ε𝑐1 − 𝑓𝑐
𝐸𝑐

 (2.2) 

 

A modelação do betão sob compressão pode ser descrita através da combinação de 

diferentes critérios de escoamento, permitindo representar com precisão a transição do 

regime elástico para o plástico e a resistência máxima antes da rutura. 

Conforme proposto por Sena-Cruz (2005), para a compressão, pode utilizar-se a 

superfície de cedência de Owen e Figueiras (1983), que descreve a cedência do betão até 

a sua resistência máxima, ou o critério Willam–Warnke (1975), e para a tração, adotar o 

critério de Rankine, que prevê que a abertura de fenda aconteça quando a maior tensão 

principal igualar a resistência à tração do betão. A Figura 2.9 ilustra essas superfícies no 

referencial das tensões principais normalizadas (𝜎𝐼/𝑓𝑐, 𝜎𝐼𝐼/𝑓𝑐), destacando a transição do 

comportamento elástico para plástico e a superfície de cedência limite antes da rutura. 

Além disso, a Figura 2.9 inclui os resultados experimentais de Kupfer et al. (1969) para 

validar o modelo. A combinação desses critérios fornece uma descrição coerente do 

comportamento do betão sob estados multiaxiais de tensão. 

O comportamento do betão sob tração, irá focar-se nos modelos de fendilhação 

distribuída e nos fenómenos de retenção de tensões. Quando a tensão de rotura do betão 

à tração é excedida, a tração gerada pela tensão principal máxima num ponto de 

amostragem (ponto de Gauss), pode levar à formação de uma fenda na direção 

perpendicular a essa tensão. O modelo de fendilhação, baseado no conceito de 

fendilhação distribuída, tem por princípio que a fendilhação ocorre de forma distribuída 

ao longo de uma zona de influência associada ao ponto representativo do estado de tensão 

do material, o que é modelado através de uma transformação nas relações constitutivas. 

Um ponto crucial é que o comportamento não linear do betão, quando sujeito a tensões 

significativas de compressão transversais ao plano de fenda, resulta na degradação 



21 
 

progressiva da sua capacidade resistente e rigidez. Esse fenómeno é acompanhado pela 

ampliação da extensão normal ao plano da fenda (Costeira Silva, 1999). 

 

 

Figura 2.9 - Superfície de cedência adotada no modelo elastoplástico de fendilhação distribuída 

(Sena-Cruz, 2005) 

 

A modelação da redução gradual da tensão normal à fenda, conhecida como "tension 

softening", em elementos de betão simples, e "tension stiffening" em elementos de betão 

armado, é efetuada através da definição de um valor positivo para essa tensão, 

determinado com base em diagramas tensão-extensão normal de tração. A aderência entre 

o betão e a armadura desempenha um papel vital na retenção de tensões normais de tração, 

sendo modelada pela relação entre as componentes normais dos estados de tensão e 

deformação que coincidem com a direção do plano de fenda.  

Este comportamento é evidenciado nos diagramas de retenção de tensões de tração 

para o betão simples, conforme apresentado por Barros et al. (1994) (ver Figura 2.10), 

em que, após a formação da primeira fissura, a tensão no betão na zona de fendilhação 

diminui proporcionalmente ao módulo de elasticidade, enquanto a tensão na armadura 

que atravessa a fissura aumenta proporcionalmente ao seu módulo de elasticidade. 

Diversos modelos para representar a retenção de tensões de tração foram propostos 

na literatura, incluindo aproximações lineares, bilineares, trilineares, dugdale, 

descontínuas e curvilíneas (ver Figura 2.11). Dentre esses, o modelo bilinear é 

amplamente utilizado por descrever de forma simplificada a relação tensão-deformação 
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do betão sob tração. Já o modelo Dugdale é mais adequado para representar o 

comportamento de materiais dúcteis, enquanto os modelos de decaimento curvilíneo 

exponencial capturam com maior precisão a ductilidade na fase pós-cedência. (Tiwary et 

al., 2021) 

 

 

Figura 2.10 - Diagrama de retenção de tensões de tração para o betão simples (Barros et al., 

1994) 

 

 

Figura 2.11 - Modelos para representar a retenção de tensões de tração (Tiwary et al., 2021) 

 

ii. Armadura 

No contexto do betão armado, conforme Bastos (2011), a armadura desempenha um 

papel passivo, sendo suas tensões e deformações exclusivamente atribuídas às ações 

aplicadas na estrutura. A interação entre o betão e a armadura torna-se evidente quando 

comparamos um elemento estrutural sem armadura (betão simples, Figura 2.12a) com um 

elemento estrutural que contém armadura de flexão (betão armado, Figura 2.12b).  
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À medida que as forças aplicadas aumentam até o ponto de rotura, o elemento 

estrutural sem armadura apresenta uma falha súbita quando a primeira fissura se forma, 

momento em que a tensão de tração atinge a resistência do betão à tração na flexão. Em 

contraste, o elemento de betão armado exibe uma capacidade resistente à flexão muito 

superior devido à presença estratégica da armadura, que mitiga os efeitos adversos da 

baixa resistência do betão à tração. 

O comportamento da armadura é frequentemente representado por um diagrama 

tensão-deformação que inclui três regimes distintos (Figura 2.13).  

 

 

Figura 2.12 - Elemento estrutural de betão a) sem armadura; b) com armadura (Pfeil, 1989) 

 

 

Figura 2.13 - Diagrama tensão-deformação da armadura (Sena-Cruz, 2005) 

 

O primeiro é o regime elástico linear (trecho com módulo de Young, Es, e deformação 

variando de zero a sy), conhecido como ramo elástico, onde a armadura tem a capacidade 

de retornar à sua forma original quando a carga é removida. O segundo regime é o ramo 

plástico, ou de cedência, onde a armadura começa a se deformar permanentemente (de 

sy a sh). O terceiro ramo, denominado ramo de endurecimento, se inicia após a 
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deformação de cedência, com a deformação continuando, mas a uma taxa reduzida (de 

sh a su). 

O comportamento elastoplástico com endurecimento do aço das armaduras é 

estabelecido, frequentemente, através de um diagrama multilinear (Figura 2.14). Esse tipo 

de modelação é comum em análises estruturais, pois permite aproximar a resposta real do 

material de forma simplificada, utilizando trechos lineares em diferentes estágios de 

deformação. No regime elástico inicial, a armadura se comporta de maneira linear 

elástica, com uma relação proporcional entre tensão e deformação, obedecendo à Lei de 

Hooke. O módulo de elasticidade inicial, Es, define a rigidez do material nesta fase. 

Quando a tensão no aço atinge o limite de proporcionalidade, fsys1, o material entra num 

estágio de deformação plástica, reduzindo a sua rigidez. O módulo de endurecimento, Es1, 

representa a inclinação dessa nova fase. Após isso, o material entra num segundo estágio 

de endurecimento, com uma nova inclinação, Es2, reduzindo novamente a rigidez, 

refletindo o aumento da resistência com a deformação plástica progressiva. Por fim, a 

armadura atinge sua máxima resistência antes da rotura, no ponto de plastificação total, 

εsu, o que é importante para prever a capacidade de carga máxima da armadura antes do 

colapso (Costeira Silva, 1999, Póvoas, 1991). 

 

 

Figura 2.14 - Relação uniaxial tensão-extensão para as armaduras de aço (Costeira Silva, 1999) 

2.3.2 Modelos constitutivos para a interface Betão-CFRP 

A análise do comportamento da interface é amplamente estudada por diversos autores, 

incluindo Chajes et al. (1996), Maeda et al. (1997), Wu et al. (2012), Nakaba et al. (2001), 
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Dai et al. (2003), Yuan et al. (2004), Ahmed et al. (2006), Sharma et al. (2006), 

Subramaniam et al. (2007), Yun et al. (2008), Ueda e Dai (2005) e Rolland et al. (2020), 

entre outros. 

Os modelos de aderência-escorregamento – Bond-Slip são essenciais para a 

modelação constitutiva da interface. Wu et al. (2004) classificam a investigação das 

características da interface em três abordagens principais: (1) medições diretas com 

extensómetros em ensaios como o pull-off; (2) soluções analíticas indiretas, derivadas de 

dados experimentais; e (3) análises pelo MEF. Dentre essas metodologias, a primeira é a 

mais utilizada. No entanto, os autores ressaltam que é praticamente impossível obter uma 

distribuição confiável e precisa das tensões de ligação na interface apenas por esse 

método. Isso ocorre devido à natureza frágil e altamente não linear do descolamento, bem 

como a distribuição aleatória de fissuras e dificuldades na medição da deformação, o que 

torna as tensões da interface inconsistentes (Dai et al., 2003; Lu et al., 2005). 

A Figura 2.15 ilustra as diferentes relações constitutivas propostas para a interface 

betão-compósito apresentadas na literatura, onde: 

- c é a tensão de corte (tensão de aderência); 

- 𝐺𝐹
𝐼𝐼 é a energia de fratura; 

- s0 é o escorregamento da interface correspondente à tensão de aderência máxima; e 

- smáx é o escorregamento final da interface. 

As expressões matemáticas, embora úteis, são calibradas para conjuntos específicos 

de ensaios experimentais e precisam ser reajustadas para novos dados. Já a análise 

numérica permite uma visualização mais precisa do comportamento da interface, mas 

exige um conhecimento aprofundado do software utilizado e exige tempo significativo 

para a modelação detalhada das amostras a analisar (Augusthus-Nelson et al., 2024).  

Augusthus-Nelson et al. (2024) reúnem diversos estudos sobre modelação da 

interface, incluindo contribuições de Neubauer e Rostasy (1999), Monti et al. (2003), 

Brosens e Van Gemert (1998), Ko et al. (2014), Lu et al. (2005), Pan e Wu (2014) e Dai 

e Ueda (2005). Os autores destacam que os modelos de interface podem ser generalizados 

ajustando as constantes de forma (𝛼, 𝛽 e γ) ou separando as curvas ascendentes e 

descendentes, que se estabelecem em função dos parâmetros de aderência da interface 

(𝜏𝑚𝑎𝑥, 𝑠1 e 𝑠2).  
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Figura 2.15 - Relações constitutivas da interface propostas na bibliografia (Neto et al., 2004) 

 

Com base nesses princípios, os autores apresentam seis modelos distintos de 

propostas para modelação da interface (ver a Figura 2.16), em que: 

- 𝜏𝑚𝑎𝑥 é a tensão de aderência máxima da interface; 

- 𝜏𝑦 é a tensão de aderência residual, representando a tensão mínima que ainda pode 

ser transmitida após danos progressivos; 

- 𝑠1 é o escorregamento correspondente ao à tensão de aderência máxima da interface; 

- 𝑠2 é o escorregamento a partir do qual a interface já não transfere mais esforços; e 

- 𝑠𝑦 é o escorregamento correspondente à tensão de aderência residual. 

A parametrização dessas relações permite simplificar a previsão da aderência máxima 

e do escorregamento efetivo na interface. 

O modelo apresentado na Figura 2.17 e expresso na equação (2.3) permite, através do 

ajuste dos diversos parâmetros que o definem, simular a maioria dos modelos de 

comportamento da interface apresentados anteriormente (Barros et al., 2021). Neste 

modelo, τ0 e δ0 correspondem à tensão tangencial e ao escorregamento no final do trecho 

linear da relação tensão escorregamento, enquanto β1 e β2 são coeficientes que 

influenciam a forma da curva antes do pico e pós-pico, respetivamente. Os valores da 
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aderência máxima da ligação, τm, e o correspondente escorregamento, δm, podem ser 

obtidos através de ensaios experimentais ou através de equações propostas por diversos 

autores. 

 

Figura 2.16 - Oito propostas distintas de modelação do comportamento da interface (Augusthus-

Nelson et al. 2024) 

 

 

Figura 2.17 - Proposta de modelação da interface utilizada (Barros et al., 2021) 

 

𝜏(𝛿) =

{
  
 

  
 
𝜏0
𝛿0
𝛿                            𝑠𝑒   𝛿 ≤ 𝛿0

𝜏𝑚 (
𝛿

𝛿𝑚
)
𝛽1

               𝑠𝑒   𝛿0 < 𝛿 ≤ 𝛿𝑚

𝜏𝑚 (
𝛿

𝛿𝑚
)
−𝛽2

             𝑠𝑒    𝛿 > 𝛿𝑚

 (2.3) 
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No seu trabalho, Augusthus-Nelson et al. (2024) apresenta treze propostas de 

modelos de comportamento da interface discutidos na literatura, ver a Figura 2.18. Entre 

os principais parâmetros que intervêm na caracterização destas leis: τ (N/mm²) a tensão 

de aderência local, s1 (mm) o escorregamento local, τmax (N/mm²) a tensão máxima de 

aderência, s2 (mm) o escorregamento correspondente à tensão de aderência máxima, 

sf (mm) o escorregamento máximo para uma tensão de aderência nula, βw o rácio das 

larguras do FRP (bf em mm) e do betão (bc em mm), 𝑓𝑐  (N/mm²) a resistência à 

compressão do betão, ft (N/mm²) a resistência à tração do betão, Ec (GPa) o módulo de 

elasticidade do betão, Ea (GPa) o módulo de elasticidade do adesivo e ta (mm) a espessura 

da camada de adesivo e a energia de fratura da interface, Gf (N/mm). 

2.3.3 Principais dificuldades na modelação 

Ao longo deste capítulo, tem-se destacado que a modelação numérica de estruturas 

de betão armado reforçadas com CFRP tornou-se essencial para a análise dessas 

estruturas, possibilitando a simulação de comportamentos complexos sob diferentes 

condições de carregamento. No entanto, para que os resultados obtidos sejam precisos e 

confiáveis, é necessário superar desafios significativos, sobretudo no que se refere à 

representação dos materiais e suas interações. 

Um dos principais obstáculos na modelação dessas estruturas é a complexidade do 

comportamento da interface entre o CFRP e o betão. Essa interface é fundamental para a 

transferência de carga, mas a sua representação precisa é dificultada por fatores como a 

qualidade da colagem, a rugosidade da superfície e as condições ambientais. A calibração 

das leis constitutivas para essa interface é um desafio constante, pois não existe um 

modelo único que se encaixe adequadamente em todas as situações. A resposta da 

interface é não linear e variável, tornando a definição de parâmetros universais 

extremamente difícil. Lu et al. (2005) destacam as limitações dos modelos existentes em 

prever com precisão o comportamento de aderência e escorregamento, especialmente 

quando diferentes adesivos e condições de serviço são considerados. 
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Figura 2.18 – Propostas de modelos de aderência-escorregamento apresentadas na literatura 

(Augusthus-Nelson et al. 2024) 
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Além disso, a previsão dos modos de rotura, especialmente os modos de rotura 

frágeis, como o destacamento do CFRP, é crítica. Roturas dessa natureza são difíceis de 

modelar adequadamente, comprometendo a confiabilidade da modelação. Estudos como 

os de Teng et al. (2002) e Chen e Teng (2003) enfatizam que o descolamento prematuro 

do CFRP é um fenómeno crítico, e a previsão dessas roturas com precisão tem sido um 

grande desafio. A propagação de fissuras e a delaminação do betão, modos de rotura 

abruptos e imprevisíveis, exigem modelos avançados capazes de capturar essas interações 

complexas (Earij et al., 2017). 

Outro desafio importante está relacionado à exigência computacional das análises 

numéricas. A modelação de estruturas reforçadas com CFRP frequentemente exige a 

realização de análises não lineares, que podem apresentar dificuldades de convergência. 

Isso ocorre devido à complexidade do modelo, à interação entre os materiais, à 

discretização da malha e à escolha do método de solução. Barros e Correia (2022) 

apontam a dificuldade de obter conclusões confiáveis para aplicação prática devido a 

diferentes métodos que são adotados na modelação. 

Os modelos existentes possuem limitações na precisão da interface e a validação 

experimental também representa um desafio experimental. Os testes de aderência-

escorregamento entre o CFRP e o betão muitas vezes apresentam resultados dispersos 

devido a variáveis como a preparação da superfície e as condições ambientais, o que 

dificulta a correlação dos resultados experimentais com os modelos computacionais. (Lu 

et al., 2005). 

Assim é possível identificar que os principais desafios na modelação numérica de 

estruturas reforçadas com CFRP estão relacionados à calibração das leis constitutivas, à 

representação de roturas frágeis e à dificuldade de convergência em modelos não lineares. 

Como foi discutido no capítulo anterior, a validação dos modelos computacionais, a partir 

de resultados provenientes de análises experimentais, é um dos maiores desafios 

enfrentados na prática. No entanto, essa validação também se configura como um objetivo 

fundamental, pois visa garantir a confiabilidade e a adequação dos modelos, permitindo 

encontrar uma solução confiável e adequada para o problema em estudo. 
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3. CASO DE ESTUDO 

Para a realização deste trabalho são utilizados os dados do trabalho de Costeira Silva 

(2008). O estudo realizado engloba seis modelos de lajes cujas dimensões geométricas se 

aproximam das utilizadas em obras, especificamente a laje superior do tabuleiro da Ponte 

Nossa Senhora da Guia, em Ponte de Lima. Neste capítulo faz-se a descrição dos ensaios 

e resumem-se os resultados que são úteis para este estudo. 

3.1. Campanha Experimental 

A campanha experimental realizada por Costeira Silva (2008) é composta por três 

séries de lajes de betão armado, cada uma contendo dois modelos. A primeira série, 

chamada de série de referência, é composta por duas lajes de betão armado (série FSRC). 

A segunda série consiste em lajes de betão armado reforçadas externamente com mantas 

de CFRP, curadas "in situ" (série FSBM). A terceira e última série inclui lajes de betão 

armado reforçadas externamente com laminados de CFRP (série FSBL). 

Os ensaios realizados foram divididos em três fases: Fase 1, pré-fendilhação; Fase 2, 

cargas cíclicas; e Fase 3, rotura, como se ilustra na Figura 3.1. 

 

 

Figura 3.1 - Fases de ensaio realizados nos modelos de laje (Costeira Silva, 2008) 

 

Esses modelos foram submetidos a uma fase inicial de cargas, cujo objetivo foi a 

obtenção de um padrão de fendilhação estabilizado. Em seguida, foi realizado um ciclo 

de 5000 cargas e descargas. Por último, os modelos foram sujeitos a uma carga 

progressivamente crescente até atingir a rotura. 
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Nas Figura 3.2 (modelos das séries FSRC), Figura 3.3 (modelos das séries FSBM) e 

Figura 3.4 (modelos das séries FSBL) são detalhadas, de forma esquemática, as 

características geométricas, as armaduras, o tipo de reforço com material compósito e a 

localização dos pontos de aplicação das cargas. 

 

 

 

 

 

Características Gerais 

 

Laje b (m) h (m) 

FSRC1 0.95 0.18 

FSRC2 0.96 0.18 

Figura 3.2 - Modelos FSRC (Costeira Silva, 2008) 
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Características Gerais 

 

Laje b (m) h (m) 

FSBM1 0.96 0.19 

FSBM2 0.96 0.19 

Figura 3.3 - Modelos FSBM (Costeira Silva, 2008) 

0.8 m

0.19

0.50 0.40 0.40 0.40 0.40 0.55
0.125 0.075

L
V

D
T

 3

L
V

D
T

 2

L
V

D
T

 1

L
V

D
T

 4

L
V

D
T

 5

LVDT 6

LVDT 7

0.48

0.027

0.028

P P

0.16
CFRP (2 camadas)

ALÇADO GERAL

h

LVDT6 e 7

0.33

321 4 5

PLANTA - Face superior

0.550.400.400.400.400.55

0.075

0.48

b/2

b/2

localização dos LVDT's

Traseira

Frente

0.63

0.075

0.96

CFRP - faixa 1

CFRP - faixa 2

2.60

2.70

0.0750.075

0.125

0.48

0.08

0.30

0.20

0.30

0.08

Frente

Traseira

LVDT6 e 7

PLANTA - Face inferior

b/2

b/2

5Ø10

0.08 0.3 m 0.2 0.3 m 0.08

0.19

5Ø10MBrace C1-20
(2 camadas)

Ø6//0.20

0.025

0.025



34 
 

 

 

 

Características Gerais 

 

Laje b (m) h (m) 

FSBL1 0.95 0.18 

FSBL2 0.96 0.18 

Figura 3.4 - Modelos FSBL (Costeira Silva, 2008) 
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No pré-dimensionamento dos reforços considerou-se um momento fletor resistente 

mínimo de 45 kNm/m. As características das lajes e os sistemas de reforço foram 

detalhadamente documentados para permitir a comparação e validação dos modelos 

numéricos. A Tabela 3.1 apresenta as características dos modelos de laje. 

 

Tabela 3.1 - Características dos modelos (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Série Modelo Armadura 𝝆𝒔 (%) CFRP 𝝆𝒇 (%) Observações 

RC 
FSRC1 

FSRC2 
5Ø10 0.20 - - Série de referência 

BM 
FSBM1 

FSBM2 
5Ø10 0.20 Manta 0.07 

Série reforçada com manta 

flexível 

BL 
FSBL1 

FSBL2 
5Ø10 0.20 Laminado 0.11 

Série reforçada com 

laminado pré-fabricado 

Em que “𝜌𝑠” é a percentagem de armadura ordinária e “𝜌𝑓” é a percentagem de reforço. 

 

É fundamental ressaltar algumas características dos materiais, a Tabela 3.2 apresenta 

as características do betão que serão utilizadas nesse trabalho baseada nas estimativas e 

nos ensaios realizados por Costeira Silva (2008). 

 

Tabela 3.2 - Características do betão (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Série Modelo 
Idade na data 

de ensaio (dias) 

fcm  

(N/mm²) 

fctm 

(N/mm²) 

Ecm 

(GPa) 

RC 

FSRC1 1295 

46.0 

3.4 34.8 

FSRC2 1306 

BM 
FSBM1 1290 

FSBM2 1299 

BL 
FSBL1 1313 

46.1 
FSBL2 1319 

 

Foram utlizadas, nos 6 modelos, armaduras nervuradas de diâmetros Ø6 e Ø10 de 

classe A400 (SNT 40). As características dessas armaduras estão resumidas na Tabela 
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3.3, tendo-se considerado o módulo de elasticidade da armadura de Es = 200 GPa, 

conforme estabelecido no Eurocódigo 2 (2004). 

O reforço das lajes nesses modelos foi executado utilizando dois sistemas compósitos 

unidirecionais de fibras de carbono: o laminado pré-fabricado na série FSBL e a manta 

flexível pré-impregnada na série FSBM. A Tabela 3.4 apresenta as características de cada 

sistema CFRP, conforme especificações técnicas e valores mínimos fornecidos pelos 

produtores. 

 

Tabela 3.3 - Características da armadura (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Armadura Ø6 nervurado Armadura Ø10 nervurado 

Tensão de cedência: fsym = 569.7 N/mm² Tensão de cedência: fsym = 460.3 N/mm² 

Extensão de cedência: εym = 0.26 % Extensão de cedência: εym = 0.22 % 

Tensão de rotura: fsum = 677.9 N/mm² Tensão de rotura: fsum = 575.8 N/mm² 

Extensão na rotura: εsum = 16.0 ‰ Extensão na rotura: εsum = 21.9 ‰ 

 

Tabela 3.4 - Características dos sistemas de CFRP utilizados (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Sistema CFRP Principais Características 

Tipo Componentes 

Resistência 

à Tração 

(N/mm²) 

Módulo 

de Elast. 

(GPa) 

Extensão 

na Rotura 

(‰) 

Densidade 

(g/cm³) 

Espessura 

(mm) 

MBrace Manta 

C1-20 

Putty 23 0.26 16.0 1.26 - 

Primário 12 0.72 30.0 1.10 - 

Resina 54 3.03 25.0 1.04 - 

Manta 3800 240.00 15.5 1.70 0.117 

MBrace 

Laminado LM 

Putty 23 0.26 16.0 1.26 - 

Primário 12 0.72 30.0 1.10 - 

Adesivo s/i 8.15 s/i s/i - 

Laminado >2800 150.00 14.0 1.60 1.400 

 

Para caracterizar a aderência da interface betão-CFRP foram realizados ensaios de 

arrancamento por tração direta “Pull-off”. Os resultados obtidos nesses ensaios estão 

resumidos na Tabela 3.5. 
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Tabela 3.5 - Resultados dos ensaios de Pull-off (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Série Modelo fct,p (N/mm²) fctm,p (N/mm²) 

FSBM FSBM2 

3.88 

3.60 

3.84 

3.35 

3.58 

3.62 

3.84 3.76 

4.13 

FSBL FSBL1 

3.84 

3.85 4.02 

3.69 

4.13 

4.07 4.09 

3.98 

 

3.2. Resultados Experimentais 

A fase de pré-fendilhação só não foi realizada no modelo FSBM2. O critério 

estabelecido correspondia à aplicação de uma carga sensivelmente superior à carga de 

início de fendilhação (estimada em 42 kN). Na Tabela 3.6 apresentam-se os principais 

resultados obtidos nesta fase 1 e na Figura 3.5 apresenta-se o diagrama de cargas-

deslocamento para os modelos não reforçado e reforçado.  

 

Tabela 3.6 - Principais resultados da Fase 1 (adaptado de Costeira Silva, 2008) 

Modelos 
Carga Máxima 

(kN) 

Carga de Fendilhação Pcr 

Valor (kN) Deslocamento Central δ (mm) 

FSRC1 36.9 36.9 0.78 

FSBM1 54.0 42.4 1.18 

FSRC2 46.6 39.6 1.03 

FSBM2 - - - 

FSBL1 63.8 40.8 1.27 

FSBL2 73.8 40.6 1.31 



38 
 

 
a) não reforçada 

 
b) reforçada 

Figura 3.5 - Diagrama de carga-deslocamento central na fase de pré-fendilhação 

 

A carga de fendilhação registada no modelo FSRC1 foi a menor e a que mais se 

afastou do valor estimado (42 kN). 

Na fase 3, de ensaio à rotura, a carga foi aplicada de forma monotónica a uma 

velocidade de 0.01 mm/s nos modelos não reforçados, série FSRC, e de 0.015 mm/s nos 

modelos reforçados, séries FSBM e FSBL, até atingir a rotura.  

Na Figura 3.6 apresentam-se os principais resultados para os modelos FSRC, 

nomeadamente a distribuição das fendas e os valores do afastamento médio entre fendas, 

das principais deformações e da carga máxima e da carga de plastificação.  

Na Figura 3.7 e na Figura 3.8 apresentam-se os principais resultados para os modelos 

FSBM e FSBL, respetivamente. É possível constatar os modos de ruína, o padrão de 

fendilhação, juntamente com alguns valores obtidos nesta fase de ensaio (cargas 

máximas, extensões máximas, entre outros). 

Nas Figura 3.9, Figura 3.10 e Figura 3.11 apresentam-se os diagramas de carga-

deslocamento central obtidos nos ensaios à flexão das lajes das 3 séries, apresentando, no 

caso das lajes reforçadas, os instantes em que ocorreu o destacamento dos sistemas de 

CFRP. 

Para finalizar a apresentação dos resultados desta campanha de ensaios, ilustram-se 

nas Figura 3.12, Figura 3.13, Figura 3.14 e Figura 3.15 os diagramas de extensões no 

CFRP versus a carga total aplicada para os quatro modelos de lajes reforçados. 
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Figura 3.6 - Resultados do ensaio à rotura das lajes da série FSRC (Costeira Silva, 2008) 
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Figura 3.7 - Resultados do ensaio à rotura das lajes da série FSBM (Costeira Silva, 2008) 
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Figura 3.8 - Resultados do ensaio à rotura das lajes da série FSBL (Costeira Silva, 2008) 
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Figura 3.9 - Diagrama carga – flecha das lajes da série FSRC (ensaio à rotura) 

 

 

Figura 3.10 - Diagrama carga – flecha das lajes da série FSBM (ensaio à rotura) 

 

 

Figura 3.11 - Diagrama carga – flecha das lajes da série FSBL (ensaio à rotura) 
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Figura 3.12 - Evolução das extensões no CFRP em função da carga total aplicada no modelo 

FSBM1 (Costeira Silva, 2008) 

 

 

Figura 3.13 - Evolução das extensões no CFRP em função da carga total aplicada no modelo 

FSBM2 (Costeira Silva, 2008) 
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Figura 3.14 - Evolução das extensões no CFRP em função da carga total aplicada no modelo 

FSBL1 (Costeira Silva, 2008) 

 

 

Figura 3.15 - Evolução das extensões no CFRP em função da carga total aplicada no modelo 

FSBL2 (Costeira Silva, 2008) 
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4. MODELAÇÃO NUMÉRICA DA LAJE DE BETÃO ARMADO 

A calibração do modelo numérico, fundamentada dos resultados de ensaios 

experimentais de Costeira Silva (2008), foi realizada por meio do software Femix 4.0 

(Azevedo et al., 2003; Ventura-Gouveia, 2011). Esse programa destaca-se pela sua 

versatilidade na análise estrutural, permitindo a modelação e simulação de elementos 

estruturais com comportamentos não lineares materiais e geométricos, incluindo efeitos 

diferidos. A versão atual do software inclui uma ampla gama de tipos de elementos 

finitos, abrangendo também elementos unidimensionais, sendo especialmente útil para 

simular o comportamento do betão armado em condições reais. A solução dos sistemas 

de equações não lineares, resultantes do método incremental-iterativo, é obtida pelo 

método de Newton-Raphson, recorrendo à técnica do arc-length, garantindo precisão nas 

simulações. 

No desenvolvimento das análises numéricas, foram utilizados três módulos do 

software: Prefemix, Femix e Posfemix. O Prefemix processa o ficheiro de dados com 

extensão gl.dat, verifica as informações contidas e as grava em um novo ficheiro, gl.bin. 

Em seguida, o Femix lê esse ficheiro e realiza os cálculos necessários. Por fim, o Posfemix 

é responsável pelo pós-processamento dos resultados obtidos. 

Além dos módulos mencionados, também foram utilizados o Excel e o software 

DrawMesh (Azevedo et al., 2003). O Excel foi utilizado para organizar e manipular os 

resultados extraídos do pós-processamento realizado pelo Posfemix, utilizando arquivos 

.csv para leitura e análise adicional dos dados. Ele permitiu a realização de cálculos, 

organização dos resultados e geração de gráficos para facilitar a interpretação. Já o 

DrawMesh é um software específico para a visualização das malhas e resultados 

numéricos, capaz de ler os ficheiros .s3d ou .pva gerados pelo Posfemix. Ele possibilita a 

visualização gráfica das da malha, da deformada, das tensões, das deformações, do padrão 

de fendilhação e outros parâmetros ao longo da malha, contribuindo para uma análise 

mais visual do comportamento estrutural. 

A estrutura do ficheiro de dados gl.dat que é processada pelo Prefemix é organizada 

em blocos, cada um com uma função específica para definir a modelação e a análise 

estrutural. 

Este capítulo destina-se à descrição detalhada da fase de modelação numérica da laje 

de betão armado (série FSRC) ensaiada experimentalmente por Costeira Silva (2008).  
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4.1. Malha e Propriedades dos Materiais 

Tendo em conta a configuração das lajes apresentadas no capítulo 3, para as 

simulações numéricas utilizaram-se para o betão elementos finitos quadriláteros de estado 

plano de tensão (PlaneStressQuad), de 8 nós e 4 pontos de integração, e para o aço 

elemento finitos unidimensionais, de 2 nós e 2 pontos de integração. Estes elementos 

finitos unidimensionais (EmbCable2D), são considerados embebidos nos elementos de 

betão. Considerou-se perfeita aderência entre os elementos do aço e do betão. A título de 

exemplo, a Figura 4.1a ilustra a malha de elementos finitos para a discretização do betão. 

Estão ainda representados os apoios (marca a azul) e as cargas, cujos pontos de aplicação 

estão de acordo com o a configuração do ensaio experimental representado na Figura 3.2. 

Na Figura 4.1b e Figura 4.1c representam-se ainda as malhas de elementos finitos 

utilizadas, aquando do estudo do refinamento da malha. 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 4.1 - Ilustração das malhas: (a) Malha 1; (b) Malha 2; (c) Malha 3 

 

Um aspeto relevante a ser referido é que, no modelo numérico, a altura da laje foi 

considerada como sendo de 185 mm, uma vez que os ensaios experimentais indicaram 

uma variação entre 180 mm e 190 mm entre as séries, conforme apresentado na secção 

3.1. Assim, adotou-se o valor médio de 185 mm. Adicionalmente, o comprimento da laje 

modelada foi de 2850 mm. 

A Tabela 4.1 apresenta a espessura total a utilizar nos elementos finitos 

(_PLANE_STRESS_QUAD) correspondentes ao betão, a área total a utilizar nos 

P P 

P P 

P P 
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elementos finitos (_EMB_CABLE_2D) da armadura longitudinal (5Ø10) e a área total 

dos elementos finitos (_EMB_CABLE_2D) da armadura transversal (2Ø6). 

 

Tabela 4.1 - Espessura e área usada nos elementos finitos referentes ao betão e às armaduras 

Tipo de Elemento Material Parâmetro  Valor 

_PLANE_STRESS_QUAD Betão Espessura 960 mm 

_EMB_CABLE_2D Armaduras 
Área total 

das secções 

5Ø10 → 392.699 mm² 

(longitudinal) 

2Ø6 → 56.549 mm2 

(transversal) 

 

A análise não linear material das distintas configurações de laje foi efetuada por 

intermédio de um modelo de fendilhação distribuída implementado no código 

computacional Femix (Azevedo et al., 2003; Ventura-Gouveia, 2011), considerando-se 

um comportamento linear à compressão do betão, tendo em consideração a espessura da 

laje.  

A lei trilinear representada na Figura 4.2, disponível no código computacional 

utilizado neste estudo, para a simulação do comportamento à tração, foi adaptada para 

simular o comportamento do betão simples, resultando numa relação tensão de tração-

abertura de fenda bilinear, conforme ilustrado na Figura 2.10 e sugerido pelo fib Model 

Code 2010 (2013). 

 

 

Figura 4.2 - Diagrama trilinear tensão-deformação normal à fenda para simular a propagação da 

fenda em modo de fratura I (𝜎𝑛,1
𝑐𝑟 = 𝑓𝑐𝑡 , 𝜎𝑛,2

𝑐𝑟 = 𝛼1 𝜎𝑛,1
𝑐𝑟 , 𝜎𝑛,3

𝑐𝑟 = 𝛼2 𝜎𝑛,1
𝑐𝑟 , 𝜀𝑛,2

𝑐𝑟 = 𝜉1 𝜀𝑛,𝑢
𝑐𝑟 , 𝜀𝑛,3

𝑐𝑟 =

𝜉2 𝜀𝑛,𝑢
𝑐𝑟 ) (Ventura-Gouveia, 2011) 
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Os parâmetros de fractura indicados na Figura 4.2, 𝜉1 , 𝛼1, 𝜉2 , 𝛼2, Gf , lb, que defininem 

a lei que governa o modo I de fratura são apresentados nas secções seguintes, para cada 

simulação numérica. 

Para a rigidez de corte do betão fendilhado foi utilizado o conceito do fator de retenção 

de tensões de corte, β, definido pela equação (4.1): 

 

𝛽 = (1 −
𝜀𝑛
𝑐𝑟

𝜀𝑛,𝑢𝑙𝑡
𝑐𝑟 )

𝑝1

 (4.1) 

 

onde 𝜀𝑛
𝑐𝑟 é a deformação normal à fenda e 𝜀𝑛,𝑢𝑙𝑡

𝑐𝑟  a extensão última normal à fenda. Quando 

se assume uma diminuição linear de β com o aumento de 𝜀𝑛
𝑐𝑟, então p1=1. Valores mais 

elevados do expoente correspondem a uma diminuição mais rápida do parâmetro β 

(Barros, 1995). 

Em relação à modelação do comportamento uniaxial dos varões de aço, foi utilizada 

a lei representada na Figura 4.3. Os valores foram obtidos a partir dos ensaios 

experimentais realizados para a caracterização do aço das lajes ensaiadas por Costeira 

Silva (2008). As leis constitutivas incluem a deformação ao final do primeiro ramo (εsy), 

a tensão ao final do primeiro ramo (σsy), a deformação ao final do segundo ramo (εsh), a 

tensão ao final do segundo ramo (σsh), a deformação ao final do terceiro ramo (εsu) e a 

tensão ao final do terceiro ramo (σsu). Nos casos em estudo, o terceiro ramo foi simulado 

por um troço linear. A Tabela 4.2 apresenta os valores utilizados para caracterizar o 

comportamento dos varões de aço. 

 

 

Figura 4.3 - Comportamento do aço (Sena-Cruz, 2005) 
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Tabela 4.2 - Leis constitutivas do aço 

Parâmetro Varão Ø6 Varão Ø10 

εsy 0.0026 0.0022 

σsy (N/mm²) 570 460 

εsh 3.64E-02 3.08E-02 

σsh (N/mm²) 570 460 

εsu 0.16 0.219 

σsu (N/mm²) 678 576 

 

As simulações numéricas foram efetuadas recorrendo-se à técnica do arc-length com 

controlo de deslocamento no ponto onde foi medido experimentalmente o deslocamento 

vertical (ver na Figura 3.2 a posição do LVDT3). 

4.2. Análise da Sensibilidade da Malha 

Para identificar a malha que melhor representava a curva experimental, procedeu-se 

a uma análise de sensibilidade das malhas. Esse processo teve início com uma análise 

linear, seguindo-se uma análise não linear. O objetivo foi determinar o grau de 

refinamento mais adequado para a malha de elementos finitos, utilizando a laje de betão 

armado FSRC na calibração do modelo. 

i. Análise linear 

Nesta fase utilizaram-se as malhas apresentadas na Figura 4.1, modelando-se o 

comportamento do betão sem a presença das armaduras. 

Foi calculado o valor teórico do deslocamento, utilizando a equação (4.2), permitindo 

uma comparação direta com os resultados numéricos obtidos (ver Figura 4.4). Nessa 

equação, 𝛿𝑚𝑎𝑥 representa o deslocamento máximo, P representa a força aplicada, a 

corresponde à distância horizontal entre o apoio e o ponto de aplicação da carga, que neste 

caso é de 950 mm, l é a distância entre os apoios, igual a 2700 mm, E refere-se ao módulo 

de elasticidade do betão, com um valor de 34.8 GPa, enquanto I representa o momento 

de inércia, determinado pela equação (4.3), sendo b a largura da laje igual a 960 mm e h 

a sua altura, neste caso igual a 185 mm. 
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𝛿𝑚𝑎𝑥 = 
𝑃𝑎(3𝑙2 − 4𝑎2)

24𝐸𝐼
 (4.2) 

 

𝐼 =  
𝑏ℎ³

12
 (4.3) 

 

A Figura 4.4 ilustra que a resposta força-deslocamento a meio vão, obtida 

numericamente para cada uma das três malhas em estudo, é semelhante à obtida 

considerando o resultado teórico, indicando que as três malhas se comportam na análise 

linear de uma forma idêntica. 

 

 

Figura 4.4 - Comparação entre o valor teórico e numérico para as três malhas em estudo 

 

ii. Análise não linear 

Na análise não linear, tomou-se a decisão de modelar apenas metade da laje, 

considerando a sua simetria. Essa abordagem permitiu otimizar o processamento de dados 

sem comprometer a precisão dos resultados. A Figura 4.5 mostra as malhas 

correspondentes já com os elementos da armadura longitudinal e da armadura transversal. 

Para essa configuração, foram inseridos apoios que restringem o deslocamento horizontal 

no plano de simetria da laje original.  

Na Malha 2 e na Malha 3, inseriu-se uma chapa de aço sob a zona da aplicação da 

carga, para simular a chapa utilizada nos ensaios experimentais (ver Figura 3.6). Essa 

chapa foi modelada como material linear, com módulo de elasticidade (E) de 200 GPa e 
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coeficiente de Poisson (ν) de 0.3, usando elementos _PLANE_STRESS_QUAD de 8 nós. 

A altura considerada foi de 10 mm. Na Malha 1, essa chapa não foi inserida, pois, devido 

à largura da malha, ficaria desproporcional em relação ao que foi usado nos ensaios 

experimentais. 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 4.5 - Malhas considerando a simetria: (a) Malha 1; (b) Malha 2; (c) Malha 3 

 

Conforme destacado no Capítulo 2 deste trabalho, a energia de fratura desempenha 

um papel fundamental na modelação do betão à tração, bem como o diagrama de retenção 

de tensões pós-fendilhação. Consultando os resultados experimentais das lajes de betão 

armado (série FSRC) (Costeira Silva, 2008), verifica-se que foram ensaiados cubos à 

compressão aos 31 dias. Na idade do ensaio, a tensão de compressão foi estimada, 

utilizando as expressões do Eurocódigo2 (2004), obtendo-se um valor de fcm igual a 

46 N/mm², de 3.4 N/mm² para fctm e 34.8 GPa para o módulo de elasticidade (ver Tabela 

3.2). 

Utilizou-se o valor de Gf  recomendado pelo fib Model Code 2010 (2013), que propõe 

um cálculo baseado na resistência à compressão do betão, conforme apresentado na 

equação (4.4). 

 

𝐺𝑓 =  73 𝑓𝑐𝑚
0.18 (4.4) 
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resultando num valor de Gf igual a 145.42 Nm/m².  

Para a lei bilinear foram utilizados os valores apresentados na Tabela 4.3, obtido de 

acordo com o preconizado fib Model Code 2010 (2013). Na transformação de -w em 

𝜎𝑛
𝑐𝑟 − 𝜀𝑛

𝑐𝑟 admitiu-se que =𝜎𝑛
𝑐𝑟 e w=𝜀𝑛

𝑐𝑟lb, sendo lb a largura da banda de fendilhação, 

considerada nas simulações igual à raiz quadrada da área do correspondente elemento 

finito. O coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.2. 

Analisando os resultados obtidos na Figura 4.6, verifica-se que todas as respostas 

numéricas apresentam uma capacidade de carga superior à obtida experimentalmente. 

Com os resultados expostos, concluiu-se que os modelos com as Malhas 2 e 3 apresentam 

comportamentos um pouco mais semelhantes, em comparação com a Malha 1, 

principalmente na primeira fase do ensaio. Deste modo, face ao baixo nível de 

refinamento, decidiu-se não utilizar a Malha 1 para as restantes análises. Por outro lado, 

considerando o tempo de processamento de cálculo da Malha 3 em comparação à 

Malha 2, optou-se pela utilização da Malha 2. 

 

Tabela 4.3 - Lei bilinear baseada no fib Model Code 2010 

Parâmetro Valor 

ξ1 0.2 

α1 0.2 

ξ2 0.6 

α2 0.1 

Gf  (N/mm) 0.145 

 

 

Figura 4.6 - Calibração comparando as três malhas 
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4.3. Calibração do modelo 

Conforme evidenciado na secção anterior, a resposta numérica da Malha 2, bem como 

das outras malhas, apresentou uma capacidade de carga superior à resposta experimental. 

Na tentativa de analisar a influência dos parâmetros de fratura no comportamento da 

resposta numérica, realizaram-se diversas simulações. Para tal, consideraram-se as 

equações e propostas pelo CEB-FIP Model Code 1990 (1993), que difere do fib Model 

Code 2010, pois faz depender a energia de fratura também da dimensão máxima do inerte 

utilizado na composição do betão. Tendo em vista que não se possui dados relativos a 

este parâmetro, optou-se por efetuar 3 simulações, considerando para a dimensão máxima 

do agregado o valor de 8 mm, de 16 mm e de 32 mm. A fórmula para o cálculo da energia 

de fratura é dada pela equação (4.5), com o valor de fcm em N/mm² e GF0 com o valor de 

0.025 Nmm/mm2, 0.03 Nmm/mm2 e 0.058 Nmm/mm2, para a dimensão máxima de 

8 mm, 16 mm e 32 mm, respetivamente. 

 

𝐺𝑓 = 𝐺𝐹0(
𝑓𝑐𝑚
10
)0.7 (4.5) 

 

Na Tabela 4.4, apresentam-se os valores obtidos de acordo com o preconizado no 

CEB-FIP Model Code 1990 (1993), sendo os mesmos depois utilizados, considerando a 

Malha 2, nas simulações numéricas representadas na Figura 4.7. 

 

Tabela 4.4 - Leis bilineares baseadas no CEB-FIP Model Code 1990 

Parâmetro MC 1990_dmáx8 MC 1990_dmáx16 MC 1990_dmáx32 

ξ1 0.1 0.1357 0.25 

α1 0.15 0.15 0.15 

ξ2 0.55 0.5679 0.625 

α2 0.075 0.075 0.075 

Gf  (N/mm) 0.0728 0.0873 0.1688 

 

Da análise das respostas numéricas da Figura 4.7 ressalta a dependência da forma da 

curva bilinear utilizada para simular a retenção de tensões de tração, bem como da energia 

de fratura atribuída. A título de ilustração apresentam-se na Figura 4.8 as relações tensão-

abertura de fenda utilizadas nas diferentes simulações. 
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Figura 4.7 - Comparação de repostas numéricas, utilizando diferentes leis bilineares 

 

 

Figura 4.8 - Leis tensão de tração – abertura de fenda segundo MC1990 e MC2010 

 

A curva que mais se ajusta à resposta numérica é aquela que menor energia de fratura 

tem e a que mais queda abrupta teve no primeiro ramo da lei bilinear. Verifica-se ainda 

que a carga de fendilhação está um pouco sobrestimada, o que indica que a tensão de 

resistência à tração pode ter sido inferior à usada. 

De acordo com o referido anteriormente, o fctm foi calculado tendo em conta a 

evolução do fcm, também estimado a partir da fórmula apresentada no Eurocódigo 2 

(2004). Para além disso, os parâmetros de fratura, podem ser obtidos por análise inversa, 
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fazendo-se ensaios em vigas entalhadas (Ventura-Gouveia, 2011). Deste modo, face à 

ausência de ensaios experimentais, pode-se considerar razoável, uma diminuição de 10% 

no valor do fctm e uma adaptação dos parâmetros da curva, de modo que a queda do 

primeiro ramo seja mais abrupta. Foram assim utilizados os valores apresentados na 

Tabela 4.5 e o resultado da simulação encontra-se apresentado na Figura 4.9, observando-

se uma melhor aproximação à curva experimental, mesmo na obtenção da carga de 

fendilhação. 

 

Tabela 4.5 - Lei bilinear ajustada 

Parâmetro Valor 

ξ1 0.02 

α1 0.15 

ξ2 0.55 

α2 0.075 

Gf  (N/mm) 0.0873 

fctm  (N/mm2) 3.06 

 

 

Figura 4.9 - Força-deslocamento a meio vão utilizando a lei bilinear ajustada 

 

Na Tabela 4.6 apresentam-se os valores de alguns parâmetros que caraterizam o 

comportamento experimental das lajes de betão armado e os valores obtidos 

numericamente. 
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Tabela 4.6 - Resultados experimentais e numéricos (série FSRC) 

Parâmetro 
Experimental Numérico 

FSRC1 FSRC2 FSRC 

Carga de Fendilhação (kN) 36.90 39.60 40.38 

Carga de Plastificação das Armaduras (kN) 53.10 56.50 70.801 

Carga de Rotura (kN) 56.65 60.36 68.262 

Deslocamento Central (mm) 22.25 23.92 26.00 

Extensão Máxima de Compressão no Betão (‰) -0.40 -0.38 -0.47 

Extensão Máxima de Tração no Betão (‰) 8.75 6.30 3.003 

Extensão Máxima de Tração na Armadura (‰) - 16.52 54.004 

(1) Carga correspondente ao deslocamento central de 35.2 mm; (2) Carga correspondente ao deslocamento 
central de 26 mm; (3) Registado num elemento não fendilhado; (4) Registado num elemento fendilhado. 

 

Na Tabela 4.6 constata-se que a carga de fendilhação obtida numericamente apresenta 

um valor superior à carga experimental do primeiro ensaio de cerca de 9%, mas apresenta 

somente uma diferença de 2% superior comparado à carga do segundo ensaio 

experimental. No que diz respeito à carga de plastificação das armaduras, o valor 

numérico é consideravelmente superior aos valores experimentais, tendo sido alcançada 

para um deslocamento de 35.2 mm, junto de um elemento correspondente ao betão 

fendilhado, e para um valor do deslocamento superior ao correspondente ao da carga de 

rotura. Já para a carga de rotura, a diferença também é significativa, com o valor numérico 

sendo 18% superior ao FSRC1 e 11% superior ao FSRC2. Esses resultados indicam que 

o modelo numérico tende a sobrestimar as cargas em comparação com os ensaios 

experimentais. 

Na Figura 4.10 representa-se o padrão de fendilhação da simulação numérica para um 

deslocamento a meio vão de 26 mm e o obtido experimentalmente para os dois modelos 

da série (FSRC1 e FSRC2). Verifica-se que existem duas fendas de flexão claramente 

abertas, assinaladas a cor-de-rosa, bem como outras em fase de abertura (vermelho), em 

reabertura (cyan), em fecho (verde) e fechadas (azul). Este padrão de fendilhação é 

semelhante ao obtido experimentalmente na zona de flexão pura da laje. 

Para analisar a influência do número de nós dos elementos, efetuou-se ainda uma 

análise considerando 4 nós por elemento em vez de 8 nós. Os resultados apresentados na 

Figura 4.11 indicam que com 4 nós a resposta tornou-se mais rígida para o caso em 

análise. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 4.10 - Padrão de fendilhação: (a) FSRC1; (b) FSRC2; (c) Numérico (meia laje) 

 

 

Figura 4.11 - Força-deslocamento usando elementos de 8 nós e de 4 nós e lei bilinear ajustada 
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5. MODELAÇÃO NUMÉRICA DAS LAJES REFORÇADAS COM CFRP 

Após a modelação da laje de betão armado (FSRC) e a calibração do modelo, 

apresentada no capítulo anterior, procedeu-se à modelação numérica das lajes reforçadas 

com CFRP, considerando as configurações com manta (FSBM) e laminado (FSBL) 

ensaiadas experimentalmente e representadas nas Figuras 3.3 e 3.4, respetivamente. Para 

isso, a modelação do FSRC foi adaptada às novas simulações.  

5.1. Malha e Modelação do Comportamento do Reforço 

À malha de elementos finitos representada na Figura 4.5b, foram acrescentados dois 

novos elementos: o reforço e a interface. As propriedades desses materiais foram 

definidas como: _CABLE_2D para o reforço, de 3 nós e 2 pontos de integração e 

_INTERFACE_LINE_2D para a interface, com 6 nós e 2 pontos de integração. A Tabela 

5.1 apresenta os parâmetros necessários para essa definição, bem como os valores 

adotados com base nos ensaios experimentais. 

 

Tabela 5.1 - Propriedade dos CRFP e da interface 

Tipo de Elemento Material Parâmetro Valor  

_CABLE_2D CFRP 
Área total das 

secções 

FSBL → 210.0 mm² 

FSBM → 140.4 mm² 

_INTERFACE_LINE_2D Interface Espessura 

FSBL → 150.0 mm 

FSBM → 600.0 mm  

 

Tendo em conta o reforço, diferentes leis constitutivas foram aplicadas ao betão em 

duas alturas do modelo, conforme ilustrado na Figura 5.1. Nas proximidades das 

armaduras (primeiras duas camadas), considerou-se o efeito tension stiffening, enquanto 

em regiões mais distantes das armaduras, na parte superior, foi adotado o comportamento 

tension softening, já adotado aquando da simulação da laje FSRC. 

A Tabela 5.2 apresenta os valores utilizados para as duas camadas. Assumiu-se para 

a energia de fratura o triplo da energia de fratura usada para a simulação do amolecimento 

do betão à tração. Este valor foi o que melhor se ajustou às simulações dos ensaios 

experimentais respetivos, conforme representado na Figura 5.6 e na Figura 5.15. 
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Figura 5.1 - Divisão da altura da malha 

 

Tabela 5.2 - Lei bilinear para o Tension Softening e Tension Stiffening 

Parâmetro Tension Softening Tension Stiffening 

ξ1 0.02 0.02 

α1 0.15 0.15 

ξ2 0.55 0.55 

α2 0.075 0.075 

Gf  (N/mm) 0.0873 0.2619 

fctm  (N/mm2) 3.06 3.06 

 

Quanto ao CFRP, tanto a manta quanto o laminado foram modelados como materiais 

linearmente elásticos. A Tabela 5.3 apresenta as leis constitutivas consideradas para 

ambos os materiais, incluindo o módulo de elasticidade (E) e a resistência à tração (ff). 

 

Tabela 5.3 - Leis constitutivas dos CFRP 

Leis Constitutivas Manta Laminado  

E (GPa) 240 150 

ff (N/mm²) 3800 2800 

 

Em relação à modelação do comportamento da interface, foram analisadas seis 

possíveis leis constitutivas, cinco das quais apresentadas no trabalho de Augusthus-

Nelson et al. (2024) (ver Figura 2.18), nomeadamente: Neubauer e Rostasy, Monti et al., 

Nakaba et al., Lu et al. (Modelo Bilinear) e Lu et al. (Modelo Simplificado), e ainda uma 

das leis constitutivas propostas pelo fib Bulletin 90. As cinco primeiras propostas 

representam modelos dos tipos A, D e H (ver Figura 2.16), enquanto a lei proposta pelo 

fib enquadra-se nos modelos do tipo D. A Figura 5.2 apresenta as curvas Tensão de 

Aderência (N/mm) – Escorregamento (mm) para cada uma dessas seis propostas 

aplicadas à interface Betão–Manta, enquanto a Figura 5.3 ilustra o mesmo para a interface 

Betão–Laminado. 



61 
 

 

Figura 5.2 - Curvas Tensão de Aderência (N/mm²) – Escorregamento (mm) correspondentes às 

seis propostas de leis constitutivas analisadas para a interface Betão–Manta. 

 

 

Figura 5.3 - Curvas Tensão de Aderência (N/mm²) – Escorregamento (mm) correspondentes às 

seis propostas de leis constitutivas analisadas para a interface Betão–Laminado. 

 

Após a análise das propostas, optou-se por modelar a lei proposta por Lu et al. 

(Modelo Simplificado), por se ajustar de forma mais adequada às leis disponíveis no 

software Femix. A Figura 5.4 apresenta a curva de Lu et al. (Modelo Simplificado) 

comparada com a simulada no Femix para a interface Betão–Manta, enquanto a Figura 

5.5 ilustra a comparação para a interface Betão–Laminado. 
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Figura 5.4 - Comparação entre a curva de Lu et al. (Modelo Simplificado) e a curva simulada no 

Femix para a interface Betão–Manta 

 

 

Figura 5.5 - Comparação entre a curva de Lu et al. (Modelo Simplificado) e a curva simulada no 

Femix para a interface Betão–Laminado 

 

A lei utilizada (ver Figura 2.17) inclui o deslocamento no final da relação de tensão-

deslocamento linear (δ0), o deslocamento no pico da tensão de aderência (δm), a tensão de 

aderência no pico (τm), o parâmetro utilizado na definição da relação de tensão-

deslocamento pré-pico (β1), o parâmetro utilizado na definição da relação de tensão-

deslocamento pós-pico (β2) e a rigidez normal (Kn). Na Tabela 5.4 apresentam-se os 

valores utilizados para as séries FSBL e FSBM.  
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Tabela 5.4 - Leis constitutivas das interfaces 

Propriedade 
Interface da 

manta 

Interface do 

laminado 

β1 0.5 0.5 

β2 1.65 1.55 

δ0 (mm) 0.005 0.005 

δm (mm) 0.0638 0.0866 

τm (N/mm2) 4.911 6.659 

Kn (N/mm3) 1.00E+04 1.00E+04 

 

5.2. Apresentação e Discussão dos Resultados 

Após a modelação das séries FSBM e FSBL, apresentam-se, de seguida, os resultados 

obtidos, procedendo-se à sua comparação com os dados experimentais disponíveis, de 

forma a avaliar a coerência e a representatividade do modelo adotado. 

5.2.1 Lajes reforçadas com mantas de CFRP 

Na Figura 5.6 apresenta-se o diagrama força-deslocamento a meio vão das lajes 

reforçadas com mantas de CFRP (FSBM). Para estas lajes existem duas respostas 

experimentais. A curva numérica acompanha razoavelmente bem o comportamento 

global das curvas experimentais, principalmente nas fases iniciais e intermediárias do 

carregamento. Isso indica que o modelo é eficaz na simulação da rigidez inicial e no início 

do ganho de resistência. Além disso, a resposta numérica mostra-se coerente com o 

processo de fendilhação, reproduzindo de forma satisfatória a influência das mantas no 

desempenho estrutural da laje. Apenas a plastificação das armaduras de aço, observada 

nas respostas experimentais aquando da mudança de inclinação das curvas (entre os 

100 kN e os 120 kN), não é visível na curva numérica, que faz uma transição mais suave. 

Na Figura 5.7 apresenta-se o padrão de fendilhação obtido na simulação numérica da 

laje FSBM para um deslocamento a meio vão de 23 mm, comparado com o observado na 

série FSBM1.  

Na Figura 5.8 mostra-se a mesma análise para um deslocamento de 33 mm, em 

correspondência com a série FSBM2. Os deslocamentos foram selecionados com base 

nos resultados dos ensaios experimentais, uma vez que, em ambos os casos, a carga 

máxima foi atingida para esses valores. À semelhança da laje FSRC, verifica-se que 
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existem fendas de flexão claramente abertas, assinaladas a cor-de-rosa, bem como outras 

em fase de abertura (vermelho), em reabertura (cyan), em fecho (verde) e fechadas (azul).  

 

 

Figura 5.6 - Força-deslocamento a meio vão das lajes reforçadas com mantas FSBM 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.7 - Padrão de fendilhação: (a) FSBM1; (b) Numérico (meia laje) 

 

No que diz respeito às tensões normais no betão, no plano da secção, a Figura 5.9 e a 

Figura 5.10 apresentam a distribuição obtida na simulação numérica, representada por 

uma escala de cores, para dois estados de deslocamento: 23 mm e 33 mm. Esses valores 

foram escolhidos por corresponderem aos deslocamentos nos quais, experimentalmente, 

as lajes atingiram a carga máxima nas séries FSBM1 e FSBM2, respetivamente. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 5.8 - Padrão de fendilhação: (a) FSBM2; (b) Numérico (meia laje) 

 

 

Figura 5.9 - Distribuição das tensões normais na laje FSBM, obtida numericamente, para o 

deslocamento a meio vão de 23 mm (série FSBM1) 

 

 

Figura 5.10 - Distribuição das tensões normais na laje FSBM, obtida numericamente, para o 

deslocamento a meio vão de 33 mm (série FSBM2) 
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É possível observar na Figura 5.9 e na Figura 5.10, a existência de concentração de 

tensões de compressão no betão, na zona de aplicação da carga e numa camada superior 

muito superficial. Estes valores de tensão ultrapassam os 46 N/mm², porque o 

comportamento modelado para este material é linear. Ainda assim, a análise numérica 

com betão linear à compressão mostra-se coerente com o comportamento geral 

observado. 

Experimentalmente, foram inseridos extensómetros nas mantas de CFRP com o 

objetivo de analisar a evolução das deformações em função da carga aplicada ao modelo 

(ver Figura 3.12 e Figura 3.13). No âmbito da modelação numérica, o software Femix 

permite a avaliação das deformações no CFRP por meio da seleção de um elemento e de 

um ponto de Gauss específico. Para fins de comparação com os resultados experimentais, 

foram obtidos os valores das deformações nos pontos de Gauss mais próximos das 

coordenadas dos extensómetros posicionados experimentalmente, tendo-se atribuído a 

mesma designação do extensómetro. Dessa forma, foi possível avaliar as extensões 

numéricas correspondentes à aplicação progressiva de carga e compará-las com os dados 

obtidos experimentalmente. Na Figura 5.11 apresenta-se a comparação das extensões nas 

mantas de CFRP, na zona de flexão pura, para a laje FSBM1, enquanto na Figura 5.12 se 

ilustram as extensões nas mantas de CFRP na região de flexão simples. 

 

 

Figura 5.11 - Extensões na manta de CFRP na região de flexão pura (FSBM1) 
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Na Figura 5.11, é possível observar, para uma carga entre os 40 kN e os 60 kN, o 

efeito da fendilhação do betão e a transferência das tensões para as mantas de CFRP, 

provocando o acréscimo súbito das deformações. Esta descontinuidade nas extensões 

ocorre primeiro na zona de flexão pura, enquanto na zona de flexão simples as fendas 

ocorreram para uma carga mais elevada. Nas curvas experimentais as extensões 

apresentam uma variação contínua porque as lajes antes de serem ensaiadas à rotura 

tiveram duas fases de carregamento (uma de pré-fendilhação e outra de aplicação de 

ciclos de carga) que provocaram a estabilização das fendas (ver Figura 3.1). A partir de 

uma carga aproximada de 60  kN, os extensómetros E3, E4 e E12 passam a apresentar um 

comportamento semelhante ao experimental, demonstrando boa correlação até cerca de 

90  kN. A partir desse ponto, nota-se que os valores numéricos ultrapassam os 

experimentais, especialmente na seção fendilhada da laje. Cabe ainda destacar que o 

extensómetro E7, embora alocado em outra manta, partilha da mesma coordenada que o 

extensómetro E4 e, por isso, apresenta a mesma resposta numérica. 

 

 

Figura 5.12 - Extensões na manta de CFRP na região de flexão simples (FSBM1) 

 

Na Figura 5.12, observa-se que, na região de flexão simples da laje FSBM1, o 

extensómetro E2 do modelo numérico apresentou uma descontinuidade para uma carga 
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próxima dos 100 kN, possivelmente motivada pela transferência de tensões de tração para 

a manta de CFRP, em virtude fendilhação do betão, mais tardia nesta região mais próxima 

dos apoios. A resposta numérica só começou a aproximar-se da experimental em torno 

de 100 kN, carga a partir da qual as extensões simuladas superaram as registadas 

experimentalmente. 

O mesmo procedimento foi aplicado à laje FSBM2, sendo que na Figura 5.13 se 

apresenta a comparação das extensões nas mantas de CFRP, na região de flexão pura, e 

na Figura 5.14 a comparação é feita na região de flexão simples. 

 

 

Figura 5.13 - Extensões na manta de CFRP na região de flexão pura (FSBM2) 

 

Comparando os resultados numéricos com os experimentais na região de flexão pura, 

observa-se que a resposta numérica identificada por E3 é representativa das extensões 

experimentais registadas tanto no extensómetro E3 como no E5, considerando que a 

modelação foi realizada apenas para metade da laje e que os extensómetros E3 e E5 se 

encontram posicionados de forma simétrica. A resposta numérica do E3 demonstrou um 

bom alinhamento com o comportamento do E3 experimental, especialmente a partir da 

carga de aproximadamente 60 kN. Os valores experimentais no extensómetro E5 são 

inicialmente inferiores aos restantes, possivelmente por essa secção não estar fendilhada, 
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aumentando progressivamente a partir dos 90 kN. A resposta numérica do E3 posiciona-

se entre as respostas experimentais dos extensómetros E3 e E5. 

De forma análoga, também se registou uma boa concordância nas extensões obtidas 

experimentalmente nos extensómetros E4 e E7 em comparação com a resposta numérica 

E4, uma vez que se localizam na mesma coordenada longitudinal. Os resultados 

numéricos do E4 são mais próximos da resposta experimental do extensómetro E7, 

embora, a partir da carga aproximada de 60 kN, se tenham registado extensões superiores 

às experimentais, o que indica uma tendência de sobrestimação por parte do modelo 

numérico nesse ponto específico, apesar de conseguir captar adequadamente a evolução 

do comportamento. 

 

 

Figura 5.14 - Extensões na manta de CFRP na região de flexão simples (FSBM2) 

 

Na região de flexão simples, o modelo numérico demonstrou boa capacidade de 

representação do comportamento experimental, com respostas coerentes ao longo da 

aplicação da carga. As curvas experimentais dos extensómetros E1 e E6 foram bem 

aproximadas pelas simulações correspondentes. 

Adicionalmente, o resultado numérico E2 apresentou uma evolução compatível com 

a resposta esperada, indicando que o modelo conseguiu captar adequadamente os 
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mecanismos de transferência de esforços nesta zona da laje. De forma geral, observa-se 

uma correspondência satisfatória entre os resultados experimentais e numéricos nesta 

região. 

Por fim, na Tabela 5.5 apresentam-se os valores de alguns parâmetros que 

caraterizam o comportamento experimental das lajes FSBM e os valores obtidos 

numericamente. 

 

Tabela 5.5 - Resultados experimentais e numéricos (série FSBM) 

Parâmetro 
Experimental Numérico 

FSBM1 FSBM2 FSBM 

Carga de Plastificação das Armaduras (kN) 119.79 116.81 141.861 

Carga de Rotura (kN) 151.03 160.09 168.922 

Deslocamento Central (mm) 23.00 30.87 33.00 

Extensão Máxima de Compressão no Betão (‰) -0.50 -0.61 -1.043 

Extensão Máxima de Tração no Betão (‰) 6.20 6.95 7.394 

Extensão Máxima de Tração no Manta (‰) 12.23 7.00 8.21 

(1) Carga correspondente ao deslocamento central de 24.2 mm; (2) Carga correspondente ao deslocamento 
central de 33 mm; (3) Registado num elemento não fendilhado; (4) Registado num elemento fendilhado. 

 

Na Tabela 5.5 constata-se que a carga de plastificação das armaduras obtida 

numericamente é superior aos valores experimentais, tendo sido alcançada para um 

deslocamento de 24.2 mm, junto de um elemento correspondente ao betão fendilhado. A 

carga é atingida para um valor do deslocamento central inferior ao da carga de rotura, 

evidenciando a contribuição do reforço das mantas de CFRP para a capacidade de carga 

total da laje. Já para a carga de rotura, a diferença é mais significativa na laje FSBM1 do 

que na laje FSBM2, com o valor numérico sendo 11.84% superior ao experimental na 

FSBM1 e 5.51% superior na FSBM2. Esses resultados indicam que o modelo numérico 

tende a sobrestimar as cargas em comparação com os ensaios experimentais. A extensão 

obtida numericamente no laminado encontra-se no intervalo dos resultados 

experimentais. No entanto, para o betão as extensões obtidas numericamente apresentam 

valores diferentes dos obtidos experimentalmente, sendo mais significativa essa diferença 

na zona de compressão. 
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5.2.2 Lajes reforçadas com laminados de CFRP 

A Figura 5.15 apresenta o diagrama força-deslocamento a meio vão das lajes 

reforçadas com laminados de CFRP (FSBL). Para estas lajes existem duas respostas 

experimentais. A curva numérica mostra boa aproximação à resposta da série FSBL2, 

com valores ligeiramente superiores na fase inicial, antes da fendilhação. Em relação à 

FSBL1, a divergência é mais significativa, com o modelo numérico a sobrestimar a 

capacidade resistente observada experimentalmente. Ainda assim, o comportamento 

global é bem representado, sobretudo nas fases iniciais e intermediárias do carregamento. 

 

 

Figura 5.15 - Força-deslocamento a meio vão das lajes reforçadas com mantas FSBL 

 

Na Figura 5.16 apresenta-se o padrão de fendilhação da simulação numérica da laje 

FSBL para um deslocamento a meio vão de 20 mm, comparando-o com o padrão obtido 

experimentalmente na laje FSBL1. 

Na Figura 5.17 mostra-se o padrão de fendilhação da simulação numérica da laje 

FSBL para um deslocamento de 17 mm, confrontando-o com os resultados experimentais 

da laje FSBL2.  

Os deslocamentos foram selecionados com base nos ensaios experimentais, uma vez 

que, em ambos os casos, a carga máxima foi atingida nesses valores. É possível verificar 

a presença de fendas de flexão claramente abertas, assinaladas em cor-de-rosa, bem como 

outras em fase de abertura (vermelho), em reabertura (ciano), em fecho (verde) e fechadas 

(azul). 
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(a) 

 
(b) 

Figura 5.16 - Padrão de fendilhação: (a) FSBL1; (b) Numérico (meia laje) 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.17 - Padrão de fendilhação: (a) FSBL2; (b) Numérico (meia laje) 

 

Na Figura 5.18 apresenta-se a distribuição de tensões normais no betão, no plano da 

secção, obtidas na simulação numérica da laje FSBL, representada por uma escala de 

cores para os estados correspondentes aos deslocamentos de 20 mm e 17 mm. Esses 

valores foram escolhidos por corresponderem aos deslocamentos nos quais, 

experimentalmente, as lajes atingiram a carga máxima nas séries FSBL1 e FSBL2, 

respetivamente. 

É possível observar, na Figura 5.18 e na Figura 5.19, que os maiores valores de tensão 

de compressão no betão também se concentram na zona de aplicação da carga e numa 

camada superior muito superficial. As tensões normais observadas são ligeiramente 
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inferiores às obtidas para as lajes reforçadas com mantas de CFRP, como era esperado, 

uma vez que a carga máxima é inferior nestas lajes. Em nenhum ponto da laje esses 

valores ultrapassam a resistência à compressão do betão (46 N/mm²), nem mesmo na zona 

de aplicação da carga. Dessa forma, a suposição de comportamento linear do betão 

permanece válida para a modelação das lajes reforçadas com laminado. 

 

 

Figura 5.18 - Distribuição das tensões na laje FSBM obtida numericamente para deslocamento a 

meio vão de 20 mm (série FSBL1) 

 

 

Figura 5.19 - Distribuição das tensões na laje FSBM obtida numericamente para deslocamento a 

meio vão de 17 mm (série FSBL2) 

 

À semelhança do que foi realizado para as lajes reforçadas com mantas de CFRP, 

também se procurou comparar as extensões no laminado de CFRP obtidas numericamente 

com as registadas experimentalmente. Na Figura 5.20 apresentam-se as extensões que 

melhor se ajustaram na laje FSBL1 e na Figura 5.21 exibem-se os resultados numéricos 

que mais se distanciaram, evidenciando as limitações do modelo em determinadas regiões 



74 
 

ou condições específicas de carregamento. Os valores numéricos foram obtidos nos 

pontos de Gauss correspondentes às coordenadas dos extensómetros inseridos 

experimentalmente (ver Figura 3.14 e Figura 3.15). 

 

 

Figura 5.20 - Extensões no laminado de CFRP que melhor se ajustaram (FSBL1) 

 

A Figura 5.20 revela uma boa correlação entre os dados obtidos numericamente e os 

registados experimentalmente pelos extensómetros E1, E2, E5, E6 e E12. Nota-se nas 

distribuições das extensões numéricas a fase de fendilhação do betão e de transferência 

das tensões de tração do betão para os laminados de CFRP. Na zona de flexão pura (E4, 

E5 e E12) isso ocorreu para uma carga entre os 40 kN e os 60 kN, enquanto na zona de 

flexão simples (E2 e E6) as fendas surgiram para uma carga próxima dos 80 kN. Na 

extremidade do laminado (E1) não parece ter ocorrido fendilhação, porque as extensões 

são muito reduzidas e apresentam uma evolução contínua sem descontinuidades. A partir 

da carga de 60 kN, os valores numéricos nos E4, E5 e E12 passam a apresentar respostas 

bastante próximas das experimentais, o mesmo sucedendo para os valores numéricos nos 

E2 e E6, mas para uma carga superior a 80 kN. Como referido anteriormente essa fase de 

acréscimo súbito de extensão não é visível nas curvas experimentais porque as lajes já 
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estavam com a fendilhação estabilizada (fases 1 e 2 de ensaio ilustradas na Figura 3.1) 

quando se iniciou o ensaio à rotura.  

 

Figura 5.21 - Extensões no laminado de CFRP que mais divergiram (FSBL1) 

 

Em contrapartida, a Figura 5.21 mostra discrepâncias significativas entre as extensões 

numéricas e as registadas nos extensómetros E3, E10 e E11. Essas diferenças indicam 

que o modelo não conseguiu prever nesse ponto uma abertura de fenda de acordo com a 

observada experimentalmente. É possível observar, ainda, que esses três extensómetros 

— E3, E10 e E11 — apresentaram, experimentalmente, valores de extensão superiores 

aos demais extensómetros representados na Figura 5.20, tendência essa já poderia ser 

observada anteriormente na Figura 3.14. 

A Figura 5.22 apresenta a comparação entre as extensões no laminado de CFRP 

obtidas numericamente com a série FSBL2, especificamente na região de flexão simples. 

Considerando que a laje em estudo é simétrica e que, na modelação numérica, foi 

analisada apenas metade da sua geometria, os extensómetros E2 e E6 compartilham a 

mesma referência numérica. 

É possível observar que o modelo numérico apresentou boa capacidade de previsão 

do comportamento experimental, especialmente para o extensómetro E1, cuja curva se 

aproxima significativamente ao longo do carregamento. Apesar da simetria da laje, nota-

se uma divergência entre as respostas experimentais dos extensómetros E2 e E6. Nesse 

cenário, destaca-se que a resposta numérica se mostrou mais condizente com os valores 
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experimentais obtidos pelo E2 a partir dos 80 kN, reforçando a coerência do modelo na 

captação do comportamento do laminado na zona de flexão simples, ao menos do lado da 

laje considerado na análise. 

 

Figura 5.22 - Extensões no laminado de CFRP na região de flexão simples (FSBL2) 

 

Por fim, procedeu-se à comparação entre os resultados numéricos e experimentais da 

série FSBL2 na região de flexão pura, conforme apresentado na Figura 5.23. 

 

 

Figura 5.23 - Extensões no laminado de CFRP na região de flexão pura (FSBL2). 
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A análise concentrou-se nos extensómetros E3, E4 e E7, sendo que os dois últimos 

estão posicionados na mesma coordenada longitudinal da laje. No entanto, é importante 

destacar que, no ensaio experimental, o extensómetro E7 foi colocado num elemento 

distinto do laminado, o que pode justificar algumas variações em relação ao E4. 

Observa-se que o modelo numérico foi capaz de representar com elevada precisão a 

resposta do E3, especialmente a partir de cargas superiores a 60  kN, evidenciando uma 

boa correlação com os dados experimentais. No caso do E4, a resposta numérica situou-

se entre os valores registados experimentalmente pelos extensómetros E4 e E7, indicando 

uma aproximação razoável, embora com alguma dispersão. 

Por fim, na Tabela 5.6 apresentam-se os valores de alguns parâmetros que 

caraterizam o comportamento experimental das lajes FSBL e os valores obtidos 

numericamente. 

 

Tabela 5.6 - Resultados experimentais e numéricos (série FSBL) 

Parâmetro 
Experimental Numérico 

FSBL1 FSBL2 FSBL 

Carga de Plastificação das Armaduras (kN) 80.38 100.14 92.441 

Carga de Rotura (kN) 105.35 119.28 117.042 

Deslocamento Central (mm) 20.17 17.06 17.00 

Extensão Máxima de Compressão no Betão (‰) -0.29 -0.34 -0.573 

Extensão Máxima de Tração no Betão (‰) 3.00 3.80 6.374 

Extensão Máxima de Tração no Laminado (‰) 8.87 6.52 4.25 

(1) Carga correspondente ao deslocamento central de 10.5 mm; (2) Carga correspondente ao deslocamento 
central de 17 mm; (3) Registado num elemento não fendilhado; (4) Registado num elemento fendilhado. 

 

Na Tabela 5.6 constata-se que a carga de plastificação das armaduras obtida 

numericamente, junto de um elemento de betão fendilhado, encontra-se no intervalo das 

cargas obtidas experimentalmente. A carga é atingida para um valor do deslocamento 

central inferior ao da carga de rotura, evidenciando a contribuição do reforço dos 

laminados de CFRP para a capacidade de carga total da laje. A carga de rotura também 

se encontra nos intervalos das cargas de rotura obtidas experimentalmente, sendo a 

diferença mais significativa na laje FSBL1 (11,10% superior) do que na laje FSBL2 

(0.02% inferior). A extensão obtida numericamente no laminado é significativamente 
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inferior aos resultados experimentais. Para o betão as extensões numéricas apresentam 

valores diferentes dos experimentais, sendo mais significativo o desvio na zona de tração. 
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6. CONCLUSÕES GERAIS E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 

Neste trabalho, foi realizada uma análise numérica de lajes de betão armado 

reforçadas com CFRP, considerando três tipologias: lajes de betão armado (FSRC), lajes 

reforçadas com manta (FSBM) e lajes reforçadas com laminado (FSBL). A comparação 

com os resultados experimentais de Costeira Silva (2008) evidenciou a importância da 

calibração das leis constitutivas para aproximar a resposta numérica da observada em 

ensaios. 

A análise de sensibilidade da malha permitiu avaliar diferentes refinamentos, tendo 

sido escolhido o refinamento intermédio para garantir um equilíbrio entre precisão e 

eficiência computacional. Além disso, a comparação entre diferentes leis constitutivas do 

betão, com base no CEB-FIP Model Code 1990 (1993) e no fib Model Code 2010 (2013), 

demonstrou que a energia de fratura desempenha um papel essencial na modelação do 

comportamento do betão à tração, influenciando diretamente a formação e propagação 

das fendilhações. 

A análise das energias de fratura revelou que a curva que melhor representou a 

resposta numérica foi aquela associada a uma menor energia de fratura, caracterizada por 

uma queda mais abrupta no primeiro ramo da lei bilinear. Além disso, verificou-se que a 

carga correspondente a fctm poderia estar ligeiramente sobrestimada devido à idade do 

betão nos ensaios experimentais, sugerindo a necessidade de ajustes nesse valor e nas 

demais leis constitutivas para melhorar a correspondência entre os modelos numérico e 

experimental. Na série FSRC, a carga numérica máxima foi aproximadamente 13% 

superior à obtida experimentalmente, apontando para a necessidade de um refinamento 

adicional na calibração do modelo. 

A influência do snúmero de nós por elemento também foi analisada, concluindo-se 

que a utilização de 4 nós, em vez de 8, resultou numa resposta mais rígida. 

Na modelação das lajes reforçadas com CFRP, verificou-se que a consideração do 

efeito tension stiffening junto às armaduras e do comportamento tension softening nas 

regiões mais afastadas permitiu representar adequadamente o efeito do confinamento 

induzido pelo reforço. Tanto para as lajes reforçadas com manta quanto para as reforçadas 

com laminado, as curvas numéricas captaram de forma adequada o comportamento 

observado experimentalmente. Considerando que foram realizados dois ensaios para cada 
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tipo de laje, as curvas numéricas posicionaram-se entre os resultados experimentais, 

refletindo com precisão as variações observadas. 

Os resultados evidenciaram que o programa Femix foi eficaz na identificação dos 

pontos de fendilhação, demonstrando a capacidade do modelo em representar a resposta 

do betão sob carregamento monotónico até à rotura. Além disso, verificou-se que a 

modelação adequada das interfaces entre CFRP e betão é essencial para garantir a 

precisão da simulação, uma vez que a calibração desses parâmetros influencia 

diretamente a fiabilidade da previsão do comportamento estrutural. 

A lei constitutiva proposta por Lu et al. (Modelo Simplificado) utilizada para modelar 

o comportamento da interface betão-compósito CFRP mostrou-se eficaz para reproduzir 

o comportamento até à rotura, apesar de não reproduzir os fenómenos de descolamento 

das mantas e dos laminados que caracterizaram a rotura das lajes reforçadas. 

Ainda no âmbito da modelação das lajes reforçadas com CFRP, foram analisadas as 

extensões no reforço, comparando os resultados numéricos com os dados experimentais 

para as quatro séries ensaiadas (FSBM1, FSBM2, FSBL1 e FSBL2). Apesar de algumas 

divergências pontuais, é possível concluir que a modelação numérica foi capaz de 

representar adequadamente o comportamento observado experimentalmente, 

evidenciando boa correspondência nas extensões ao longo das diferentes fases de 

carregamento. 

6.1. Desenvolvimentos Futuros 

Uma limitação deste estudo foi a adoção do estado plano de tensões, o que simplifica 

a modelação em comparação com uma abordagem tridimensional. Assim, para trabalhos 

futuros, recomenda-se a utilização de um modelo 3D, possibilitando uma análise mais 

detalhada das deformações e falhas nas estruturas reforçadas. 

Relativamente às leis constituivas dos materiais, sugere-se a utilização de uma lei não 

linear para modelar o comportamento do betão à compressão, em substituição do 

comportamento elástico adotado neste estudo. Também se poderá avaliar o 

comportamento da interface betão-compósito comparando difrerentes leis de aderência-

escorregamento (bond-slip), algumas referênciadas neste estudo e apresentadas no 

trabalho de Augusthus-Nelson et al. (2024). 
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Por fim, como desenvolvimento futuro também se poderá estudar, no caso das lajes 

reforçadas com laminados ou com mantas, o efeito tension stiffening no betão tracionado, 

avaliando diferentes propostas para simular a retenção de tensões de tração entre o betão, 

as armaduras de aço e os compósitos de CFRP. 
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