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SUMARIO

Os functores sdlidos foram introduzidos, sob diferentes designagdes, por
Trnkova [26], Wischenewsky [27] , Hoffmann [15] e Tholen [25]. Eles vieram dar
resposta a varias questtes tais como a da definigdo de um functor que, mantendo muitas
das propriedades comuns aos functores de esquecimento em A]gebra e em Topologia,
tivesse ainda um comportamento suficientemente interessante. Eles dao também uma
caracterizag@o interna dos functores que se obtém por restricio de functores
topologicos a subcategorias reflectivas do seu dominio.

Os functores soélidos surgem em varias situagées. Com efeito, sdo functores
solidos os functores topoldgicos e os (€, M)-topoldgicos. Também o sio os functores
regulares, em particular os monéadicos sobre Set, bem como todos os monadicos sobre
uma (&€, M )-categoria que preservam os morfismos de €, quando € contém os
epimorfismos cindidos. Mais geralmente, sdo sdlidos os topologicamente algébricos,
familia que inclue todos os anteriormente referidos.

Uma das propriedades que caracterizam um functor sélido U é a existéncia de
um certo tipo de faclorizagéo de U-fontes. A ideia de utilizar factorizagées de U-fontes
para definir certos functores é devida a Herrlich ([9], [10]), tendo essa técnica sido
posteriormente desenvolvida e aplicada a ouiras situagoes.

Sendo uma generalizagdo dos functores topologicamente algébricos, os functores

solidos tém ainda muitas das suas propriedades mais relevantes entre as quais

salientamos o facto de serem fiéis, terem adjunto 4 esquerda e detectarem limites e
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colimites. Alem disso, ao contrario do que sucede com os functores topologicamente
algébricos, os funciores solidos séo fechados para a composigdo. Uma faceta que se
revela fértil no estudo destes functores é a possibilidade de exprimir o conceito de
functor solido em termos de certo tipo de inicialidade ou de finalidade.

Os functores solidos, quando definidos sobre uma categoria com determinadas
propriedades, sdo um instrumento (til na recolha de informagdes sobre a categoria
dominio. E disso exemplo a totalidade, conceito que foi introduzido por Street e Walters
em [23] e que serd abordado no capitulo 2 .

Os functores monadicos criam limites e a cocompletude da categoria codominio
garante a da categoria dominio nalgumas situagSes. No entanto uma categoria de algebras
de Eilenberg-Moore pode ndo ser cocompleta ainda que a categoria base o seja (D).
Atendendo a que os functores sélidos detectam colimites, uma forma de abordar a questao
da cocompletude de uma categoria monadica sobre uma categoria cocompleta é a de saber
quando € que um functor monadico ¢ sdlido. Este é o tema principal do ultimo capituio.

No capitulo 1 dames a definigao de functor sdlido, estudamos algumas das suas
propriedades e estabelecemos relages com outros tipos importantes de functores. Ele é
baseado fundamentalmente em [25]. No entanto, além dos artigos ai referenciados,
utilizamos também [5], [6], [9], [10] e [13]. A proposicdo 3.6 ¢ uma generalizacao
de 7.3 em [25]. A demonstragdo de 3.8(2) pode ser obtida de forma analoga a de 2.5.
Aqui optamos por fazer uma demonstragao diferente que faz surgir 3.8 como corolario
de 3.6.

No capitulo 2 pretendemos essencialmente estudar as ligagbes entre os conceitos
de totalidade e de functor sélido. Comegamos por apresentar trés definicdes equivalentes
de categoria total, provando seguidamente que toda a categoria total & completa e
cocompleta. Na secg&o 2 estudamos algumas propriedades que envolvem as nogdes de

totalidade, €-cocompletude, €-gerador e functor sélido. Por exemplo, observamos

como, usando propriedades dos functores solidos, & possivel concluir sobre a totalidade
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de algumas categorias e, também, como, a presenca da totalidade nos permite decidir se
um dado functor & ou n&o solido. As proposi¢des 1.2 e 1.3 sdo adaptadas da seccdo 5 de
[16] e da secgdo 2 de [6]. A proposicdo 2.1 & provada em [24] mas a nossa
demonstracao é diferente da ai apresentada. As proposigbes 2.2 ¢ 2.4 sdo de [6] e 0
teorema 2.6 e a proposigdo 2.8 s&o de [3]. A proposigdo 2.7 é uma generalizagao de
[38] 111.2 em cuja demonstragdo utilizamos 1.4 de [4].

O objectivo do capitulo 3 é o estudo das relagGes entre os functores solidos & os
monadicos dando especial énfase & questao de saber quando é que um functor monadico é
solido. Em 1.1 e 1.3 baseamo-nos em [19] e [11] e 1.4 é uma generalizacdo imediata
de [1] IT.3 . A proposicdo 1.5 ¢ inspirada na demonstragdo de 9.2 em [25] e 1.6
aparece como uma generalizag&o natural da propriedade andloga para ménadas sobre
categorias regulares que preservam epimorfismos regulares ([22]). A proposicdo 1.8
foi-nos sugerida por 9.2 e 9.3 de [25]. A analise da demonstragdo de 1.2 conduziu-nos
ao enunciado de 3.1 e de 3.2, sendo 3.2 uma das respostas a questdo proposta neste

capitulo. Os resultados 3.5 e 3.6 obtidos por Adamek ([1]) sdo aqui demonsirados como

corolarios de 3.2. Finalmente 3.8 e 3.9 sdo baseados essencialmente em [2].




CAPiTULO O

Ao longo deste trabalho, denotamos as categorias por 4, /3, ..., X, ..., 0s objectos
por letras latinas maiusculas e os morfismos por letras latinas mintsculas. As letras
€ e Q designam classes de morfismos e as letras M e N classes de fontes. As letras
I, J e K denotam classes quaisquer a menos que explicitemos que s&o conjuntos. A letra
I também pode designar a categoria dominio dum functor quando queremos considerar o
limite ou o colimite desse functor. Neste caso designaremos o0s objectos de I por letras
latinas minusculas.

Quando consideramos uma categoria A, supomos sempre que, para A, B € 4,
4 (A,B} é um conjunto. No entanto, no capitulo 2, a categoria [Aop, Set ], para uma
dada categoria 4, constituira uma excepgao.

Os conceitos que usamos sem previamente os definir encontram-se em [12] e
[17].

Para uma categoria 4, utilizamos as designacées Iso(4), Epi(4), EpiExtr(4),
EpiReg(4), EpiCind(4), Mono(#4), para denotar a classe dos, respectivamente,
isomorfismos, epimorfismos, epimorfismos exiremais, epimorfismos regulares,

epimorfismos cindidos e monomorfismos. Por Fonte(4) e MonoF{4) denotamos a classe

das fontes de 4 e a das monofontes.




CAPITULO 1

FUNCTORES SOLIDOS

Ao longo deste capitulo consideraremos o functor U: 4 — X.

Um par (x, A) com A4 e x € X(X, UA) chama-se um U-morfismo.
Denotaremos por Mor(U) a classe dos U-morfismos e por Iso{U) a subclasse dos
U-morfismos que s&o isomorfismos em  X.

Um U-epimorfismo é um U-morfismo (x, A) satisfazendo a seguinte
condicdo: se Uf.x=Ug.x,para f,g € A(A,B), entdo f=g. A respectiva subclasse
sera denctada por Epi(U).

Uma U-fonte € uma fonte de U-morfismos.

Por dualidade obtemos as nogdes de U-comorfismo e de U-cofonte.

1. Functores sdélidos

O levantamento de propriedades de uma categoria ao longo de functores constitui
uma caracteristica importante dos functores subjacentes em A!gebra e em Topologia. Os
functores sélidos tém ainda essa caracteristica relativamente a alguns aspecios nos quais
estes dois tipos de functores t8m um comportamento comum. Na definicdo de functor

solido usaremos a seguinte nogao:

1.1.Definigdo. Um levantamento U-semifinal de uma U-cofonte




(x;:UA;—= X); consiste num U-morfismo (g, A ) e numa cofonie ((f; ) A) em A,

verificando as seguintes condicdes:
(L) Paratodooie I, g.x;=Uf;.
(SF) Se ((p,B).{(g iy B )} & um par que, para todo o i € [, verifica a
igualdade p.x;= Ug | entdo existe um unico morfismo em 4, d : A = B, tal que

p=Ud.q e g;=d.f,, iel.

Por vezes chamaremos levantamento U-semifinal de (x;); ao U-morfismo

(g, A).
Um U-moriismo (g, A ) diz-se um U-quociente se existirem uma U-cofonte

(Xij); e uma A -cofonte ((fi ) A) que verifiguem as condigdes (L) e (SF). Por

Quot{lJ) designaremos a classe dos U-quocientes.

1.2.Definicdo. Um functor U diz-se sélido se ioda a U-cofonte admite um

levantamento U-semifinal.
Da definicdo decorrem as propriedades seguintes:
1.3.Proposigdo. Todo o functor sélido é adjunto direito.

Demonstragdo: E consequéncia de 1.1. Com efeito, dado X € X, o U-morfismo

que aparece no levantamento U-semifinal da U-cofonte vazia de codominio X & um

morfismo universal de X para U. |




1.4.Proposicdo. A composigdo de functores sdlidos é um functor sdlido.

Demonstragéo: E imediata. m|

1.5.Proposicao.Todo o functor sélido é fiel.

Demonstragdo: Seja U um functor sélidoc e f, g: A = B morfismos de 4 tais

que Uf = Ug . Consideremos, para I = Mor(4), a U-cofonte (x;1UA; = UB)I com
x;=Uf =Ug,para i€ . Seja {{qg.C), (h i 6 )l) 0 seu levantamento U-semifinal. A
classe J={ d:C—=B| d .hie{f,g},iel } &nao vazia; basta atender a que
1yg - x;=Ul,, para /;=f ,ie I, e, nestas condigbes, existe um morfismo d : C = B

talque Ud.q =15 &€ d.hi=li=f,ie I, usando 1.1(SF).

3

Seja 0:1 ~J uma fungdo definida por
c<1>={1 se 1=d
i, se i&J

sendo i, um elemento previamente fixado em J. Consideremos agora a 4-cofonte

((/i)I .8 ) definida por

]

g

/.={f se o (i). &
"

Volyg ose o (i). 2

Como o tridngulo inferior do diagrama (*) & comutativo, existe um morfismo

d:C—=B talque d.h;=1, ie ]l Como d €dJ, vem, em particular, que




d./}d-;{f se d.4,=¢
g 3e d-/}J=f

0 que s0 pode acontecerse f =g. O

E facil provar que Quot(U) ¢é fechada para a composiG8o a esquerda com
A -isomorfismos, isto ¢, se (g, A)e Quot(U) e f:A — B e Iso(4), entdo

(Uf. g, B) e Quot(U).

1.6.Corolario. Se U é sdlido entao Iso(U)C Quot(U)C Epi(U).

Demonstragao: Se p: X — UA é um isomorfisma, ((p, A ), NpgsAllgo

levantamento U-semifinal do U-comorfismo p-1: UA — X, sendo a unicidade do

A -morfismo referido em 1.1(SF) consequéncia da fidelidade de U.

Para mostrar que a segunda inclusdo também se verifica, consideremos o

seguinte diagrama

UA

N 1
U4, > 4 Ugi U2
1 1
N
U(g.7)=UCA.7;) vs

onde (g, A) é o levantamento U-semifinal da U-cofonte (Xi)l e g h:A =B sao
morfismos de 4 tais que Ug.qg = Uh.qg. Temos entdo a igualdade Ug. Uf,=Uh. Uf,
para todo o i € I, que, atendendo a fidelidade de U, implica que g. fi=h.f,ie L.
Tendo em consideragdo que o par ({(Ug . g, B),{(g. fi)l , B')) esta nas condicbes de

1.1(SF) existe um e um s0 d:A —=B talque d.f,=g.f,iel, e Ud.g=Ug.q.

Como g e h satisfazem ambos estas igualdades, concluimos que g = h. [




1.7.Definigdo. Uma factorizagdo U-semi-inicial de uma U-fonte

(xj: X = UA;); éuma factorizagio da forma x,=Uf,.qg, ie I, tal que:
(Sl) Se o U-comorfismo (B,y)ea A-fonte (B, g i) verificam a igualdade
xj.y=Ug; paratodoo i< I, entdo existe um Unico morfismoem A4,d :B — A, tal

que g.y=Ud e f,.d=g; paratodooie L.

1.8.Teorema. Para uma classe de morfismos Q C Epi(U), as seguintes
assercdes séa equivalentes:

(i) Toda a U-cofonte tem um levantamento U-semifinal cujo morfismo

U-quociente pertence a Q.

(i} Toda a U-fonte (x;:X — UAE)I tem wuma factorizagao

U-semi-inicial, x;=Uf;.q, ie I, com q = Q.

Demonstracdo: Seja (x;: X = UA, )I uma U-fonte. Designemos por
((C .+ ¥ k)i @ familia dos U-comorfismos (C,, y ) com a seguinte propriedade:
existe uma #-fonte (C K (A ki)I) talque x,;.y,=Uh K Paratodoo i€ 1. Seja
((g, A}, ((d kg A )), com (g, A)e @, o levantamento U-semifinal da U-cofonte
(Y UC = X ). Entéo, para cada i € I, temos x;.y, = Uh ki paratodooke K;e

1.1(SF) garante a existéncia de um morfismo fitA - A, talque x,=Uf;.q e

fi.dy="h; paratodook e K.




Ud, U
/ ;
I
1 1
Us, k 5 » ' L U7
I
:
U4

Temos que x;= Uf;.q,i= I, é uma factorizacdo da U-fonte (x,: X — UA, )y com
g € Q. Resta provar que esta factorizagdo é U-semi-inicial. Seja (B, z) um
U-comorfismo e (B ,(g i)I) uma fonte em 4 tais que x,.z=Ug,ie I; entdo
(B,z)=(Cy. Yy € g;=~n K para aigum ke K. E, para d =d k, verifica-se
1.7(S1); a unicidade de d ¢é consequéncia da fidelidade de U.

Para provar a implicagao (ii)= (i) procede-se de forma analoga ao feilo na

demonstragcdo da reciproca: Dada uma U-cofonte (xi)1 consideramos a familia
((y kC k))k dos U-morfismos para os quais existe uma cofonte ({(h ki)I , Cy ), em
A, tal que y,.x;=Uh ki’i g 1. Se Y=Udy.q, ks K, com ge @, é a factorizagao
U-semi-inicial de (yy ), . definimos f;:A;—=A por g.x;=Uf; e dy.f,=h ki

paratodoo ke K.

uz; ,,,a—"’a'UA
il s
Ua41- > X k
K
~
Uz ; Uuc,

Entiao ((g,A), ((Fy. A )) é um levantamento U-semifinal de (x;); - A unicidade na

condiggo 1.1(SF) vem como consequéncia de g pertencer a Epi(U). O




1.9.Corolario. U ¢& solido se e sé se toda a U-fonie (XE)I admite uma

factorizagdo U-semi-inicial, x,=Uf;.qg,ie I, com g e Epi(U). O

1.10.Proposigao. Se U é solido entdo:
(i) U detecta limites, isto €, se D: I— A & um functor tal que U.D tem limite em

X, entao também D tem limite em A.

(ii) U detecta colimites, isto &, verifica-se a propriedade dual de (i).

Demonstracgao:

(i) Se (L, Iyl U(Di))I é o limite de U.D e /;= Uf,.q,iel ¢éa
factorizagdo U-semi-inicial, com g e Epi(U), da U-fonte (L, (/;); ), entdo
(A, f;: A= Di) e limite de D.

(i} Se para um functor D: 1—#4, (ii UMDy =L, L )I e o colimite de U.D e
((g,A) (f;,A)) & o levantamento U-semifinal da U-cofonte ({/, b L ) entao

(f,:Di—=A,A) éo colimite de D. O

1.11.Corolario. Se U é sélido e X é completa (cocompleta), entdo 4 é

completa ( coccompleta, respectivamente). |

2. @-Functores localmente ortogonais

Relativamente ao functor U : 4 — X, consideremos as classes @ C Mor(U} e
M C Fonte(#4), tais que Q é fechada para a composicao com 4 -isomorfismos 2

esquerda e M & fechada para a composicdo com A-isomorfismos a direita.

2.1.Definigdo. Uma (Q, M )-factorizagdo localmente ortogonal de uma

U-fonte (x;:X = UA;); consiste num U-morfismo (g, A ) e numa A -fonte




(f;:A —Ay); taisque x;=Uf;.q paratodoo isl e
(LO)Se p : Y »UB ¢ um morfismo de @, (gi:B—wﬁli)I éuma A-fonte e
y :¥Y - X éum morfismo de X tais que Ugi.p =x;.y iel, existe um e um sé

morfismo em 4, d:B = A, talque Ud.p=q.y e fj.d=g,isL

V74
s > UE
7
Y L’
N /’
& ue .,” Ug.
o i
rs
7 Pad
W lr:/ v
U4 > U#J]-
ur.

2.2.Lema. Se toda a U-fonte admite uma (Q, M )-factorizacdo localmente

ortogonal entdo Q < Epi(U).

Demonstragdo: Dados g : X =UA em Q e g, h :A - B em A tais que
Ug.q =Uh.qg , consideremos a U-fonte (x;:X - UA, )I com I= Mor(4) e

x,=Ug.q =Uh.q,paratodooie L
Seja x;=Uf,.p uma (Q, M )-tactorizacdo localmente ortogonal de (xi)I, com
p:X-=UC.

Aclasse J={d:A =C | fi.def{ghlie I} & nao vazia, e podemos definir

uma aplicagao sobrejectiva, o :1 —d, tal que o (i)=i, para cada ie J.

Definimos (/;: A = A); por

/iz{g se 7;.0(i)=+4
k ose Zioli)=g

Temos entdo U/;.q =Uf,.p, ie L
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/s

//
P Qﬂf U/
rd

UE ——3 g,
ur.

1

Atendendo a 2.1(LO), existe um 4-morfismo d : A —» C tal que fi.d=1I;,iel. Em

particular, para d € J,

7 =
fd.d=/d={9 B dg.¥ =i
h se 7,.@d =g

e, portanto, g = h. O

2.3.0bservagdo. Se existe uma (Q, M )-factorizacado localmente ortogonal

para toda a U-fonte quando U é o functor identidade 1,4 , entdo Iso(A) C Q. Na verdade,
seja f=g.e a(Q,M)factorizagdo localmente ortogonal do isomorfismo f:A — B
em 4.Como g.(e.f 1= 1B e, atendendo a 2.2, (e . f "1). g=1,,entao g e um
isomorfismo. Temos portanto que f € Q, visto que e & Q.

No caso geral, a existéncia de (Q, M)-factorizagdes localmente ortogonais néo
implica que Iso(U)C Q. No entanto, basta que Q@ contenha todos os U-morfismos

identidades para que Iso(U) € Q. Com efeito, se p : X - UA & um U-isomorfismo

cuja (@, M)-factorizacdo localmente ortogonal & p=Uf.qg e 1UA e Q, vem, como

consequéncia da igualdade U('IA ).1UA =p.p-! e de 21(LO), que f & um

isomorfismo.

2.4.Defini¢do. Se Iso(U)CQ e toda a U-fonte tem uma (@, M)-factorizacao

localmente oriogonal dizemos que U é um (Q, M)-functor localmente ortogonal.

Se U=1’4 dizemos que 4 é uma (Q, M)-categoria localmente ortoganal.

Claro que se U & um (Q, M)-functor localmente ortogonai para uma certa classe

M também o é para M = Fonte(4). Por essa razdo, muitas vezes substituiremos
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(Q, M) por @ deixando subentendido que A = Fonte(A4).

2.5.Teorema. Consideremos um functor U: 4 — X.
(1) Se U é um (Q, M)-functor localmente ortogonal e £ & a classe

g - { e:A =B e Mor(#) | (Ue, B)e @, entac:

(a) Existem um functor F e transformacbes naturais T e € tais que
(N, €):F— U é uma adjung@o e as co-unidades € 4 FUA — A pertencem a €, para
todoo Ae A4,

(b} A4 & uma (€, M)-categoria localmente ortogonal.
(2) Se € & uma subclasse de Mor(4) que verifica as condigdes (a) e (b), entdo U é
um (@, M)-functor localmente ortogonal com

Q=€ ={ (Uen, .A)e Mor(U) | (e :FX 2 A) €€ } , ou seja,

Q@={(q.A)eMor(U) | , .Fg e€ J.

Demonstracao:

Em primeiro lugar salientamos que, se U é um (Q, M )-functor localmente
ortogonal, como consequéncia de 2.1(LO), temos o seguinte: Se uma U-fonte é a imagem
por U de uma A4 -fonte, entdo o morfismo de Q@ que faz parte da sua (Q, M)-factorizacao

localmente ortogonal € a imagem por U de um morfismo de 4.

(1)(a): Dado um X-objecto X, seja (x;: X =2 UA; )I a U-fonte constituida por

g Uf.
todos os U-morfismos de dominio X.Se (x;: X 2 UA;)=X > UA L UA,

éa (Q,M)-faciorizagao localmente ortogonal de (xi)I, entdo, atendendo a que
Q@ C Epi(U), g : X = UA & um morfismo universal de X para U.

Dado A € 4, vejamos que (UE ,, A )e Q. Com efeito, a (Q, M)-factorizagéo
localmente oriogonal de UE:A é da forma UE:A = Uf. Ue com Ue = Q. A igualdade

U(1A ).1UA = USA Mys €0 facto de Tya € Q implicam a existéncia de um morfismo

d em 4 talque Ud.1,=Ue.n,, e fod=1,.
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UA
Ud > U4
rd
Ny 4 a
¥ // .
UFU4  Ud.” U1
//l
Ue ’
N k_/ N
ug > U4
Uur

Usando estas duas igualdades, concluimos que f & um isomorfismo e que, portanto,
Ue 4¢ Q.

(b) A classe € é fechada para a composicao com isomorfismos e contém todos os
isomorfismos por o mesmo acontecer com Q. Seja (TyiA =¥ )I uma fonte em 4: a

(@, M)-factorizagdo localmente ortogonal da U-fonte (Ufy:UA — UA;)I é da forma
Uf,=Um,.Ue comiel e Ue € Q. Notemos que U ¢é fiel pois, se g,h :A =B
sdo dois A-morfismos tais que Ug = Uh, temos que Ug .1,=Uh.1,,,e g = h, visto
1ya € Q C Epi(U). E agora facil provar que fi=m,;.e éuma (€, M)-factorizacao

localmente ortogonal de (f; ) -

(2) Iso(U) € Q@ :8e p: X - UA ¢é um U-isomorfismo, a composicdo do

isomorfismo Fp com € , €& um morfismo de &, pois € 4 €. Entao

p=U(E,.Fp).n, pertence a Q.

Dada uma U-fonte (x;:X —= UA i)I' x;= U (EA_. in).nx para todo o
I
A Fx,=f,.e a (€, M)-factorizacdo localmente ortogonal da A4-fonte
i

ie ]l Seja €
(€ 4 -Fxy); . Entdo x;= Uf;. (Ue.N ) éuma (Q, M)-factorizagdo localmente
|

ortogonal de (x i)I 5 (|

2.7.Proposicdo. Para @ C Mor(U) as seguintes asser¢fes sao equivalentes:
(i) (a) U é um Q-functor localmente oriogonal.

(b) 4 tem coigualizadores.

(c) Q é fechada para a composi¢do com epimorfismos extremais de 4 & esquerda.
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(i) U é um (Q, MonoF(#4))-functor localmente ortogonal.

Demonstracao:

()= (ii): Sejam (x,:X = UA i)I uma U-fonte e x;=Uf;.q a sua

Q -factorizagéo localmente ortogonal. Vamos provar que (f;

) € MonoF(4). Sejam
g, h:B—->A morfismos em A taisque f;.g =f,.h paratodooiel e e:A—>E
o0 seu coigualizador. Para cada i € I, existe um e um s6 #4-morfismo dyiE —+A; 14l
e =f

que d;.

i i - Atendendo a 2.1{LO}, como Ue.qg & Q, as igualdades

Uf;.g=Ud,.(Ue.qg), ie I implicam a exisiéncia de um A -morfismo d tal que

UdUe.g=g.
Jt % —E &
7 7 .- \Lw}
& |
U4 > Ud,
ur,

Temos entdo que d. e = 14 , visto g ser um U-epimorfismo. Assim e & um

isomoriismoe g =h.

(i)= (i): (b) Sejam g, h :A—= B A-morfismos. Consideremos a 4-fonte
{e;:B—=C, )1 constituida por todos os morfismos e, taisque e,.g =e,;.h.Se
e;=m;.e,iel éasua (i”Q. MonoF (4 ))-factorizacao localmente ortogonal (2.5),
entdo o morfismo e & o coigualizador do par (g, h).

(c) Seja e : A— B um epimorfismo extremal de 4, (g : X = UA )e Q,- e
Ue.g=Um.p a(Q, MonoF(4))-factorizagdo localmente ortogonal do U-morfismo
Ue.qg. Por 2.1(LO) existe um #4-morfismo d talque m.d = e;como m & um
monomorfismo e e € um epimorfismo extremal, m €& um isomorfismo e, portanto,

Um.p e Q,ouseja, Ue.qg = Q. O

Seja € uma classe de morfismos de 4 fechada para a composigdo com
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isomorfismos.
2.8. Definigdo. A categoria # diz-se €-cocompleta se:
(a) Dados morfismos e:A—>B,de €, e d:A—=C,de#, existe em 4, e

pertence a €, asomaamalgamadade e aolongode d.

(b) Toda a familia (e;: A= A; )I de morfismos de € tem cointerseccdo em 4

e ela é um morfismo de €.

2.9. Lema. Se, para € C Mor(#4), 4 tem € -cointerseccdes arbitrarias entéo

€ C Epi(4). Em particular se A4 é €-cocompleta, € C Epi(#4).

Demonstragdo: A demonsiragdo € analoga as feitas em 1.5 e 2.2.

Dado (e:A— B)e £ e dois morfismos g, h:B - C taisque g.e=h.e,

consideramos a familia (e;: A= B;); , com I=Mor(4) e e =e,ie I. Supondo que a

cointerseccao desta familia & dada pelo diagrama

€4
A— 7

NI

consideremos J={c:D =C |c. d,ef{gh} ie 1}: definimos o:1 = J como em

2.2. Usando a definicdo de cointersecgdo & agora facil concluir que g = h. O

2.10. Proposicdo. Se lIso(4) C €, entdo 4 é €-cocompleta se e s6 se 4 &

uma & -categoria localmente ortogonal.

Demonstracdo: Seja 4 uma categoria € -cocompleta. Dada uma fonte

{7y £ A=A, )I consideramos a familia (e 1o ki)I )k constituida por todos os pares
(e,(h;);) com eye € e (h B> A;) umafontetaisque fi=h.eyiel

Esta familia é ndo vazia, visto que lIso(#) C €. Seja (e, (¢ k)k , B ) a cointersecgdo

dos morfismos e, :A — B, parake K. Entao e € €. Paracadai € I, atendendo a que
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hyi-€x=fu ke K, existe um e um sé morfismo mi:B8->A;talque m;.cy=h,,

K i

para tado o ke K e m,.e =f;. Vamos provar que f;=m;.e,i€ I, & uma

i .
€ -factorizagao localmente ortogonal. Sejam g : C — A e d :C — D morfismos com
deé& e (n;:D —J»Ai)I uma fonte tais que n;.d =f;.g,ie L. Formemos a soma
amalgamada (d ", g ) dopar(d, g). Paracadaie I, aigualdade n;.d =1;.g implica
a existéncia de um Unico morfismo /; talque /;.d '=f; el;.g =n;. Como d " €,

entdo, para algum kEK,Ii=hki,ieI e d =¢gy.

g
c > 0
7 y
N ey
A___'}Bk /?|

Y
Z
N
\
=~
%
=~
yd
N

O morfismo ¢y .g ":D — B verifica (¢ .g Y2d=e.g e mi.{cy.90)=0n;,
i e 1. Além disso, é o unico morfismo nestas condigdes, como consequéncia de 2.9.
Reciprocamente, seja A uma €-categoria localmente ortogonal. Dados dois

morfismos f:A =B e e:A = C, e € £, consideremos a familia dos pares

((dj,g)); taisque g;.e = d;.f.Seja d;=m;.e’  a E-factorizagao localmente
ortogonal da fonte (di)I . Entdo existe um e um s6 morfismo f "talque f ".e=e".f

e m;.f =g, paratodooie I,e(e’, f °) é a soma amalgamada de (e, f ) com

g'e €.
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Com efeito, se r e s sdo morfismos taisque r. e = s . f, entéo, para algum i & I,

r=g, € § =d; e portanto, s=m;.e" e r=m;.f " Atendendo a 22, m; éo

unico morfismo nestas condigoes.

Dada uma familia (e ;: A= A; )I de morfismos de &€, consideremos a familia dos
pares (g . (fk] )I )k ,com g A =B, um A -morfismo e (fki 1B = A i)I uma
A -fonte tais que fi-@i=0is I. Seja g =m.e uma €-factorizagéo localmente
oriogonal com (e : A = C) e €. Entéo, paracadaie [, existeumeumsd d;:A,»C

talque d;.e;=¢e e m.d;=f, ke K.O dagrama

€5
4 ——> 4

N2

C
constitui a cointersecgéo dos e;: A— A, ie I, com e & €. O

Como conseguéncia de 2.7 e 2.10 temos o seguinte resultado:
2.11.Corolario. Para £ tal que lso(4)C €C Mor(4), sdo equivalentes:
(i) A & uma (€, MonoF(#4))-categoria localmente ortogonal.
(i) (a) A é €-cocompleta.
(b) 4 tem coigualizadores.

(c) € é fechada para a composigao com epimorfismos exiremais a esquerda. O

Estamos agora em condigbes de dar duas caracterizacoes de functor sélido. Sobre

a sua utilidade falam alguns dos resultados que incluimos neste e nos capitulos seguintes.

2.12. Teorema. Para um dado funcior U : 4 =X, as seguintes afirmagdes séo
equivalentes:
(i) U é um Q-functor localmente ortogonal para alguma classe @ CMor(U).

(i) U é solido.

(iii) Para alguma classe € C Mor(4), 4 é €-cocompleta e U tem adjunto
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esquerdo com as co-unidades respectivas pertencentes a €.

Demonstracéo:

(i) = (ii): Vamos mostrar que a Q-factorizag@o localmente ortogonal de uma
U-fonte é U-epimorfica e U-semi-inicial, concluindo assim que U é sdlido (1.9). Seja
(x;:X—>UA ) uma U-fonte e { X 9 ua i-‘» UA ), a sua

Q -factorizacéo localmente ortogonal. Como ja vimos, esta factorizagdo é U-epimarfica,

isto &, g eEpi(U). Resta provar que é U-semi-inicial. Seja (B, y) um U-comorfismo e

(gj:B = A umafonte em A tais que x;.y=Ug;paratodoo i« L

ug
ug > Ug
7/

1% P

Y /’

X Ue Ug.
//

7 !

Vo N

U4 > Ud,
Uz

Como 1,5 € Q@ ,existeumeumso d:8 —A talque Ud =qg.y e f;.d =g;, para
todooie L

(ii)=> (ili): Sejam F o adjunto esquerdo de U, cuja existéncia & garantida em
13,e € A FUA - A, paracada A e A4, as respectivas co-unidades. Vejamos que
€ ={e:A =B =MorA) (Ue, B)e Quot(U)} esta nas condicoes pretendidas.

Para A € 4, €, € € porque (UE 4, A) é o levantamento U-semifinal da
U-cofonte ((1,gya+ Nyg ) UFUA ). Com efeito tem-se UE , .1z 4 = UE, ©
UE:A Ty =Ul,. E se(p, B) é um U-morfismo para o qual existem A-morfismos
h:FUA =B e d:A —=B taisquep.lypys=Uh e p.MN,, =Ud, entao

d:A — B ¢ o unico morfismo que satisfaz Ud . UE ,=p, e d.1,=d e

d.8A=h.
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Dados (e:A—=B)e € e (d:A— C) e Mor(#4), sendo Ue o levantamento

U-semifinal de alguma U-cofonte ¢ = (x,: UA ;= UA); . consideremos a U-cofonte &

constituida por Ud.x;:UA ;- UC, paraie I, e por Tue :UC —» UC. O levantamento

U-semifinal de p édaforma (Ue’, D) com e :C—=D e €, visto que a composi¢ao do

morfismo U-quocienie deste levantamento com Tua é a imagem por U de um

A -morfismo.

ug
]
y u
1
]
L Ug”

1

U C w \1‘
e 5

ue v
£

Como, para cadai € I, (Ue". Ud ). x; & aimagem por U de um A -morfismo, existe
um morfismo d B = D talque Ud ".Ue =Ue" . Ud.logo d . e =e". d, visto U ser
um functor fiel.

Além disso, o diagrama

é uma soma amalgamada. Com efeito,se g: C = £ eh:B —=E saoctaisque g.d=~h.¢g,
a composigdo de Ug com cada um dos morfismos de > & a imagem por U de um
A -morfismo pelo que existe um e um so morfismo c:D—E talquec.e'=g.Da

igualdade Uc.Ud ". Ue =Uh.Ue concluimos ¢ .d "= h, por Ue € Epi(U).

Dada uma familia (e;: A—= A ), de morfismos de &, cada (Ue., A)éo
| 177 1 I

levantamento U-semifinal de alguma U-cofonte ¢ ;. Consideremos a U-cofonte {3

constituida por lodos os morfismos das U-cofontes o ;, e pelo morfismo 1UA e seja
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(Ue, B) O levantamento U-semifinal de A,

Ud ——— Ud;

—
‘. Fi — |
e LUz,
; Ue A
\1/
U4 ug

us
Como a composicdo de Ue com cada morfismo de b é a imagem por U de um

A -morfismo, existe, para cada i, um 4-morfismo d;: A ;=B tal que Ud;. Ue; = Ue.

Procedendo agora de forma analoga ao feito anteriormente & facil provar que e: A= B €

a cointerseccgao da familia (e : A=A

(iiiy= (): Se A é € -cocompleta, A & € -cocompleta para €'=€ U lso(4).
Portanto, sem perda de generalidade, vamos supor que € coniém ja todos 0Ss
A -isomorfismos. Entao, por 210, 4 é uma € -categoria locaimente ortogonal. Estamos

agora nas condigoes de 2.5(2), pelo que concluimos imediatamente o pretendido. |

2.13. Corolario. Seja A cocompleta e cobempotenciada. Se U é fiel e tem

adjunto esquerdo entao U é um functor solido.

Demonstragéo: E consequéncia imediata da implicagao (iii}y= (i)} em 2.12,

considerando a classe € dos epimorfismos de A. O

3. @-Functores ortogonais

Sejam (g, A ) um U-morfismo e (B, f;) uma A -fonte. Escrevemos

(g, AYL (B, f;) se, quando (p, B) & um U-morfismo e ( A, g ) uma 4 -fonte tais que

Ug;.qg = Ufy.p para todo o i, entdo existe um e um so A-morfismo d : A = B que

o e
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satisfaz as igualdades Ud.g =p e f;.d=g; paratodooi.

XL*U#J

uz,””
pl l, J/in
K

Us—> Ud;
uz,

Consideremos @ C Mor(U) e M C Fonte(4) fechadas para a composicdo com

A-isomorfismos, & esquerda e & direita, respectivamente.

3.1.Definigao. Dizemos que U & um (Q, M)-functor se:

(1) Toda a U-fonte (x;: X = UA, )I admite uma factorizagéo x ;= Uf,. g, com
ge@ e(fi)IEM.

(2) Se (g, A)e Q e (B, f))= Fonte(#) entdo (g, A)L (B, f).

Um (@, M)-functor tai que Iso(U) € @ diz-se um (Q, M)-functor ortogonal.

Se o functor identidade da categoria 4 é um (€, M)-functor (logo ortogonal,

atendendo a 2.3 ) dizemos que 4 é uma (€, M )-categoria ortogonal ou apenas uma

(€, M)-categoria.

3.2.0bservacdes. (1) Se U é um (Q, M)-functor entdo, em particular, toda
a U-fonte admite uma (Q, M )-factorizacao localmente ortogonal e, por 2.2,
Q C Epi(U).

(2) Se U é um (@, M)-functor entdo

@=mL-{(q,A)e Mor(U)| (g, A)L(B, ), (B f)eM}.
Mas, de um modo geral, # nao é univocamente determinado por Q@ [18]. No entanto, se
U é ortogonal entdgo M =@+ = { (B, 7)< Fonte(4)| (g, A)L(B, ). (g.A)=Q].
E facil verificar que, nestas condigées, M C Ini(U), designando por Ini(U) a classe das
fontes de 4 que sdo U-iniciais, isto &, das 4-fontes (m ); que verificam a seguinte

propriedade: Se existem uma fonte (f); e um U-morfismo h tais que Um;.h = Uf;

—
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para todo 0 i € 1, entdo existe um e um s6 morfismo h * em A talque Uh'=h e
mi;.h'=f,ie I.

(3) Um Q-functor ortogonal € um @-functor localmente ortogonal, logo sdlido.
Mas um (Q, M)-functor pode nao ser sdlido. Basta reparar que se U & um adjunto
direito entdo & um (@, M)-functor onde Q é a classe de todos os morfismos universais
de um X-objecto para U e M =Fonte(4) e que, como veremos no capitulo 3, existem

functores adjuntos direitos que ndo s&o solidos.

3.3.Alguns functores ortogonais.

(1) U : 4 — X diz-se topoldgico se for um (Iso(U), Ini{U))-functor.
Topolégicos séo, por exemplo, os functores de esquecimento, respectivamente, de Top
em Set,ede 7opGrp em Grp.

Uma nocdo mais geral é a seguinte: Se X & uma (€, M)-categoria, dizemos que o

functor U:A4 — X & (€, M)-topologico se para cada (m;); € M existe uma

A -fonte U-inicial (n i)I e um U-isomorfismo h tais que m P = Uni .h,i= 1. Nestas

condiges U & um (D, N )-functor ortogonal com D =& N Mor(U) e

N = {(n i}I e ni(U)| (Uﬂi)l € M}. Por exemplo os functores de esquecimento da
categoria dos espagos topoldgicos T,, i=0,1, em Set sao (EpiReg, MonoF)-topolégicos.

(2) Seja X uma categoria regular, isto é, uma (EpiReg, MonoF)-categoria.

Dizemos que o adjunto direito U : 4 — X & um functor reguiar se U cria factorizagdes

regulares, isto €, se (fi)l é uma fonte em A e Ufi=m;.e,ie€ 1, é a factorizagéo
regular da X-fonte (Ufi)l' entdo existe uma e uma so factorizagéo f, = rﬁi .e ,ie I,

de (f); emAtalqueUm=m; e UB=e¢, e, além disso, B & um epimorfismo

regular e (/}); é uma monofonte.

Se U é& um functor regular, é facil mostrar que, entdo, U & um

(EpiExtr(U), Ini(U))-functor.

Varios functores que esquecem a estrutura algébrica dos objectos sao regulares.

—
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Por exemplo os functores de esquecimento de Grp em Set e de 7 opGrp em 7 op.

3.4.Functores Topologicamente Algébricos.

Um functor U : 4 — X diz-se topologicamente algébrico se toda a U-fonte
admite uma factorizagdo (Epi(U), Ini(U)).

Uma factorizagao (Epi(U), Ini(U)) de uma U-fonte &, em particular, uma
factorizagdo U-epimérfica e U-semi-inicial. Logo todo o functor topologicamente
algébrico é sdlido.

Um U-morfismo g : X — UA diz-se semi-universal se, dados uma fonte
U-inicial (m;:B = A )}, uma fonte (g,:A = A i)I e um U-morfismo p: X —= UB
taisque Um,;.p =Ug;.q, ie I entdao existe um tnico morfismo em A,d:A =B,

tal que o diagrama

Py

Ue .~
p J’ /’I lugi
o

Ug——> U4;
Um.

é comutativo. Designamos a classe dos U-morfismos semi-universais por SUni{U). E
evidente que SUni(U) = (Ini(u))*.
Uma caracterizagdo importante dos functores topologicamente algébricos e a

seguinte:

Teorema. Um functor U é topologicamente algébrico se & sé se & um

(SUni(U), Ini(U))-functor ortogonal.

Demonstragao: E evidente que se U é um (SUni(U), Ini(U))-functor ortogonal
entdo é topologicamente algébrico.

Suponhamos que U é topologicamente algebrico. Dada uma U-fonte

(x;: X = UA i)I , consideremos a familia ndo vazia (e k)K constituida por todo o

—
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U-epimorfismo e, : X = UB para o qual existe uma fonte U-inicial (7 ,;: B = A i1

talque x;=Un,;.e, paratodoo ie I. Seja X e/ UA Jm ky UB, a factorizacao
(Epi(U), Ini{U)) da fonte (e, : X = UB )K . Como e € Epi(U), Ny My =n-.m-
para todos os k, k' € K. Vamos provar que, para m;="N;.My., i€ I, a factorizagéo
x;=Um;.e ¢é (SUni(l), Ini(U)).

A fonte (m; )I ¢ U-inicial: Consideremos um morfismo h:UC—=UA e uma
fonte (g;: C —)Ai)l tais que Um;.h=Ug;, ie I Para cada ke K, como (Dl €
U-inicial, as igualdades Uny;.(Um .h)=Ug;, i€ I, impiicam a existéncia de um
inico morfismo /, : C — B talque Ul = Umy,.h e ny.lx=g; paratodo o
i e 1. Atendendo a igualdade Um . h = Ul paratodo o ke K e aofactode (m ), ser
U-inicial, temos um Unico morfismo, h :C— A ,talque Uh"=h em .h ‘=1, ke K,
e, portanto, também m ;. h ‘= g para todo oie I. Como U é fiel, h © & o unico
morﬁsmd nestas condigdes.

Para mostrar que e € SUni(U), notemos primeiro que, se e =Um.e’, com e’

e Epi(U) e m e Ini(U), entdo m é um isomorfismo. Com efeito, nessas condicdes, e’
é um morfismo da familia (e ), e, portanto, para algum k= K, e '=Um . e . Entéo,
das igualdades U(m.m).e =e e Uim,.m). e "=e’, concluimos que m, =m 1
Consideremos um U-morfismo p : X = UC , uma 4-fonte {(/;: A — CI)I e

uma fonte U-inicial (n;: C— C; )I tais que, paratodoo iel, n;.p =/;.e. Sejam

e’ :X-UD e(m:D —A,n:D —C)um morfismo e uma fonte tais que as igualdades
e=Um.e e p=Un.e  consiituem a factorizagdo (Epi(U), Inicial(U}) da fonte
(e:X = UA,p:X = UC ). Vamos provar que m: D— A ¢ U-inicial e, portanto, um

1

isomorfismo, pelo que n. m "' serda o morfismo diagonal procurado.

Sejam r :UE -»UD um X-morfismoe a : £ = A um A-morfismo tais que

Um.r =Ua .
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£

A > U4

e’ Um

p U/

Uz Us
Un
\ . !
ue N

Atendendo a comutatividade do rectangulo do diagrama acima e a que e ‘e Epi(U}, temos

a igualdade Un;. (Un.r) = U(/;.a)paratodoo i€ [, pelo que existe um anico

i .
d 'E = C talque Un.r =Ud. Entao, visto que a fonte (m, n) é U-inicial, existe um
Gnico r': E = D talque (1) Ur'=r, @ n.r’ =d e (3 m.r =a.Atendendo a que U

& fiel, r * é o unico morfismo a satisfazer (1) e (3). O

Se U é um (@, M)-functor ortogonal entdo é topologicamente algébrico,
atendendo a 3.2(1) e (2).

O exemplo que se segue, e que aparece em [14],mostra que um functor solido
pode nao ser um (@, M)-tunctor, j& que, neste caso, nao é topologicamente algébrico.
Borger e Tholen [5] e Adamek [2] construiram exemplos de functores sélidos sobre Set

gue nao sao topologicamente algébricos.

3.5.Exemplo: Seja X a subcategoria de Set cujos objectos sao B,= {1 }

By= {2}.B 3 =INg e cujos morfismos diferentes das identidades sao g, h, & K,

ne [Ngeres,com dominios e codominios como indicado no diagrama
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51
g N gn
5
| & r 3 iy
. \//
l(’n
52

e definidos do seguinte modo:
s@ =1, r(1)=2,g,(0) =1,k (2)=n,h (M =n+tm (n, me [Ng).

Seja 4 a subcategoria de X que se obtém excluindo os morfismos r e g o € seja
U:A4 =X o functor de inclus@o. U é sdlido pois toda a U-fonte admite a factorizagéo

U-epi, semi-inicial indicada no quadro seguinte:

U-fonte (X, f;) factorizagdo Epi{U) semi-inicial
5 X=B1,algumfi6{go,r} Iy =@yl
X =By, nenhum f; € {g,, r} fi=fi.1g,
X =By algumfie {ko1g,} fi=fi1g,
X =By, nenhum f e Lk, 15, } fi=b.s
X=}51'3,allgumi‘i.=h0 fi=fi.183
X =Bg, algumf;=h fi=cy.hy

onde a;, b; e ¢; estdo definidos da Unica maneira possivel para que as1?4% e 62

igualdades da direita se verifiquem.

Mas U nao é topologicamente algébrico pois n&o existe uma factorizagdo

(Epi(U), Ini(U)) da U-fonte (B4, @). Com efeito, uma factorizagao (Epi(U), Ini(U))

:
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de (B 3, @ ) seria constituida por um U-epimorfismo q: B 32> UA euma A -fonie

indexada pelo vazio, (A, @), verificando a sequinte condigdo: Se Be 4 e x & um

X-morfismo de UB para UA entao existe um e um so A -morfismo d tal que Ud =x.
Necessariamente teriamos UA = A = B 5; mas entdo o X-morfismo g o iria contradizer a

U-inicialidade de (B 5, @ ).

Seguidamente estudaremos algumas relagdes entre @ -functores localmente

ortogonais e @-functores ortogonais.

3.6.Proposigao. Um Q-functor localmente ortogonal é um Q-functor
ortogonal se e sé se o morfismo Ue.qg € Q@ sempreque g : X =2 UA e Ue :UA = UB

sdo morfismos da Q.

Demonstracdo: Seja U um Q-functor oriogonal. Consideremos os morfismos de
Q,g : X ->UA e Ue :UA - UB ,as 4-fontes (hj); e (my); com(m;) < QL e
um U-morfismo r tais que Uh,.(Ue.qg)=Um,.r,ie I. Usando 3.1(2) duas vezes,
concluimos da existéncia de um unico 4-morfismo d talque Ud.(Ue.g)=r e
m,.d=h, ie L Como, por 3.2(2), @ =M L@+)L, concluimos que Ue. g = Q.

Reciprocamente, suponhamos que Ue. g € Q quando g, Ue = Q . Notemos que U
é um Q-functor ortogonal se e s6 se toda a A -fonte (m )} que faz parte da
Q-factorizagdo localmente ortogonal de alguma U-fonte perténce aQ@t. E(m),cqt
seesdsea Q-factorizacao localmente ortogonal de (Um i)I é daforma Um;=Un,.
Uc, sendo ¢ um #-isomoriismo.

Seja entao

X > UA > UA

ie I,

a Q-factorizagéo localmente ortogonal de uma U-fonte e Um ; =Un;. Uc, i« I, a

Q-factorizagao localmente ortogonal de (Um i)I . Da comutatividade, paratodo o i € I, do

—
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diagrama
vy sua Vs
vJ/ JlUﬁi
uA > Ud;
Um

i
atendendo a que Uc.g € Q@ e a 3.1(2), resulta a existéncia de um A -morfismo

d:B—=A talque Ud.Uc.qg =qg.Como g e Uc pertencem a Epi(U) temos, por um

lado, que d.c=1, e, poroutro, que ¢ € Epi(4); logo ¢ & um 4 -isomorfismo. O

3.7.Corolario. Para uma categoria 4 sdo equivalentes:
(i) A & uma €-categoria ortogonal.

(i) # é uma € -categoria localmente ortogonal e € ¢ fechada para a

composiGao. 0

3.8.Corolario.
(1) Seja U um (Q, M)-functor ortogonal e €-"Q . Entao
(a) U é adjunto direito e as respectivas co-unidades periencem a £.
(b) 4 & uma (€, M)-categoria
(2) Se € & uma subclasse de Mor(4) que verifica as condi¢des (a) e (b), entdo U é um

(@, M)-functor oriogonal com Q=°X€, O

Na demonstragdo de 3.8 vamos ulilizar o seguinte resultado:
3.9.Lema. Seja # uma (€, M)-categoria. Se a:A—B,b:B—=Ce c:C—=D

sdo morfismos taisque b.a €€ e c.b € €,entdo c.b.a € €.

Demonstragdo: Seja ¢.b.a=m.e a factorizagdo (€, M)de c.b.a.

Atendendo a 3.1(2) e aque b.a € &, existe um morfismo d ial que m.d = ¢. Como

c.b €€,daigualdade m. d .b = 1p-C. b concluimos da existéncia de um morfismo

falquem.f=1, e f.c.b=d.b;entaof.m .e=f.c.b.a=d.b.a=¢e e,visto

;
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e € Epi(#4), f.m=1 . Assim m é um isomorfismoe c.b.a & €. O

Demonstracdo de 3.8: (1) E consequéncia de 2.5 e 3.7.

(2) Atendendo a 2.5 e a 3.6, basta mostrar que Ue. g € Q quando g, Ue € Q.
Sejam g:X - UA e Ue:UA— UB pertencentes a Q, ou sgja, E4- Fg e

Eg- FUe sao elementos de €, ou seja, €4 Fq e e.g, pertencema €. Entéo, como

Ue.qg = U(e.EA. Fg )T]X e, por3.9, e.€,. Fq € &, concluimos o pretendido. O

Podemos agora enunciar um resultado que inclui e completa 2.13, utilizando

3.7, 3.8 e 2.7.

3.10.Corolario. Seja A uma calegoria cocompleta e cobempotenciada. Se U é

fiel e tem adjunto esquerdo entdo existe uma classe Q C Epi(U) tal que U é um

Q-functor ortogonal e @+ CMonoF(A4). |

Existem vérios resultados que nos fornecem condigdes suficientes para que uma
categoria seja uma (€, M)-categoria (veja, por exemplo, [8]). Combinando-os com
3.8 ou 2.7 podemos encontrar outras propriedades interessantes sobre Q-functores
ortogonais. Por exemplo no corolario anterior podemos substif{uir a condicio de 4 ser

cocompleta por 4 ser completa e bempotenciada.

No que se segue vamos ver que todo o functor sélido € a composigao de dois
functores ortogonais. Para tal, dado um Q-functor localmente ortogonal, U : 4 =X,
consideremos a categoria K com Obj(K) = Q e sendo os K-morfismos de {p, A) para

(g, B) pares (x, f ) onde x & um X-morfismo e fe 4(A, B) taisque Uf.p=g.x.

3.11.Teorema. Um functor U: 4 =X é sdlido se e so0 se U admite uma

factorizagdo U=V-E tal que V é um functor topolégico e E & uma imersdo plena e

reflectiva.

—
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Demonstragdo: Se U é um functor sdlido, € um @ -functor localmente

ortogonal, para algum Q. Sejam, E : 4 — K, a imers&o plena que a cada A-objecto A
faz corresponder (1,, A) e a cada A -morfismo  f: A — B faz corresponder
(UL )14, A)— (15, B)e, V:K = X , o functor definido em objectos por
V(p: X— UA)= X e em morfismos por V(x, fl=x.

E facil verificar quuu U = V . E e que, para cada (g, A )= K,
(G.14):(qA)— (1,,A)¢éuma A -reflexdo de (g, A) .

Para provar que V ¢ topoldgico basta mostrar que toda a V-fonte admite uma
factorizagao (Iso(V), Fonte(K)). Seja (x,: X —> V(p;: Y;—=UA}); uma V-fonte e

Uf
seja (X _q} UB——%UAi )I a Q -factorizag@o localmente ortogonal da U-fonte
Vip.f)

]
(pi-x; X —>UA;); . Entao ( X —X sv(g: X = UB)—L15 V(p: Y- UA)),

é a factorizagéo procurada.

Vejamos agora que a composi¢do de um functor topoldgico V com uma imerséo
plena reflectiva E € um functor sélido. O functor E é um adjunto direito, ou seja, um
(Universal(E), Fonte(#4))-functor, e, por ser uma imers&o plena, para cada A = 4,
(1g 4+ A)e Universal(E). Entao E é um (Universal(E),Fonte(#4))-functor ortogonal
(2.3), logo sélido. Como os functores sélidos s&o fechados para a composido (1.4) e todo

o functor topologico é sélido, concluimos U =V - E que é sdlido. O
Contrastando com a compositividade dos functores solidos temos o seguinte:

3.12.Corolario. Os functores topologicamente algébricos ndo s&o fechados

para a composicao.

Demonstragao: Todo o functor sdlido é composigdo de dois functores
topologicamente algébricos (3.4, 3.11) mas nem todo o solido é topologicamente

algébrico(3.5). O

L




